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AVANT-PROPOS A LA CINQUIEME EDITION

La cinquiéme édition en langue francaise du présent manuel différe de la
quatriéme.

Cette nouvelle édition, entiérement révisée et complétée, contient le matériel
indispensable actuellement pour la préparation mathématique des éléves des
écoles techniques supérieures. II est exposé de fagon que les étudiants et les
ingénieurs puissent aborder les disciplines appliquées, basées sur 1'appareil
mathématique.

C'est dans ce second tome du manuel que les changements les plus profonds

ont été introduits.
Ony a inclus deux nouveaux chapitres : le chapitre XX « Eléments de la théorie
des probabilités et de la statistique mathématique » et le chapitre XXI «
Matrices. Ecriture matricielle des systémes et résolution des systémes
d'équations différentielles linéaires ». On y utilise également I'écriture
matricielle pour des résolutions approchées successives des systémes
d'équations différenticlles linéaires a coefficients variables. La nécessité
d'inclure ce matériel dans un cours de calcul différentiel et intégral pour les
écoles techniques est liée au fait que I'é¢tude des solutions des systémes
d'équations différentielles est, dans de nombreux ouvrages d'électrotechnique,
de radiotechnique et d'automatique, conduite a l'aide de 1'appareil de la théorie
des matrices.

Dans le chapitre XIII, le paragraphe 31 « Notion sur la théorie de la stabilité
de Liapounov » a été notablement élargi. I1 est maintenant intitulé ainsi : «
Notions sur la théorie de la stabilit¢ de Liapounov. Comportement des
trajectoires de I'équation différentielle au voisinage d'un point singulier ». Ici
parallélement a la
considération de la stabilit¢ des solutions des systemes d'équations
différentielles on étudie le comportement des trajectoires a proximité d'un point
singulier dans le plan de phase. Cela était indispensable car lors de I'étude des
questions correspondantes dans les cours liés a l'automation on doit savoir
utiliser couramment ces notions. Ce chapitre comporte aussi un nouveau
paragraphe 34 sur la méthode de Runge-Kutta de la solution approchée des
équations différentielles.

Le chapitre XVI a été complété par les paragraphes 26, 27, 28. On considére
ici la méthode des approximations successives des solutions des équations
différentielles, on y démontre les théorémes d'existence et d'unicité de la
solution d'une équation différentielle. On a accentué la rigueur de I'exposé de
tout le chapitre consacré aux équations différentielles.
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On a écrit de nouveaux paragraphes 24 et 25 du chapitre XVI consacrés
aux séries a termes complexes et aux séries entiéres d'une variable complexe.
Le nouveau paragraphe 12 du chapitre XVII est consacré aux séries de Fourier
sous forme complexe. Le probleme de l'intégrale de Fourier étant exposé plus
en détails, on a élucidé certaines notions largement utilisées dans les
applications (spectre, fonction spectrale). On a inséré dans le méme chapitre les
nouveaux paragraphes 15 « Série de Fourier suivant un systéme orthogonal de
fonctions » et 16 « Notion d'espace fonctionnel linéaire. A-nalogie entre le
développement de fonctions en séries de Fourier et la décomposition des
vecteurs ».

Lors de la révision du chapitre XVIII « Equations de la physique
mathématique » on a attaché une importance particuliére a I'analyse de la nature
des phénomeénes physiques conduisant aux équations de différents types et aux
problémes aux limites correspondants.

On a ajouté un nouveau paragraphe 20 « Fonction delta et son image » au
chapitre XIX exposant les notions fondamentales du calcul opérationnel et la
méthode opérationnelle de résolution des équations différentielles. Elles sont
indispensables pour 1'é¢tude de nombreuses disciplines appliquées, notamment
de celles qui sont liées a I'électrotechnique.

De nombreux problémes et exercices, illustrant pour la plupart des liens qui
existent entre les mathématiques et les autres disciplines, ont été inclus dans le
manuel. Les problémes et les exercices ont été spécialement choisis pour
chaque chapitre du cours afin de contribuer a l'assimilation de la partie
théorique. Certains ont été résolus et commentés a titre d'exemples. Cela rend ce
manuel également utile pour I'étude autodidacte.

L'auteur
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Chapitre XIII

EQUATIONS DIFFERENTIELLES

§ 1. Position du probléme. Equation du mouvement du corps pour un
milieu ou la résistance est proportionnelle a la vitesse. Equation de la
chainette

Supposons que la fonction y = f (x) exprime un phénoméne du point de vue
quantitatif. Examinant ce phénomeéne, il est souvent impossible d'établir
directement le caractére de la dépendance entre y et x, mais 1'on pent établir une
dépendance entre les quantités x, y et les dérivées de y par rapport a x: y', y", . .
., ", c'esta-dire que l'on peut écrire une ¢ quation différentielle.

On demande de déduire de la relation entre x, y et les dérivées la relation
directe entre y et x, c'est-a-dire de trouver y = f (x), ce qu'on appelle encore

intégrer une équation différentielle.

Considérons deux exemples.

Exemple 1. On laisse tomber un corps de masse m d’une certaine hauteur. On

demande d'établir la loi de variation de la vitesse de chute v si le corps éprouve une

résistance de freinage, de la part de 1’air proportionnelle a la vitesse (le coefficient de

proportionnalité étant k), c'est-a-dire de trouver v =£'(f).

Solution. En vertu de la seconde loi de Newton
dt

ou dt est l'accélération du corps en mouvement (la dérivée de la vitesse par

rapport au temps) et F la force agissant sur le corps dans le sens du mouvement. Cette

force est constituée de deux forces : de la force de pesanteur mg et de la résistance de

I’air -kv (on prend le signe moins car cette force est opposée a la vitesse). Ainsi

dv
—= —kv. 1
mdt mg \Y )

m

s

dv
Nous avons une relation entre la fonction inconnue v et sa dérivée 7 , c'est-a
t

dire une équation différentielle portant sur la fonction
inconnue v. (Cest I'équation du mouvement de certains types de parachutes.)
Résoudre cette équation différentielle, c'est chercher une fonction v = f () la vérifiant
identiquement. Il existe une infinité¢ de telles solutions. Le lecteur vérifiera facilement
que toute fonction de la forme
-t
v=Ce ™ + me )

vérifie 'équation (1) quelle que soit la constante C. Mais laquelle deces fonctions donne
la relation cherchée entre v et ¢ ? Pour la trouver, imposons une condition
supplémentaire: une vitesse initiale v, (qui, notamment, peut étre nulle) a été
communiquée au corps au départ; nous supposerons que cette vitesse initiale est connue.
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Mais alors la fonction cherchée v = () doit étre telle que 1'on ait pour £ = 0 (au début
du mouvement) v = v,. Substituant =0, v = v, dans la formule (2), on trouve:

v, =C+£,
k
d'ou
szo—ﬂ
k

Ainsi, la constante C est déterminée. La dépendance entre v et ¢ s'exprime donc

kt
_ mg |, Mg !
v=|y,——1le "+—=. (2
(118 e
Il découle de cette formule que pour ¢ suffisamment grands la vitesse v dépend peu de v,
Notons que si k = 0 (c'est-a-dire si la résistance de l'air est nulle ou négligeable), on
retrouve un résultat connu en physique *):
¢ v=v,+gt. (2")

T
V Cette fonction satisfait a 1'équation différentielle (1) et a
la condition initiale: v = v, pour ¢ = 0.

A
M
Exemple2. Un fil flexible homogene est suspendu

H par ses deux extrémités.

M Trouver I'équation de la courbe d'équilibre du fil soumis
s a son propre poids (telle est la position que prennent les

fils, les chaines, les cables suspendus).
Solution. Soient M, (0, ) le point le O plus bas sur
[ & le fil, M un point arbitraire sur ce fil (fig. 249).
Fig. 249 Considérons la portion de fil MyM. Cette portion est en
équilibre sous faction de trois forces:

1) la tension 7, agissant tangentiellement au point M et formant avec I'axe Ox I'angle ¢;
2) la tension H au point M, agissant horizontalement ;

3) le poids ys dirigé verticalement vers le bas, ou s est la longueur de l'arc MM, y le
poids spécifique du fil.

Décomposant la tension T en ses composantes horizontale et verticale, on obtient les
équations d'équilibre:

Tcosp=H,

T'sin @ =ys.

On obtient en divisant membre a membre ces deux égalités

" On peut déduire la formule (2") a partir de (2') par le passage 4 la limite

kt
. mg\ ~ ~  mg
lim|| vg——=le " +—=|=v, +gt
ey [Vo X je X Vot &
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/4
tgp=--s. (3
gP="y (€)

Supposons maintenant que l'on puisse écrire I'équation de la courbe cherchée sous la
forme y = f (x). Ici, f(x) est une fonction inconnue qu'il faut chercher. Remarquons que

ooy d
tg¢=f(x)=d—i.
dy 1

Par conséquent, —S )
dx a

oul'onapos¢ —=a.

Dérivons les deux membres de 1'égalité (4) par rapport a x
d’y _lds

& adx
Mais on sait que (voir § 1, ch. VI)

2
ﬁ: 1+ L4 .
dx dx

Substituant cette expression dans I'équation (5), on obtient I'équation différentielle de la
courbe cherchée sous la forme:

d*y 1 Y
2V _~ N+ 2 6
dx* a de ©

Elle relie les dérivées premiere et seconde de la fonction inconnue y.
Sans nous arréter sur les méthodes de résolution des équations, indiquons que toute
fonction de la forme

®)

y=ach(§+CIJ+C2 (7)

satisfait a I'équation (6) quelles que soient les constantes C; et C,. Il est facile de s'en
convaincre en substituant les dérivées premicre et seconde de la fonction mentionnée
dans 1'équation (6). Indiquons encore sans le démontrer qu'on a la toutes les solutions
(pour divers C; et C,) de 1'équation (6). Cela sera démontré au § 18.

Les graphiques deg fonctions ainsi obtenues sont appelés des chainettes.

Voyons maintenant comment il convient de choisir les constantes C; et C, pour obtenir

précisément la chainette dont le point inférieur a pour coordonnées (0, b). Etant donné

que pour x = 0 on a le point le plus bas de la chainette, la tangente est horizontale en ce
. d .

point, c.-a-d. d_y = 0. En outre, par hypothése, I’ordonnée est égale a b en ce point, c.-a-

/X
d.y=5b.
On déduit de 1'équation (7)
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Substituant dans cette derniére x = 0, on obtient 0 = sh C;. Donc C, = 0. Si b est
'ordonnée de M, on a alors y = b pour x = 0. On déduit de 1'équation (7) en posant x = 0

etC,=0,b= %(1 + 1)+ C,, d'ou C, = b - a. On trouve en définitive

y:ach(£)+b—a

a
L'équation (7) se simplifie beaucoup si I'on prend l'ordonnée du point M, égale a a.
L'équation de la chainette devient alors:

y:ach[ij
a

§ 2. Définitions

Définition 1. On appelle équation différentielle une équation établissant
une relation entre la variable indépendante x, la fonction inconnue y = f'(x) et
ses dérivées ¥,y ", .. ., ",
On peut écrire symboliquement une équation différentielle comme suit

F(x, ,9,9", .., ¥ =0

2 n
Aoy dy 4y
dx’ dx? dx"
Si y = f (x) est fonction d'une seule variable indépendante, I'équation
différentielle est dite ordinaire. Nous nous bornerons a I'étude des équations
différentielles ordinaires *).
Définition 2. On appelle ordre d'une équation différentielle 1'ordre de la
dérivée la plus élevée contenue dans cette équation.
Ainsi,

ou

* A , . . , . N . , .
En méme temps que les équations différentielles ordinaires, on étudie

également en analyse mathématique des équations aux dérivées partielles. On

appelle équation aux dérivées partielles une relation entre la fonction inconnue

z, dependant de deux ou de plusieurs variables x, y, . . ., ces variables elles
. oy . oz oz o
mémes et les dérivées partielles de z : Z R —Z, —j , etc.
ox 0y ox
On a comme exemple d'équation aux dérivées partielles de fonction inconnue

z (x, y) I'équation x2 = yg
Ox dy
Il est facile de vérifier qua la fonetion z = x*)* (ainsi qua quantité d'autres
fonctions) vérifie cette équation.
Dans ce cours les équations aux dérivées partielles sont étudiées dans le

chapitre XVIII (t. IT).
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Y =207 +5=0
est une équation du premier ordre.
L'équation y" +ky'— by —sinx=0
est une équation du second ordre, etc.
L'équation considérée dans l'exemple 1 du paragraphe précédent est une
équation du premier ordre et celle de I'exemple 2 du second ordre.

Définition 3. On appelle solution ou intégrale d'une équation différentielle
toute fonction y = f'(x) vérifiant identiquement cette équation.

Exemple 1. Soit I'équation différenticlle
2

d—;} +y=0

dx
Les fonctions y = sinx, y =2 cos x, y = 3 sin x — cos x et, plus généralement, toute
fonction de la forme y = C; sin x, y = C, cos x ou y = C; sin x + C2 cos x sont des
solutions de I'équation donnée quelles que soient les constantes C; et C, ; il est facile de
s'en assurer en substituant ces fonctions dans 1'équation.

Exemple 2. Considérons I'équation
y'x — - y=0.

Ses solutions sont des fonctions de la forme y = x> + Cx, ot C est une constante
arbitraire. En effet, on trouve en dérivant la fonction y = x* + Cx

y'=2x+C.
Substituant les expressions de y et y' dans 1'équation donnée, on obtient 1'identité

(2x + C) x —x* = x> = Cx = 0. Chacune des équations traitées dans les examples 1 et 2
possede une infinité de solutions.

§ 3. Equations différentielles du premier ordre (notions générales)
1. Une équation différentielle du premier ordre est de la forme
F(x,,y)=0. (1)
Lorsque cette équation est résoluble en )', on peut la mettre sous la forme
y=rxy 19
On dit alors que I'équation différentielle est résoluble par rapport a la dérivée.
On a pour une telle équation le théoréme suivant sur I'existence et I'unicité de la

solution.

Théoreéme. Sidans l'équation y' =f(x, y)
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0
la fonction f (x, y) et sa dérivée partielle 6i par rapport a y sont continues
v

dans un certain domaine D du plan Oxy et si (x,, y,) est un point de ce domaine,
il existe une solution unique y = ¢ (x) satisfaisant a la condition y =y, lorsque x
= Xo.

Ce théoréme sera démontré an § 27, chapitre XVI. Géométriquement, le
théoréme signifie qu'il existe une fonction y = ¢ (x) et une seule dont la courbe
représentative passe par le point (x,, Vo). ,

I1 résulte de ce théoréme que 1'équation (1') posséde une infinité de solutions
différentes [ par exemple, la solution passant par le point (x,, y,) ; la solution
passant par le point (x,, y1) ; celle passant par le point (x,, ,), etc., pourvu que
ces points se trouvent dans le domaine D].

La condition que la fonction y doit prendre la valeur donnée y, lorsque x = x,
s'appelle la condition initiale. Souvent on 1'écrit sous la forme

Moy, =Yo-

Définition 1. On appelle solution générale d'une equation du premier
ordre une fonction

y=9(x,0), (2)

dépendant d'une constante arbitraire C et satisfaisant aux conditions suivantes:
a) elle satisfait a I'équation différentielle quelle que soit la valeur concrete de la
constante C ;

b) quelle que soit la condition initiale y = y, lorsque x = x,, c.-a-d. () x=x, = V0>

on peut trouver une valeur C = C, telle que la fonction y = ¢ (x, C,) vérifie la
condition initiale donnée. On suppose alors que les valeurs x, et y,
appartiennent au doniaine de variation des variables x et y dans lequel sont
observées les conditions du théoréme d'existence et d'unicité de la solution.

2. Cherchant la solution générale d'une équation différentielle, nous sommes
souvent conduits a une relation de la forme

D (x, y,0)=0, (2)

non résolue en y. On obtient la solution générale en résolvant cette relation par
rapport a y. Toutefois, il n'est pas toujours possible d'exprimer y a partir de (2')
au moyen de fonctions élémentaires; on conserve alors la solution générale sous
forme implicite. Une égalité de la forme @ (x, y, C) = 0, donnant implicitement
la solution générale, s'appelle l'intégrale générale de 1'équation différentielle.
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Définition 2. On appelle solution particuliére toute fonction y = ¢ (x,
Cy) déduite de la solution générale y = ¢ (x, C), en posant dans cette derniére C
= (). La relation @ (x, y, Cy) = 0 est dite alors une intégrale particuliére de
I'équation.
Exemple 1. L'équation du premier ordre
dy _y

dx X
a pour solution générale une famille de fonctions y =— ; on peut le vérifier par
X

une simple substitution dans I'équation.
Cherchons la solution particuliére satisfaisant aux conditions initiales: yy = 1

. C .
lorsque xy = 2. Substituant ces valeurs dans la formule y =—, on obtient 1 =
X

C . L , . 2
B} ou C = 2. La solution particuliere cherchée est donc la fonction y =—.
X

Du point de vue géométrique, l'intégrale générale représente une
famille de courbes planes dépendant d'un parametre C. Ces courbes
sont appelées les courbes intégrales de I'équation différentielle
donnée. Une intégrale particuliére est représentée parune courbe de
cette famille passant par un point donné du plan.

Ainsi, dans l'exemple considéré, l'intégrale générale est représentée
géométriquement par la famille d'hyperboles y = x et l'intégrale particuliére,
définie par la condition initiale donnée, par I'hyperbole passant par le point M,
(2, 1). On a représenté sur la figure 250 les courbes de la famille correspondant

. 1
aux diverses valeurs : C = 5 C=1,C=2,C=-1,etc.

Pour faciliter les raisonnements, nous appellerons par la suite Solution de
1'équation non seulement la fonction y = ¢ (x, Cy) satisfaisant a I'équation
proposée, mais encore la courbe intégrale correspondante. Ceci étant,
on parlera, par exemple, de la solution passant par le point (x,
Yo)-
R L'équati dy _y .

emarque. L'équation o n'admet pas de solution
passant par un point de l'axe Oy (fig. 250). Ceci est di a ce que le second
membre de 1'équation est indéterminé pour x = 0 et, par conséquent, n'est pas
continu.

Résoudre ou intégrer une équation différentielle consiste a
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a) chercher sa solution générale ou son intégrale générale (si les conditions
initiales ne sont pas données) ou
b) chercher la solution particuliére satisfaisant aux conditions initiales (s'il y en
a).
3. Donnons l'interprétation géométrique des équations différentielles du premier
ordre.
Soit donnée une équation différentielle résolue par rapport a la dérivée

d
d—z = f(xy) (1)

et soit y = ¢ (x, C) sa solution générale. Cette solution générale définit la famille
de courbes intégrales dans le plan Oxy

-1
0=
C—

£=-72
c=-Ni

£=1-)
o1y t=-th
Fig. 250

L'équation (1') détermine pour tout point M, de coordonnées x et y, une valeur

. d . .
de la dérivée d_y , c.-a-d. le coefficient angulaire de la tangente a la courbe
X

intégrale passant par ce point. Par conséquent, 1'équation différentielle (1")
définit un ensemble de directions ou, conime on dit, un champ de
directions dans le plan Oxy.

Du point de vue géométrique, l'intégration d'une équation différentielle consiste
a trouver les courbes dont la tangente en chaque point est confondue avec la
direction du champ en ce point.

On appelle isocline de 'équation différentielle (1) le lieu géométrique des points

. . d
vérifiant la relation d_y = C = const.
X
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A chaque valeur de C correspond une isocline. 11 est évident que pour la
valeur C l'isocline aura pour équation f'(x, y) = C.
La famille des isoclines construite, nous pouvons représenter
approximativernent la famille des courbes intégrales. Les isoclines permettent
donc de définir I'allure des courbes intégrales dans le plan.
La fig. 251 représente le champ de directions déterminé par 1'équation

différentielle &% =~ 2

dy X

Les isoclines de cette équation sont : Y_c ,ou y=-Cx.
X

C'est le faisceau de droites que I'on voit sur la méme figure.

Fig. 251
4. Considérons ensuite le probléme suivant.
Soit donnée une famille de courbes dépendant d'un paraniétre C

y=0(x0_C) (2)

telle que par tout point du plan (ou d'un domaine dans le plan) il ne passe qu'une
courbe de cette famille.
On demande quelle est I'équation différentielle admettant cette famille de
fonctions pour intégrale générale.
On trouve en dérivant la relation (2) par rapport a x
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d ,
P oo (0. Q)
dx

Etant donné qu'il ne passe qu'une seule courbe de la famille par tout point du
plan, chaque couple de valeurs x, y définit une seule valeur C dans 1'équation

. . d
(2). Substituant cette valeur C dans la relation (3), on trouve d_y tant que
X

fonction de x et de y. On obtient ainsi une équation différentielle qui est vérifiée
par toute fonction de la famille (2).

. . d .
11 en résulte que pour établir le lien entre x, y et d_y , c.-a-d. pour écrire
X

Fig. 252
I'équation différentielle admettant pour intégrale générale la formule (2), il faut
¢éliminer C des expressions (2) et (3).

Exemple 2. Trouver I'équation différentielle de la famille de paraboles y = Cx” (fig.
252).

- TR Lo dy
On trouve en dérivant par rapport a x I'équation de la famille d_ =2Cx
X

Substituant C =l2 définie par 1'équation de la famille, on obtient x 1'équation
X

, , . L D2y
différentielle de la famille donnée : — ——
dx x
Cette équation a un sens lorsque x # 0, c.-a-d. dans tout domaine ne coupant pas

I'axe Oy.
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§ 4. Equations a variables séparées et séparables. Probléme de la
désintégration du radium

Considérons une équation différentielle de la forme

Y CTA A
X

ou le second membre est le produit d'une fonction dépendant seulement de x par
une fonction dépendant seulement de y. Transformons la comme suit (en

1
dy = dx .
TAC A

supposant que f> (v) # 0) :
1)

Supposant que la fonction y de x soit C connue,
on peut considérer (1') comme

I'égalit¢ de deux différentielles, et leurs
primitives se distingueront par une

constante. Intégrant le premier membre par
rapport & y et le second par rapport a x, on
obtient

j ! dy:J.fl(x)dx-kC.(l") Fig. 253
()

Nous avons obtenu une relation entre la solution y, la variable indépendante x et
la constante arbitraire C, c.-a-d. qu'on a l'intégrale générale de 1'équation (1).

1. L'équation différentielle (1)

M@)dc+N@)dy=0 (2)

est appelée équation a variables séparées. Comme on vient de le démontrer, son
intégrale générale est

'[M(x)dx + j N()dy=C.

Exemple 1. Soit I'équation a variables séparées x dx + y dy = 0. Son intégrale

2 2
générale est — + R C,.

2 2
Le premier membre n'étant pas négatif, il en est de méme du second. Désignons 2C, par
Cz, on aura

K+ y2 =%
C'est I'équation d'une famille de cercles concentriques (fig. 253) centrés a 'origine des
coordonnées et de rayon C.
2. Une équation de la forme
M, (x) Ny (v) dx + M, (x) N, () dy=0 3)
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est appelée une équation & variables séparables. Elle peut étre ramenée ') a
une équation a variables séparées en divisant les deux membres par 1'expression
Ni () M, (x) :
M, (x)N M2(x)N
1 ()N () dx+ (%) 2(J/)d _

Ny ()M, (x) Ny ()M, (x)

ou
M N
) g Mo
M, (x) N (x)
qui est une équation de la forme (2).
Exemple 2. Soit 'équation

5

y__ ¥
dx X
d d:
Séparons les variables: @ _ &
y pY
d d
On trouve par intégration j—y =— J. ax +C
y X

donc Log|y|=-Log|x|+Log|C|"™) ouLog|y|=Log

C
X
d'ou I'en déduit la solution générale y =—

X

Exemple 3. Soit I'équation
(1+x)ydx+(1-y)xdy=0.
Séparons les variables:

1 1-
idx+—ydy=0 ;
X y

(l+lex+[l—ley =0.
X y
On obtient en intégrant

Log|x|+x+Log|y[-y=Coulog|xy|+x-y=C
qui est l'intégrale générale de I'équation proposée.

" Ces transformations sont légitimes seulement dans un domaine ot ni N; () ni
M, (x) ne s'annulent.

™ Ayant en vue les transformations ultérieures, nous avons désigné la constante
arbitraire par Log | C |, ce qui est légitime, car Log | C | (lorsque C # 0) peut
prendre n'importe quelle valeur de - oo & + co.
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Exemple 4. La vitesse de désintégration du radium est directement proportionnelle
a sa masse a l'instant considéré. Déterminer la loi de variation de la masse du radium en
fonction du temps, sachant qu'a l'instant £ = 0 la masse était m,,.

On détermine la vitesse de désintégration comme suit. Soient m la masse a l'instant ¢ et m
+ Am la masse a l'instant # + Az. La masse désintégrée dans le temps Ar est Am. Le

Am . . . .
rapport T est la vitesse moyenne de la désintégration. La limite de ce rapport lorsque
!

At—0
. Am dm
lim —=—
A—0 At dt
est la vitesse de désintégration a l'instant z.

dm
D'apreés les conditions du probleme d_ =—km (4)
t
ou & est un coefficient de proportionnalité (k> 0). Nous avons introduit le signe moins,

dm
étant donné que la masse décroit quand le temps croit et que, par conséquent, 7 <0.
t

m
”70
a]
Fig. 254
L'équation (4) est une équation a variables séparables. Séparons les variables
dm
— =—kdt
m

On obtient en intégrant
m
Logm = -kt + Log C, d'ou Log C =—kt ,
m=Ce ™ (5)

Etant donné que la masse du radium était m, a l'instant # = 0, C doit satisfaire a la relation
my,=Ce *0=C.

Substituant la valeur de C dans I'égalité (5), on obtient l'expression cherchée voir fig.

254) de la masse en fonction du temps m = m.e™. On déduit le coefficient & des

observations comme suit. Soit a 0% la fraction de la masse initiale désintégrée dans le

o -
temps #,. On a donc la relation (1 - m)mo =mgye Ko

d'ou
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1
—kt, =Log -2 | o k=——=Log —
100 ty 100
On a établi de cette maniere que pour le radium & = 0,000436 (I'unité de temps étant
l'année).

Substituant cette valeur de k dans la formule (6), on obtient

m:moe-0,0004361.

Trouvons la période de désintégration du radium, c.-a-d. le laps de temps pendant lequel
se désintégre la moitié de la masse initiale du radium. Substituant dans cette derniére

m
v formule 70 au lieu de m, on obtient
gz 2f g L -y l'équation définissant la période T cherchée:
m
mny _ moe—0A000436T
i 2
r d' ou
-0,0004367 = - Log 2
— 7 ou
g
Log?2
}— T= s _ 1590 années.
Fig. 255 0.000436

Remarquons que d'autres problémes de la
physique et de la chimie conduisent
également a 1'équation de la forme (4).

Remarque 1. Supposons que la fonction f, (y) de I'équation (1) admette pour racine y
= b, c'est-a-dire que f, (b) = 0. I1 est alors évident que la fonction y = b est une solution
de 1'équation (1), ce qu'on vérifie aisément par une substitution directe dans cette
équation. La solution y = b n'est pas toujours donnée par la formule (1").

Sans aborder 1'analyse de ce cas, notons tout simplement que sur la droite y = b la
condition d'unicité peut étre violée.
Voyons cela sur un exemple : 'équation y' =2 ,/y admet pour solution générale y = (x

+ ¢)%. La solution y = 0, elle, ne découle pas de la solution générale. Sur la droite y =0 la
condition d'unicité est violée (fig. 255).

Remarque 2.L'équation différentielle a variables séparées la plus simple est
d
D~ £(x) oudy = £(x) dv.
dx

Son intégrale générale s'écrit

y=Jf(x)dx+C

Nous nous sommes occupés de la résolution d'équations de ce type au chapitre X.
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§ 5. Equations homogénes du premier ordre

Définition 1.On dit que la fonction f'(x, y) est une fonction homogéne de degré n
par rapport aux variables x et y si 1'on a pour tout A.
SO, y)=N"f(x, ).

Exemple I.La fonctionf(x, y) = 3\,)63 + y3 est homogene et de degré 1, car

FOx A =0’ +(y) =235+ =2 f(x.y)
Exemple 2.f(x y)=xy— y*est une fonction homogéne du second degré, car (Ax)
(W) = () = 27 (xy =)

2 y2

X2 -
Exemple 3. f(x, y) =———— estune fonction homogéne de degré zéro, car
Xy

(10’ -(p? _x* -y

,c.-a-d. que f(Ax, A y) =f(x, y) ouf(Ax, L y) =

(Ax)(4y) xy
M)
Définition 2.L'équation du premier ordre

% —fey) ()

est dite homogene par rapport a x et y si la fonction f (x, y) est une fonction
homogéne de degré zéro par rapport a x et y.
Résolution de 1'équation homogéne. On a par hypothése f'(Ax, A

S 1 .
) =f(x, y). Posant dans cette identité A = — , on obtient
x

F(x y)f [1, 1] ,
X

c.-a-d. qu'une fonction homogene de degré zéro dépend seulement du rapport

= <

L'équation (1) s'écrit alors sous la forme
dy y ,
=/ (L —) a
dx X

u=2 , c.-a-d.y = ux.
X

Faisons la substitution

On a alors
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Substituant cette expression de la dérivée dans I'équation (1'), on obtient
du
u+x—=f(,u).
dx
C'est une équation a variables séparables

xﬂ:f(l,u)—ux ou L ﬂ
dx

fAuw)—u  x
On trouve par intégration
d
[ i

fLu)—u X
Substituant aprés intégration R u, on obtient l'intégrale de 1'équation (1').

x

O .

Exemple 4. Soit I'¢quation — = ————.

X x2 )2

On a dans le second membre une fonction homogéne de degré zéro, donc 1'équation

proposée est homogéne. Faisons le changement de variables DA u ; alors

Séparons les variables, on a:

(-u)du dx (1 1 dx
u3 x

et par intégration:

—%—Log|u|:L0g|x|+Log| C| ou —%:Log|uxC|.
2u 2u

Substituant u = b , on obtient l'intégrale générale de I'équation initiale
X

2
X
—y:L0g|Cy|

11 est impossible d'exprimer ici y en fonction de x au moyen des fonctions élémentaires.

Mais l'on exprime facilement x en fonction de y
x=y,[—2L0g| Cy|
Remarque. L'équation

M, y)dx+N(x y)dy=0
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ne sera homogéne que si M (x, y) et N (x, y) sont des fonctions homogénes du
méme degré. Ceci résulte du fait que le rapport de deux fonctions homogénes
d'un seul et méme degré est une fonction homogéne de degré zéro.

Exemple 5. Les équations
(x+3y)dx+ (x-2y)dy=0, (x*+y%) dx-2xydy=0 sont homogénes.

§ 6. Equations se ramenant aux équations homogénes

Se raménent aux équations homogenes les équations de la forme
dy ax+by+c
LoEIEIE

Si ¢; = ¢ =0, I'équation (1) est évidemment homogene. Supposons maintenant
que c et ¢; (ou l'un d'eux) ne soient pas nuls. Faisons le changement de variables
x=x;+hy=y+k

dx  ax+by+c

Alors
b _d

2
dx  dx @

Substituant dans 1'équation (2) les expressions des quantités x, y, d_y , on obtient
x

d ax, +by, +ah+bk+c
9 _ 1 oY 3)

dx;  ayx;+byy +ah+bk+c

Choisissons % et k de maniere qu'ils vérifient les équations
ah+bk+c=0
“
ah+bk+c; =0
c.-a-d. définissons % et k en tant que solutions du systéme d'équations (4).
L'équation (3) devient alors homogéne

ﬂ: ax, +by,
dx;  a;x;+by

Résolvant cette équation et revenant aux anciennes variables x et y d'aprés les
formules (2), on obtient la solution de I'équation (1).
Le systéme (4) n'a pas de solution lorsque

a b
a b

=0
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a

b
c.-a-d. que ab, = ab. Mais alors = 71 =A oua;=MA\a, by =MAb,

a
et 'équation (1) peut étre mise sous la forme
dy  (ax+by)+c

dx  Aax+by)+c

La substitution

z=ax+ by (6)
ramene alors I'équation donnée a une équation a variables séparables.
En effet,

@ _ a+b a ,
dx dx
d'ou
dy ldz a
L-—Z_ 20
dx bdx b
Substituant les expressions (6) et (7) dans 1'équation (5), on obtient
ldz_a_ z+c
bde b Jz+c¢
qui est une équation a variables séparables.
Le procédé utilisé pour intégrer I'équation (1) s'applique également a
l'intégration de 1'équation

dy _ [ ax+by+c ]

dx ax+by+c
ou f'est une fonction arbitraire continue.
dy x+y-3

Exemple 1. Soit l'équation —
dx x-y-1

Pour la ramener a une équation homogeéne, faisons la substitution x =x;+ 4 ; y =y, + k.
Alors

dyy,  x +y +h+k-3
dx;, x,—-y,+h—-k-1
Résolvant le systéme de deux équations

h+k-3=0; h—k-1=0,

on trouve
h=2,k=1.
On obtient ainsi I'équation homogeéne
dy, _Ntn
dx; X =y

qu'on résout en faisant la substitution
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no_,
X
ona
dy, du du 1+u
V| =ux; —=u+x—; U+tx —=—0,
dx, dx, dx; l-u
et on obtient une équation a variables séparables:
du  1+u?
| —=
dx;,  l-u
Séparons les variables:
l-u dx
> du=—L
1+u X1

On trouve en intégrant:

1
arc tg u - 5 Log (1 +u*)=Log|x |+Log|C]|,

CxV1+u? ‘
CxV1+u? =",

Substituant dans cette derniere égalité Rl au lieu de u, on obtient:
Xy

3 3 arctg&
X
Cyxi +yi =e !

Enfin, passant aux variables x, y, on obtient en définitive

-1
CY(xr=2) +(y—1)? = =3
Exemple 2. On ne peut faire la substitution x =x; + &, y =y, + k dans I'équation
;o 2x+y-—1
C4x+2y+5

arc tgu = Log

ou

, car le systeme d'équations servant a définir 4 et k est incompatible

(le déterminant des coefficients des variables étant nul).

On peut ramener cette équation a une équation a variables séparables en faisant la
substitution
2x+y=z.Onaalorsy' =z'-2, et 'équation devient

Lo z—-1 ,5z+9

= ou z'= .
2z+5 2z+5

On en déduit
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2
—z+l Log|5z+9|=x+C.
5 25

Comme z =2x + y, on trouve finalement la solution de 1'équation donnée sous la
forme

2
g(2x+y)+2i5 Log|10x+5y+9|=x+C.

ou
10y —5x+7 Log | 10x + 5y +9|=C,,
c'-a-d. sous forme implicite.

§ 7. Equations linéaires du premier ordre

D éfinition. On appelle équation linéaire du premier ordre une équation
linéaire par rapport a la fonction inconnue et a sa dérivée. Elle s'écrit

Y py=00 ()
dx

ou p (x) et g (x) sont des fonctions continues de x données (ou des constantes) . '

Résolution de 1'équation linéaire (1).Nous allons chercher la

solution de 1'équation (1) sous forme de produit de deux fonctions de x
y=u@vE. (2

On pourra prendre arbitrairement l'une de ces fonctions, l'autre sera définie

alors par (1).

Dérivons les deux membres de 1'égalité (2), on trouve:

dy dv  du

—=u—+v—

dx dx dx

. . . d .
Substituant 1'expression de la dérivée d_y obtenue dans 1'équation (1),
X
on aura uﬂ+vﬂ+Puv:Q
dx  dx

ou
dv du
u|—+Pv|+v—=0(3
[dx j dx 20
Choisissons la fonction v de sorte que 1'on ait
Ll +Pv=0.(4)
dx

Séparant les variables dans cette équation différentielle en v, on trouve
dv
v

—Pdx

On obtient en intégrant
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-Log| Cy \+Log|v\:—Jde

ou
[ Pax
v=_Ce ]
Comme il nous suffit d'avoir une solution quelconque non nulle de 1'équation
(4), nous prendrons pour fonction v (x)

Ide

'(5)

ou J.de est une primitive quelconque. Il est évident que v (x) # 0.

v(x)=e

Substituant la valeur trouvée de v (x) dans 1'équation (3), on obtient ( ayant en

vue que ﬂ+Pv=O):
dx

du du _ O(x)
V(X)E—Q(x) ou —= )
d'ou
u= o dx+C.
v(x)

Substituant dans la formule (2), on obtient finalement
y=v(x) j@dﬁc
v(x)

ou
y= v(x)J. % dx+Cv(x). (6)

Remarque. Il est évident que 1'expression (6) ne change pas si l'on prend au
lieu de la fonction v (x) définie par (5) une fonction quelconque v; (x) = C v(x).
En effet, on obtient en substituant v| (x) au lieu de v (x)

y= av(x)j %(xx)) dx + CCv(x)

C disparait du premier terme du second membré ; le produit CC du second
terme est une constante arbitraire que 1'on peut désigner simplement par C, et

nous retrouvons l'expression (6). Si 'on posej%dx =@(x), I'équation (6)
v(x

prend la forme
y=v®ox)+Cvx). (6)
I1 est évident qu'on a 1a l'intégrale générale, car on peut choisir C de maniére
que soit satisfaite la condition initiale:
y =1y, lorsque x = x,,.
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C est déterminé par 1'équation

Yo=V (xo) 0 (xo) + Cv (xu)'
Exemple. Résoudre I'équation

dy 3
dx x+1y (x+D)7
Solution. Posons
y=uv;
ona
dy ﬂ+ du
dx dx dx.

. . d s . .
Substituant 1'expression d_y dans I'équation donnée, on obtient
X

dv du

U—-+v—-- uv = (x+1)°

dx  dx x+1
dv 2 du
U ———v |+v—=(x+1 7
(dx x+l] dx (D’ @

Pour la détermination de v, on obtient I'équation

7 B 74
dx  x+1 v x+l1

d'ou

Log|v|=2Log|x+1 |ouv=(x+1).
Substituant 1'expression de la fonction v dans 1'équation (7), on obtient pour la
détermination de a I' équation

_ (x+1)?

(x+1)2?:(x+1)3 d'ou +C
X

Par conséquent, l'intégrale générale de 1'équation donnée s'écrit
X+
( ) ——+C(x +1)

La famille obtenue est la solution générale. Quelle que soit la condition

initiale (x,, ) ou X, # - 1, on peut toujours choisir C de sorte que la solution

particuliére correspondante satisfasse a la condition initiale donnée. Ainsi, la

solution particuliére satisfaisant a la condition y, = 3 pour x, = 0 est définie

comme suit:

3=

n4
O+D | coen?; c=2.

2 2
Par conséquent, la solution particuliére cherchée est

(x+1) [CEDANE] (+1)
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Toutefois, si 1'on prend la condition initiale (x,, y,) de sorte que x, = -1, on ne
peut en déduire une solution particuliére satisfaisant a cette condition.

. . . 2 . . .
Ceci provient de ce que la fonction p (x) = ] est discontinue au point
X+

X, = -1 et les conditions du théoréme d'existence de la solution ne sont pas
observées.
Remarque. On rencontre souvent, dans les applications, les équations

différentiellés a coefficients constants

d

Diay=b  (®)
dx

ou a et b sont des constantes.
On peut résoudre cette équation a l'aide de la substitution (2) ou par une
séparation des variables

dy = (—ay+b)dx,

d 1
Y Z =dx, ——Log|-ay+b|=x+C,,
a

Log |-ay+b|=-(ax+ C*), ou C* =aC,
_ . 1 _ "
—ay+b:e (ax+C), y=——ce (ax+C)+2
a a
et finalement

b
+ —
a

—ax

y=Ce

) 1 _cx . s
Cette expression dans laquelle C =——e™ " est la solution a générale de
a

1'équation (8).
§ 8. Equation de Bernoulli
Considérons une équation de la forme ")

d
—dy +P(x)y = 0(x)y",
X

ou p (x) et g (x) sont des fonctions continues de x (ou des constantes) et n # 0, n
#- 1 (sinon on aurait une équation linéaire).

Cette équation, qui est appelée équation de Bernoulli, se raméne a une équation
linéaire par la transformation suivante.

" A cette équation conduit le probléme sur le mouvement du corps si la
résistance du milieu F dépend de la vitesse : F'= v + A", L'équation du
dv dv A A
mouvement sera alors m— = —A4,v—A,v" ou —+ "ty =-"2y"
dt t m m
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Divisant tous les termes de 1'équation par y”, on obtient

Ay
y d—z+Py =0 ©

Faisons ensuite la substitution

i dz ady
z=y"" Alors — =(-n+1)y " =.
y i ( )y o

On obtient en substituant dans I'équation (2)
= =(-n+D)Pz=(-n+1)0.
dx

C'est une équation linéaire.
Calculant son intégrale générale et substituant & z son expression y'"H, on
obtient l'intégrale générale de I'équation de Bernoulli.

Exemple. Résoudre I'équation

d

@ +xy=x 3 y 3

dz
Solution. Divisant tous les termes par y°, on obtient:

3, 22
Yy txyt=x @

Introduisons la nouvelle fonction

dz 3 dy
z=y72 onaalors — =-2 Sy
' dx Y dx

On obtient en substituant dans 1'équation (4)

dz
= 2xz=-2x° %)
dx
C'est une équation linéaire.
Trouvons son intégrale générale
dz dv  du
z=uv;, —=u—=+v—o
dx dx dx

dz
Substituons dans I'équation (5) les expressions de z et de d_ :
x

uﬂ+vﬂ—2xuv:—2x3 ou u[?—vaijvﬂ =-2x3

dx  dx /X dx
Annulons I'expression entre parontheses
dv dv
——=2xv=0; —=2xdx ;
dx
Log|v|=x*; v=¢".
2 du
On obtient pour définir a I'équation e” d_ =-2x3
x

Séparons les variables
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du= 2" dx, u= —2J eix2 dx+C.

On trouve en intégrant par parties
U=+ e +Ciz=uv=x"+1+Ce".

On a donc l'intégrale générale de I'équation donnée

1

Vx? +1+Ce®

Remarque. Tout comme pour les équations linéaires, on démontre qu'on
peut chercher la solution de I'équation de Bernoulli sous forme de produit de
deux fonctions y = u (x) v (x), ou v (x) est une fonction arbitraire non nulle
satisfaisant a 1'équation ' + Pv=0.

y2=x2414Ce" ou y=

§ 9. Equations aux différentielles totales
Définition. L'équation
M, y)dc+N(x y)dy=0 (1)

est appelée équation aux différentielles totales si M (x, y) et N (x, y)
sont des fonctions continues dérivables telles que
oM ON
=@
oy  Ox
les dérivées partielles aa et 4N étant continues dans un certain domaine.

Intégration des équations aux différentielles totales.
Montrons que si le premier membre de 1'équation (1) est une différentielle
totale, la condition (2) est observée, et inversement, si la condition (2) est
observée, le premier membre de 1'équation (1) est la différentielle totale d'une
certaine fonction u (x, y), c.-a-d. que I'équation (1) est de la forme

du(x,y)=0 (3)

dont l'intégrale générale est u (x, y) = C.
Supposons d'abord que le premier membre de 1'équation (1) soit la différentielle
totale d'une certaine fonction a (x, ), c.-a-d.

M(x,y)dx+N(x, y)dy=du= 2—“dx+g—udy ;
x

Yy
alors
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u= 0 =G
Ox oy
Dérivant la premieére relation par rapport a y et la seconde par rapport a x, on
obtient
oM _ 0w, oN_u
dy  oxdy  Ox  dyox

e . oM ON
Supposant que les dérivées secondes sont continues, on a g = re

c.-a-d. que I'égalité (2) est une condition nécessaire pour que le premier
membre de I'équation (1) soit la différentielle totale d'une certaine fonction u (x,
»). Montrons que cette condition est aussi suffisante, c.-a-d. que si les
égalités (2) ont lieu, le premier membre de I'équation (1) est la différentielle
totale d'une certaine fonction u (x, y).

X
De la relation ou_ M (x, y) ondéduit u= jM(x, yydx+@(y),
Ox M
ou x, est l'abscisse d'un point arbitraire dans le domaine d'existence de la
solution.
Intégrant par rapport a x, nous supposons y constant, et, par conséquent, la
constante d'intégration est remplacée ici par une fonction arbitraire de y.

Choisissons la fonction ¢ (v) de telle sorte que soit observée la seconde relation

(4). A cet effet, dérivons ") les deux membres de la derniére égalité par rapport
ay et égalons le résultat a N (x, y):

u oM
== | == +0'(y)=N(x,»).
& jay x+@'(y)=N(x,y)

. oM ON .
Mais comme — =—, onpeut écrire :
oy Ox

" L'intégrale I M(x,y)dx dépend de y. Pour trouver la dérivée de cette
X0

intégrale par rapport a y, il faut dériver par rapport a y la fonction sous le signe

X X
somme 6i IM (x, y)dx = J.%dx . Ceci résulte du théoréme de Leibniz sur la
y
Xo Xo

dérivation d'une intégrale définie par rapport a un parameétre (voir § 10, ch. XI).
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[oN , . P

[ a0 0)=N enied. NGy, +0'0) = NGxy)

R

ou N(x ) -N X, ) +¢' () =N (x, ).
Par conséquent,

,
¢ M=N@r) ou g = [ Nerg, v+,

Yo

Par conséquent, la fonction a (x, y) sera de la forme

X ¥y
u= IM(x,y)dx+ J-N(xo,y)dy+C
Xo Yo
P (x,, y,) représente ici un point au voisinage duquel existe la solution de
1'équation différentielle (1).
Egalant cette expression a une constante arbitraire C, on obtient l'intégrale
générale de 1'équation (1)

X y
[0 a+ [ NGy 9y =€
%o Yo
Exemple. Soit I'équation
2x y 2 _3x?

—dx+ dy=0
v »*
Assurons-nous que c'est une différentielle totale. Désignons
2 7 -3x?
M = —);; N = %
y

alors

oM __6x. oN__6x
oy __y“’ 8x__y4'
La condition (2) est observée pour y # 0. Le premier membre de I'équation
donnée est donc la différentielle totale d'une certaine fonction u (x, y). Trouvons

cette fonction.

ou 2x
Comme —=—ona
ox y
2

2x X
u =J.—3dx () =—+o0),
y y

ou ¢ (y) est une fonction de y qu'il faut déterminer.
Dérivons cette relation par rapport & y et prenons en considération que
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On trouve

par conséquent,
2

! 1 1 X 1
P'WM=—7 e)=-—+C u(x,y)="5-—+C,.
Y Y oy
2
Par conséquent, l'intégrale générale de I'équation proposée est —-—= C.
y

§ 10. Facteur intégrant
Supposons que le premier membre de 1'équation
M, y)de+N(x y)dy=0 €8

ne soit pas une différentielle totale. Il est parfois possible de choisir une
fonction p (x, y) telle que si I'on multiplie le premier membre de 1'équation
proposée par cette fonction, ce premier membre devient une différentielle totale.
La solution générale de 1'équation ainsi obtenue coincide avec la solution
générale de I'équation proposée; la fonction p (x, y) est dite un facteur intégrant
de I'équation (1).

Pour trouver un facteur intégrant p, on procéde comme suit multiplions les deux
membres de 1'équation donnée par le facteur intégrant, encore inconnu, p
uM dx + uN dy =0.
Pour que cette derniére équation soit une équation aux différentielles totales, il
est nécessaire et suffisant que I'on ait
o(uM) _ 6(uN)
Oy o

c.-a-d.

oM 0 ON 0 0 0 ON oM

—+M—‘u=,u—+N—'u ou encore M—'u—N—’u:,u _— .

oy dy -y oy o ox 0y
On obtient en faisant le quotient des deux membres de cette derniére équation
par p,

M@Log,u_NGLog,uza_N_aﬂ

oy Ox ox oy @
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I1 est évident que toute fonction p (x, y) satisfaisant a cette derniére équation
est un facteur intégrant de 1'équation (1). L'équation (2) est une équation aux
dérivées partielles de fonction inconnue p dépendant de deux variables x et y.
On démontre que, dans des conditions déterminées, elle posséde une infinité de
solutions et il en résulte que I'équation (1) a un facteur intégrant. Mais dans le
cas général, il est plus difficile de déterminer p (x, y) dans (2) que d'intégrer
I'équation proposée (1). C'est seulement dans des cas particuliers que I'on arrive
a déterminer la fonction p (x, y).
Supposons, par exemple, que I'équation (1) admette un facteur intégrant
dépendant seulement de y. Alors

oL . . . . L
% = 0 et on obtient pour p une équation différentielleordinaire
X

ON oM
dLogu o _E
dy - M
d'ou 1'on détermine (par une quadrature) Log p et donc p. Il est évident que I'on
ON oM

R . . . Ox ,
ne peut procéder ainsi que si l'expression T@y ne dépend pas de x.

ON oM

oy

D'une maniére analogue, si l'expression ne dépend pas de y mais

dépend seulement de x, on trouve facilement le facteur intégrant qui dépend
seulement dex.

Exemple. Résoudre I'équation
+x7) dx-xdy=0.

Solution.lciM=y+x*; N=-x;

oM ON oM ON
o l42xy; —= SRl

0 Ox oy Ox
II en résulte que le premier membre de ['équation n' est pas une
différentielle totale. Voyons si cette €équation admet un facteur intégrant
dépendant seulement de y. Remarquant que

ON oM

ox oy —l-1-2xy 2

>

M y+xy? y
on conclut qu'il en est bien ainsi. Trouvons-le
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dL 2 . 1
LOBE __ 2 dou Logpu=-2Logy, soitp=—-.
dy y y
On obtient, aprés multiplication de tous les termes de 1'équation proposée par le

facteur intégrant p, 1'équation

(lmjdx—izdy:o
y y

. . M 1 .
aux différentielles totales oM = N =—— . Résolvant cette équation,
oy ox »?
on trouve son intégrale générale:
2
2
T+l 40=0 ou y=-— al
y 2 x°+2C

§ 11. Enveloppe d'une famille de courbes

Soit une équation de la forme

O(x, y, €)= 0, &)
ou x et y sont les coordonnées cartésiennes variables et C un parameétre
susceptible de prendre diverses valeurs fixes.
Pour chaque valeur donnée du paramétre C, 1'équation (1) définit une certaine
courbe dans le plan Oxy. Donnant a C toutes les valeurs possibles, nous
obtenons une famille de courbes dépendant d'un paramétre. Par
conséquent, 1'équation (1) est 1'équation d'une famille de courbes dépendant d'un
paramétre (elle contient un seul paramétre arbitraire).

Définition. On appelle enveloppe L d'une famille de courbes a un
paramétre une courbe tangente en chacun de ses points a une courbe de la
famille (fig. 256).

Exemple 1. Considérons la famille de courbes

(x-CP+y’ =P,
ou R est une constante et C un parametre.
C'est 1'équation d'une famille de cercles de rayon R centrés sur l'axe Ox. Il est
évident que cette famille admet pour enveloppe les droites y = R, y = -R (fig.
257).

Equation de I'enveloppe d'une famille de courbes. Soit
la famille de courbes

Q(xy,C)=0 (D
dépendant d'un paramétre C.
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Supposons que cette famille ait une enveloppe dont 1'équation puisse étre
mise sous la forme y = ¢ (x), ¢ (x) étant une fonction continue dérivable.
Considérons un point M (x, y) de 'enveloppe.

y

0| z
Fig. 256 Fig. 257

Ce point appartient aussi a une certaine courbe de la famille (1). IT correspond a
cette courbe une valeur déterminée du paramétre C qui, pour (x, y) donnés, est
définie par I'équation (1) : C = C (x, y). Par conséquent, on a pour tous les
points de l'enveloppe 1'égalité

O(x, y, Clx,y)=0. (2

Supposons que C (x, y) soit une fonction dérivable non constante dans aucun
intervalle des valeurs de x, y considérées. Trouvons a partir de I'équation (2) de
l'enveloppe le coefficient angulaire de la tangente a l'enveloppe au point M (x,
). Dérivons 1'égalité (2) par rapport a x, en considérant y comme fonction de x :

ob o0boC (od 0D OC)
—t—— | —+—+—|y' =0
ox 0C ox oy 0C 0y
ou
oc oC
O +D Y+ —+—y [=0. (3
X yy C(ax ay yJ ( )

On déduit ensuite le coefficient angulaire de la tangente au point M (x, y) a la
courbe de la famille (1) de 1'égalité
DL +Py' =0 4
(C est constant sur la courbe donnée).
Nous supposerons @', #0, sinon nous prendrions x comme fonction et y

comme variable. Etant donné que le coefficient angulaire £ de I'enveloppe est
égal a celui de la courbe de la famille, on déduit de (3) et (4)
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ox Oy
Mais comme pour l'enveloppe C (x, y) # const,
oc ocC |,
—+—»'#0
ox Oy

et on a donc pour les points de cette derniére
D (x,7,C)=0(5)

Par conséquent, on détermine I'enveloppe par les deux équations suivantes:
@'(x,,C)=0,
' (6)
@ (x,y,C)=0
Inversement, si, éliminant C de ces équations, on obtient y = ¢ (x), ou ¢ (x) est

une fonction dérivable, et C # const sur cette courbe, alors y = ¢ (x) est
I'équation de I'enveloppe.

Remarque 1. Si une certaine fonction y = ¢ (x) représente le lieu
géométrique des points singuliers de la famille (1), c.-a-d. de points tels que
@' =0 et @) =0, les coordonnées de ces points vérifient également les

équations (6).
En effet, on peut exprimer les coordonnées des points singuliers en fonction du
paramétre C qui entre dans I'équation (1)
x=4(0),y=n(0O).
Si I'on substitue ces expressions dans 1'équation (1), on obtient une identité¢ en C
®[A(C), u(©),C]=0
Dérivons cette identité par rapport a C, on obtient
D’ ﬁ+(l)'v d—'u+CD’ =0;
dc  ~ dC
comme on a, quel que soit le point singulier, les égalités @', =0, d)’y =0,ilen

résulte qu'on a aussi pour ces points @ =0.

Nous venons donc de démontrer que les coordonnées des points singuliers
vérifient les équations (6).

Ainsi, les équations (6) définissent soit I'enveloppe, soit le lieu géométrique des
points singuliers des courbes de la famille (1), soit une combinaison de l'une et
de l'autre. Par conséquent, ayant obtenu une courbe satisfaisant aux équations
(6), il importe de faire une étude spéciale pour déterminer si la courbe obtenue
est 'enveloppe ou bien un lieu de points singuliers.

Exemple 2. Trouver I'enveloppe de la famille de cercles dépendant d'un paramétre
C
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(x-CY+y' —R*=0.
Solution . On obtient en dérivant I'équation de la famille par rapport a C:

2(x-C)=0.

Eliminons C de ces deux équations, on obtient
Y —R*=0o0uy==R.

I1 résulte des considérations géométriques que le couple de droites obtenues est bien
lenveloppe (et non pas un lieu de points singuliers, étant donné que les cercles de
la famille n'ont pas de points singuliers).

Exemple 3. Trouver I'enveloppe de la famille de droites:
xcosatysina-p=0, (a)
ou a est le paramétre.

Solution.On trouve en dérivant par rapport a a l'équation de la famille
-xsina+ycosa=0. (b)
Pour éliminer le paramétre o des équations (a) et (b), multiplions la premiére par cos o,
la seconde par sin a et retranchons la seconde de la premiére ; on obtient
X=pcosa.
On trouve en substituant cette expression dans I'égalité (b)
y=psina.
Elevons les deux membres des équations précédentes au carré et ajoutonsles ; on a
Pt =pt
C'est 1'équation d'un cercle. Ce cercle est 1'enveloppe de la famille de droites (et
non pas un lieu de points singuliers, car les droites n'ont pas de singularité) (fig. 258).

Exemple 4. Trouver I'enveloppe des trajectoires des projectiles lancés par un canon a
la vitesse uo sous différents angles. On suppose que les projectiles sont lancés de
l'origine des coordonnées et que leurs trajectoires se trouvent dans le plan Oxy (on
néglige la résistance de l'air).

Solution. Trouvons d abord I'équation de la rajectoire d'un projectile lancé sous
l'angle o dans le sens positif de l'axe Ox. Le mouvement du projectile est la
superposition de deux mouvements : d'un mouvement uniforme de vitesse v, dans la
direction du lancement et d'un movement de chute sous l'action de la pesanteur. La
position du projectile M sera donc définie a chaque instant ¢ par les égalités (fig. 259) :
2
X = Vot COS O, y:votsina—%.

Ce sont les équations paramétriques de la trajectoire (le parametre est le temps.
Eliminant ¢, on trouve 1'équation de la trajectoire sous la forme:
e

y=xtgo-—
2v¢ cos? o
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enfin, introduisant les notations tg o = £, iz =g, on obtient
2v
0

y=hkx—ax* (1+ ©). (8)

Clest I'équation de paraboles passant par l'origine, d'axes verticaux et de branches
tournées vers le bas. On obtient différentes trajectoires en faisant varier .

Ay
2
o 5
.
ol zg)3
o SL,_
Nyt cosx T
Fig. 258 Fig. 259

L'équation (8) est donc I'équatioil d'une famille de paraboles a un paramétre, qui sont les
trajectoires des projectiles lancés sous différents angles a et avec une vitesse initiale
donnée v, (fig. 260).

Cherchons l'enveloppe de cette famille de paraboles.

Dérivons les deux membres de 1'équation (8) par rapport a k, on obtient:

x—2akx*=0. (9)

Eliminons & des équations (8) et (9), on obtient

1 2
=——ax
7 4a
. . . 1
C'est I'équation d'une parabole de sommet au point | 0, 4— et dont l'axe est Oy. Elle
a

n'est pas un lieu de points singuliers (les paraboles (8) n'ont pas de points singuliers).
1

Ainsi, la parabole y = —— ax?
4a

est I'enveloppe de la famille de trajectoires. On l'appelle laparabole de streté,
car la région se trouvant en dehors de cette parabole est hors de portée des projectiles
lancés avec la vitesse initiale v,.

Exemple 5. Trouver l'enveloppe de la famille de paraboles semicubiques
3 2
y -(x-0)y"=0.
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Fig. 260

Solution. Dérivons I'équation donnée par rapport au parametre C
2x—=C)=0.

On obtient en éliminant le paramétre C des deux équations

y=0.
Ay

0 -
Lieu geométrigue |des points singuliers ~ I
Fig. 261

L'axe Ox est un lieu géométrique des points singuliers (des points de rebroussement de
premicére espece) (fig. 261). En effet cherchons les points singuliers de la courbe
y-(x-C)2=0,

C étant fixé. On trouve en dérivant par rapport a x et y
F=-2(x-C)=0;F,=3"=0.

Résolvant les trois derniéres équations on trouve les coordonnées du point singulier : x =
C, y =0 ; par conséquent chaque courbe de la famille a un point singulier sur 1'axe Ox.
Les points singuliers décrivent 1'axe Ox tout entier lorsque le paramétre C varie d'une
maniére continue.

Exemple 6. Trouver I'enveloppe et le lieu géométrique des points singuliers de la
famille

(y-0)? —%(x—C)S =0 (10)

Solution. Dérivant par rapport a C les deux membres de 1'équation (10), on trouve
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—2()/—C)+§3»()C—C)2 =0 ouy-C(x-C)»=0

Fig. 262 Fig. 263

Eliminons maintenant le paramétre C de 1'égalité obtenue (11) et de 1'équation (10) de la
famille. Substituons I'expression
y-C=@x-C)

dans I'équation de la famille, on obtient:
u—cf+§u—cf=0 ouQ;Cf%x—Q—g}zm

on obtient ainsi deux valeurs de C, auxquelles correspondent deux solutions du probléme
proposé.

Premiére solution Deuxiéme solution

2

C=ux; C=x- E >

on déduit donc de I'égalité (11) : on déduit donc de I'égalité (11)
. 2 [eei2] 2o
y—x—(x-x)=0 y x+3 |:x x+3:| =
ou ou

2

y=x y=x- ;

Nous avons obtenu deux droites : y=xy=xet y =x— 6 . La premiere droite est

le lieu des points singuliers et la seconde I'enveloppe (fig. 262).
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Remargue 2. Nous avons démontré au § 7, ch. VI que les normales a une
courbe étaient en méme temps les tangentes a la développée de cette courbe. Par
conséquent, la famille des normales a une courbe donnée est en méme temps la
famille des tangentes a sa développée. On voit donc que la développée
d'une courbe est l'enveloppe de la famille des
normales a cette courbe (fig. 263).

Cette remarque permet d'indiquer encore une méthode pour la recherche de la
développée : on trouve 1'équation de la développée d'une courbe en définissant
préalablement la famille des normales a cette courbe, puis en cherchant
l'enveloppe de cette famille.

§ 12. Solutions singuliéres des équations différentielles du premier ordre

Supposons que 'équation différentielle

“4)

P (x,y,O)=0. (2)

ait pour intégrale générale

Supposons que la famille de courbes intégrales de 1'équation (2) ait une
enveloppe. Montrons que cette enveloppe est également une courbe intégrale de
1'équation différentielle (1).

En effet, 'enveloppe est tangente en chacun de ses points a une certaine courbe
de la famille, c'est-a-dire qu'elle a en ce point une tangente commune avec la
courbe. Par conséquent, en chaque point de l'enveloppe, les quantités x, y, y'
sont les mémes pour I'enveloppe et pour la courbe de la famille.

Or pour la courbe de la famille les quantités x, y, y' vérifient I'équation (1). Il en
résulte que l'abscisse, 1'ordonnée et le coefficient angulaire de chaque point de
I'enveloppe vérifient aussi cette méme €quation, ce qui signifie que I'enveloppe
est une courbe intégrale et que son équation est une solution de l'équation
différentielle donnée.

Mais 'enveloppe n'étant pas en général une courbe de la famille, son équation
ne peut étre déduite de 1l'intégrale générale (2) en particularisant C. On appelle
solution singuli¢re d'une équation diffé-rentielle toute solution non déduite de
l'intégrale générale en particularisant C, et ayant pour graphe I'enveloppe de la
famille de courbes intégrales contenues dans la solution générale.

Supposons connue l'intégrale générale
D (x, y, €)=0;
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¢éliminant C de cette équation et de l'équation @ (x,y,C)=0, on obtient

une équation W (x, y) = 0. Si cette fonction vérifie 1'équation différentielle (mais
n'appartient pas a la famille (2)), c'est une intégrale singuliére.

Remarquons qu'il passe au moins deux courbes intégrales par chaque point de
l'intégrale singuliére, c.-a-d. que l'unicité de la solution est
violée en chaque point d'une intégrale singuliére.

Notons que le point dans lequel est violée I' unicité de la solution d'une équation
différentielle, c'est-a-dire le point par lequel passent au moins deux courbes
intégrales, s'appelle point singulier *). Par conséquent, toute solution singuliére
est constituée de points singuliers.
Exemple . Trouver la solution singuliere de I'équation
YAy =R. (%)
Solution. Trouvons son intégrale générale. Résolvons I'équation par rapport a y":
[p2 2
ﬂ =+ u
dx y

On trouve en séparant les variables
d
S S—
2 2
R -y
On déduit I' ntégrale générale par intégration:
(- CP+) =R

On voit que la famille de courbes intégrales est la famille de cercles de rayon R centrés
sur I'axe des abscisses. L'enveloppe de cette famille de cercles est donnée par les deux
droites y =+ R.

Les fonctions y = = R vérifient I'équation différentielle (*). Elles représentent les
intégrales singulicres.

§ 13. Equation de Clairaut

Considérons I'équation suivante

dy dy
=x—+y|—| (1
y=x—- \v(dx]()

appelée équation de Clairaut. Elle s'intégre en introduisant un parametre

e d .
auxiliaire. Posons, en effet, d_y = p ; I'équation (1) prend la forme
X

" Les points frontiéres du domaine d'existence de la solution sont également
nommés points singuliers. Tout point intérieur du domaine par lequel passe une
seule et unique courbe intégrale de I'équation différentielle s'appelle point
ordinaire.
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y=xp+¥Qp).
Dérivons tous les termes de cette derniére équation par rapport a x, ayant en vue

d .
que p =% st fonction de x
dx

dp dp
L yprwp L
p=x——*p ® -
ou
[x+ ()] L0
dx

Annulons séparément chaque facteur, on obtient

dp

e 2
et

x+¥@E)=0. 3
1) L'intégration de (2) donne p = C (C = const). Substituant
cette valeur de p dans l'équation (1'), on trouve son intégrale générale
y=xC+¥(C) (4)

qui représente, du point de vue géométrique, une famille de droites.
2) Tirons p de 1'équation (3) en tant que fonction de x et substituons-la dans
1'équation (1') ; on trouve

y=axp )+ ¥p] (1")

qui, comme nous allons voir, est une solution de I'équation (1).
En effet, on trouve en vertu de (3)
Y vy P
S Pl - =p
Par conséquent, on obtient une identité lorsqu'on substitue la fonction (1 ") dans
1'équation (1)
xp +Y¥(p) =xp + ¥Y(p).

La solution (1") ne peut pas étre obtenue a partir de l'intégrale générale (4) en
particularisant C. C'est une Solution singuliére;onl'obtient en
¢liminant le paramétre p des équations

y=xp+ \v(p),}
x+y'(p)=0

ou, ce qui revient au méme, en ¢liminant C dans les équations
y=xC+¥(0),
x+ Pc(0)=0.
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On voit donc quelasolution singuliére de 1'équation de
Clairaut est 1'enveloppe de la famille de droites
définies par 1'intégrale générale (4).

Y]
/ Exemple. Trouver les intégrales générale et
singuliere de I'équation
d
d o
y=xP___dx
dx )2
Ly
z 1+ —
( dx ]
Solutiong Solution. On obtient I'intégrale générale en
(part[ culieres dy
remplagant — par C
dx
aC
y=xC+

Vi+C?
Fig. 264

Pour obtenir la solutionsingu 1 iére, dérivons cette derniére équation par rapport a C
a

Xt———=
(1+C 2 )3 /2
On obtient la solution singuliére (l'enveloppe) sous forme paramétrique (C étant le
parameétre)

_ a
(1+C2)3/2 >

B aC?

y= (1+C2)3/2

Eliminant le paramétre C on trouve la dépendance entre x et y. Elevons chacune de ces
équations séparément a la puissance % et ajoutons membre a membre, on obtient la
solution singuliere sous la forme

eyt =dt

C'est une astroide. Toutefois I'enveloppe de la famille de droites (et donc la solution

singuliére) n'est pas représentée par Pastroide tout entiere mais par sa moitié¢ de gauche
(car les équations paramétriques de I'enveloppe montrent que x < 0) (fig. 264).

§ 14. Equation de Lagrange

On appelle ainsi une équation de la forme

y=x0 () +v 0",
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ou ¢ et y sont des fonctions données de % .
X

Cette équation est linéaire par rapport a x et y. L'équation de Clairaut, examinée
au paragraphe précédent, est un cas particulier de I'équation de Lagrange
lorsque @(3") ='. Tout .comme I'équation de Clairaut, I'équation de Lagrange
s'intégre en introduisant un parameétre auxiliaire p. Posons )'=p ;
1'équation proposée prend alors la forme

y=x¢ (p) v (p) (1"

On obtient en dérivant par rapport a x
! ’ d ! ! d
P=9(p)+[x¢'(p)+v (p)]d—[; ou p—o(p)=[xp'(p)+y (p)]d—i

On trouve d'emblée certaines solutions de cette équation, car elle devient une
identité pour toute valeur constante p = p, vérifiant la condition

po_(p(po): 0.

d .
En effet, lorsque p est constant, on a d_p = 0 et les deux membres de 1'équation
X

(1") s'annulent.

. d
La solution correspondant a chaque valeur de p = p,, c.-a-d. d_y = p,, est une
X

fonctionlinéaire dex (étant donné que la dérivée d_y n'est constante que
x

pour les fonctions linéaires). Pour trouver cette fonction, il suffit de substituer
dans 'égalité (4") la valeur p = p,
y=x0(po) t v (po).

Si cette solution ne peut étre déduite de la solution générale en particularisant la
constante arbitraire, c'estunesolution singuliére.

Trouvons a présentlasolution général e. Ecrivons a cet effet 'équation
(1") sous la forme

dc_ . 9'(p) _ v
dp p=o(p) p-9(p)
et considérons x comme fonction de p. L'équation obtenue est alors une

équation différentielle liné¢aire par rapport a la fonction x (p).
On trouve en la résolvant

x=0p@ 0 (2
Eliminant le paramétre p des équations (1') et (2), on obtientI'intégrale
générale del'équation (1) sous la forme

@ (x, y, €)=0.
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Exemple. Soit I'équation
y=xy+y? (1)
Posons ' = p, on obtient
y=xp’+p°.(I')
Dérivons par rapport a x, on obtient

d
p=p>+[2xp+ 2p]—dp a1
X

Trouvons lessolutionssinguliéres. Etant donné que p = p lorsque p, =
0 et p; =1 on aura pour solutions les fonctions (voir (I'))

y=x0"+0%c-a-d. y=0
et
y=x+1.
On saura si ces fonctions sont des solutions particuliéres ou singuliéres apres
avoir trouvé l'intégrale générale. Pour trouver l'intégrale générale écrivons
I'équation (I") sous la forme
dx 2 2
Y S S S
dp I-p 1-p
et considérons x comme fonction de la variable indépendante p. Intégrons
I'équation linéaire (relativement a x) obtenue, on trouve
c?
x=—l+——. ()
(p=17
Eliminant p des équations (I') et (II) on obtient'intégrale générale:

y=(C+x+1)%.

L'équation proposée apour I’'intégrale singuliére:

y=0,
étant donné que cette solution ne résulte pas de la solution générale en
particularisant C.
Quant a la fonction y = x + 1, elle n'est pas une solution singuliére, mais une
solution particuliere; elle se déduit de la solution générale en posant C=0.

§ 15. Trajectoires orthogonales et isogonales

Considérons une famille de courbes & un paramétre

@ (x,y,0)=0. &)
On appelle trajectoires isogonales les courbes coupant toutes les courbes de la
famille donnée (1) sous un angle constant. Si I'on a un angle droit, ces courbes
sont alors des trajectoires orthogonales.
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Trajectoires orthogonales. Cherchons I'équation des trajectoires
orthogonales. Ecrivons I'équation différentielle de la famille de courbes donnée,
en éliminant le paramétre C des équations

DO (x, y,C)=0.
et
aﬁ_}_aﬁﬂ:o.
ox Oy dx
Soit

F(x,y,%jzo

L . d - .
cette équation différentielle. d_y est ici la pente de la tangente au point M (x, y)
x

a la courbe correspondante de la famille. Etant y
donné que la trajectoire orthogonale passant par le
point M (x, y) est perpendiculaire a la courbe

d . d
correspondante, sa pente Dr est liée a d_y par la (24)
X x

1
a

dx
Substituant cette expression dans I'équation (4') et )
omettant I'indice T,on obtient une relation entre les Fig. 265
coordonnées d'un point arbitraire (x, y) et la pente de la trajectoire orthogonale
en ce point, c.-a-d. 1'équation différentielle des trajectoires
orthogonales

relation (fig. 265) Y__
dx

NN
\

1
F| -—1=0. 3
X, ¥, & 3)
dx
L'intégrale générale de cette équation
D (x,y,C)=0.

représente la famille de trajectoires orthogonales.
Les trajectoires orthogonales se rencontrent, par exemple, lorsqu'on étudie
1'écoulement plan d'un fluide.

Considérons le mouvement plan d'un fluide tel que le vecteur vitesse v (x, y) du
courant soit défini en chaque point du plan Oxy. Si ce vecteur ne dépend que de
la position du point et non du temps, on dit que le mouvement est stationnaire.
Nous allons considérer un tel mouvemént. En outre, nous supposerons qu'il
existe un potentiel de vitesses, c.-a-d. une fonction u (x, y) telle que les
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projections du vecteur v (x, y) sur les axes de coordonnées v, (x, ) et v, (x, )
soient les dérivées partielles de cette fonction par rapport a x et y

y Yoy Lo, @
Ox oy
/ ) Les courbes de la famille
ux,y)=C &)
Mz AT
sont appelées lignes de niveau ou lignes
équipotentielles.
Les courbes dont la tangente en chaque point est
0 > confondue avec le vecteur v (x, y) sont appelées
Fig. 266 lignes de courant; elles matérialisent les

trajectoires des particules en mouvement.
Montrons que les lignes de courant sont les trajectoires orthogonales de la
famille de lignes équipotentielles (fig. 266).

Soit ¢ l'angle formé par le vecteur vitesse v et l'axe Ox. On a, en vertu des
relations (4),

614(6);,y) | v|COS(/J, —au(a))c/,y) =| v |sin o;
d'ot I'on déduit la pente de la tangente a la ligne de courant
ou(x,y)
o
tgp=—"7-—— (6
8= Gutny) (6)
Ox

On obtient la pente de la tangente a la ligne équipotentielle en dérivant la
relation (5) par rapport a x

u, oudy
Ox Oy dx
d'ou
ou
dy Ox
=
o

Par conséquent, la pente de la tangente a la ligne équipotentielle est l'inverse
changé de signe de la pente de la tangente a la ligne de courant.

Il en résulte que les lignes équipotentielles et les lignes de courant sont
orthogonales.
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Dans le cas d'un champ électrique ou d'un champ magnétique, les trajectoires
orthogonales de la famille de lignes équipotentielles sont les lignes de force du
champ.
Exemple 1. Trouver les trajectoires orthogonales de la famille de
paraboles

Fig. 267

Solution. Ecrivons I'équation différentielle de la famille y' = 2Cx. On obtient
en éliminant C

y'_2
yox
. 1 . L .

Remplagant dans cette égalité ' par — , on obtient I'équation différentielle de

y

. S 1 2 d.
la famille de trajectoires orthogonales ———=—ou ydy = —%
w'ox

Son intégrale générale est
2 2
X + y_ =C 2
4 2

Par conséquent, les trajectoires orthogonales de la famille de paraboles -donnée
forment une famille d'ellipses de demi-axes a =2C, b= C— \/E (fig. 267).
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Trajectoires isogonales. Supposons que les trajectoires coupent les courbes
d'une famille donnée sous 1'angle a.. Posons tg a = k.

d .
La pente d_y =tg ¢ (fig. 268) de la tangente a la courbe de la famille et la
X
pente I tgy de la tangente a la trajectoire
ry
isogonale sont reliées par la relation
o
t; —tga
tgp=tg(y—o)=—t ==
1+tgatg vy
c.-a-d. que
dy,
(] o p Vr 1
1]V \ T @Y _ _‘ZC— 2"
. d. .
Fig. 268 R S
dx

Substituant cette expression dans l'équation (1') et omettant l'indice 7, on
obtient I'équation différentielle des trajectoires isogonales.

Exemple 2. Trouver les trajectoires isogonales de la famille de droites
y=Cx. (8)
On suppose que ces droites sont coupées sous 'angle o, et on posera tg o = k.

Solution. Ecrivons l'équation différentielle de la famille de droites.
Dérivons I'équation (8) par rapport a x

b _
dx

Par ailleurs, on déduit de la méme équation
c=2
X
L'équation de la famille de droites est donc
y_y
dx x

On obtient I'équation différentielle des trajectoires isogonales en se servant de la
relation (2")

Ik

dx _2

kﬂﬂ X
dx

On a donc, en omettant l'indice T’
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y
k+~
y_ x
&g
X

On obtient l'intégrale générale en intégrant cette équation homogene:

1
Log x? + 2 =7 arc tg % +Log C, )

Fig. 269
telle est la famille de trajectoires isogonales. Pour voir quelles sont les courbes
de cette famille, passons en coordonnées polaires:

Y

—=tges Xt +yt =p

On obtient en substituant ces expressions dans (9)
1
Logp:; ¢+ LogC

ou
2
p= Cek .
On voit que la famille de trajectoires isogonales est composée de spirales
logarithmiques (fig. 269).

§ 16. Equations différentielles d'ordre supérieur a un (notions générales)

Comme nous I'avons indiqué plus haut (voir § 2), on peut écrire
symboliquement une équation différentielle d'ordre n sous la forme

Fop,y, 0" .. .y")=0 (1)
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ou encore, si elle se résout par rapport a la dérivée d'ordre n,

y(n) :f(x, 2 yl,yvv’ . .,y(n-l)). (l')
Dans le présent chapitre, nous ne considérerons que des équations résolubles
par rapport a la dérivée d'ordre le plus élevé. On a pour ces équations un
théoréme d'existence et d'unicité de la solution analogue a celui des équations

du premier ordre.

Théoreme. Sidans l'équation

- -1
Y=Lyt )
la fonction f(x, y, ¥, y", ..., ") et ses dérivées partielles par rapport a y, ¥,
..V sont continues dans un certain domaine contenant les valeurs x = x,, y
=Yoo V' = Vo, - . o YWV =10V il existe une solution et uné seule y =y (x) de
l'équation vérifiant les conditions
yx:x" =Do,
Viex, = Yo,
............ 2)
(n=1) _ _ (n-1)
yx:)c{, - yo

qui sont appelées les conditions initiales.La démonstration de ce
théoréme sort du cadre de ce livre.

Si I'on considére une équation du second ordre y" = f'(x, y, '), les conditions
initiales de la solution pour x = x, seront

Y=YV =V o

ou X, Yo, Vo sont des nombres donnés. Le sens géométrique de ces conditions
est le suivant : il passe par le point donné du plan (x,, y,) une seule courbe dont
la pente de la tangente en ce point est y’,. Il en résulte que si 1'on se donne
différentes valeurs de y,, le point x,, y, ¢tant fixe, on obtient autant de courbes
intégrales de pentes différentes passant par le point donné.

Introduisons maintenant la notion de solution générale d'une équation du n-iéme
ordre.

Définition. On appelle solution générale d'une équation différentielle du n-
iéme ordre une fonction
y= (x, Cl, Cz, . C"),
dépendant de n constantes arbitraires Cy, Cs, . . ., C,, telle que
a) elle vérifie 'équation quelles que soient les valeurs des constantes C,
Cz, .. .,Cn;
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b) les conditions initiales étant données :

yx:xu = yo,
Viex, = Vo,
-1 -1
yrl =y
on peut choisir les constantes C,, C,, . . ., C, de sorte que la fonction y = ¢ (x,
Ci, Gy, . . ., C,) vérifie ces conditions (on suppose que les valeurs initiales x,,

Vos Voo y((f”l) appartiennent au domaine d'existence de la solution).

Une relation de la forme @ (x, y, Cy, C,, . . ., C,) =0, définissant la solution
générale implicitement, est appelée 'intégrale générale de 1'équation
différentielle proposée.

Toute fonction se déduisant de la solution générale, en concrétisant les valeurs
Cy, Cy, ..., C, estune solution particuliere.

La courbe représentative d'une solution particuliére est une courbe intégrale de
1'équation différentielle donnée.
Résoudre (intégrer) une équation différentielle d'ordre n, c'est

1) trouver sa solution générale (si les conditions initiales ne sont pas données)
ou

2) trouver la solution particuliére de I'équation satisfaisant aux conditions
initiales (s'il y en a).

Nous donnons dans les paragraphes suivants des méthodes de résolution de
différentes équations du n-iéme ordre.

§ 17. Equation de la forme y™ = £ (x)

L'équation la plus simple du n-iéme ordre est de la forme
(n) — 1
yr=f). (1)
Trouvons son intégrale générale.
Intégrons par rapport a x les deux membres de 1'équation. On obtient, en prenant
en considération que y™ = (")’ :

yD J' f(x)dx+C,

X0

ou x, est une valeur arbitrairefixe de x et C; une constante d'intégration.

Intégrons encore une fois
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y=2 :I If(x)dx dx+Ci(x—x9)+C,

X0 \ Xoo
Continuant ainsi, on obtient (aprés n intégrations) l'expression de l'intégrale
générale
X X -1 n=2
Ci(x—xy)" x—x
y=|- Jf(x)dx ...... A+ i o) Cz( 0) Feenen +C,.
(n=1)! (n=2)!
Xy Xy
Pour trouver la solution particuliére vérifiant les cond:t:ons initiales
— ' — - N € VN ()
y,\'=,\'u = y’ yx=xu = yo’ ............ ; yx:xo = yo y
il suffit de poser
-1
C,=y; Co =pp; e ; C1=y£” )
Exemp 1 el. Trouver l'intégrale générale de 1'équation
y " =sin (kx)

et la solution particuliére satisfaisant aux coalitions initiales y, - ,=0,)’,—,=1.
Solution.

cos kx—1
—_—

C
X 1

y'zjsiniocdﬁcl:—
0

y:—j(Lkade+JCldx+C2
0

0
ou
sinkx x

y=- 2 +Z+CIX+C2'

Telle est l'intégrale générale. Pour trouver la solution particuliére satisfaisant aux
conditions initiales données, il suffit de déterminer les valeurs correspondantes de C; et
C2.

On déduit de la condition y, - ,=0 C,=0.

On déduit de la condition y’,_,=1C;=1.

Par conséquent, la solution particuliére cherchée s'écrit

sin kx 1
y=- +x| —+1
k* k
On rencontre des équations différentielles de ce genre en théorie de la flexion des
poutres.

Exemple 2. Considérons une poutre prismatique fléchissant sous 'action de forces
extérieures, aussi bien réparties que concentrées. Menons 1'axe Ox horizontalement,
confondu avec I'axe de la poutre avant sa déformation, et Oy verticalement vers le bas
(fig. 270).
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Toute force agissant sur la poutre (par exemple, la charge, la réaction des appuis) a un
moment par rapport & une section transversale de la
poutre qui est égal au produit de la force par la
distance entre le point d'application de la force et la
section considérée. La somme M(x) des moments de
toutes les forces appliquées d'un méme coté de la
section d'abscisse x est appelée moment fléchissant de
la poutre par rapport a la section donnée. On
démontre dans les cours de résistance des matériaux

que le moment fléchissant d'une poutre est )
EJ Fig. 270

R
ou E est le module d'élasticité, qui dépend du matériau, J le moment d'inertie de la
section transversale de la poutre par rapport a l'axe horizontal passant par le centre de
gravité de cette section, R le rayon de courbure de I'axe de la poutre courbée, dont
l'expression est donnée par la formule (§ 6, chap. VI)

rZy
o Gy

EY
Par conséquent, I'équation différentielle de l'axe courbe de la poutre s'écrit
Yoo MO

= @
3

1452 %  EJ

Si l'on admet que les déformations sont petites et que les angles entre les tangentes a
l'axe de la poutre et 'axe Ox sont petits, on pourra négliger la quantité y* qui est le carré
de la petite quantité y' et poser

L'équation différentielle de la poutre fléchie devient alors
M)
y =—=)
EJ

C'est une équation de la forme (1).

Exemple 3. Une poutre est encastrée par son extrémité O et une force p agit
verticalement a l'extrémité L a la distance / de la section d'encastrement (fig. 270). On
négligera le poids de la poutre.
Considérons la section au point N (x). Le moment fléchissant par rapport a la section N
est dans le cas donné

Mx)=(-x)P.
L'équation différentielle (2') devient

P
"=—(-x).
y EJ( )



66

Conditions initiales : la déflexion y est nulle lorsque x = 0 et la tangente a 1'axe de la
poutre courbée est confondue avec I'axe Ox, c.-a-d. y,_,. =0; »'_,=0.

On trouve en intégrant I'équation:

P ¢ P x2 P ¥
"= |(l-x)dx=—| - |, y=——— | x——
Y EJ-([( x)dx EJ[X 2] Y 2EJ(X 3]

Notamment, la formule (3) définit la fleche h a l'extrémité L
PP’

= V=t :E

§ 18. Quelques types d'équations différentielles du second ordre se
ramenant a des équations du premier ordre. Probléme de la deuxiéme
vitesse cosmique

I.LEquations de la forme

2
Ty f(x, %] (1)

dx?
ne contenant pas explicitement la fonction inconnue y.
A A . d d d’y d
Solution. Désignons la dérivée L4 par p. 4 =p On aura 2 = L
dx dx de?  dx

Substituant ces expressions des dérivées dans 1'équation (1), on obtient une
équation du premier ordre

dp
——=/f(xp)
dx
ou p est la fonction inconnue de x. On obtient par intégration sa solution

générale
r=px Cy,

. . . d . .
puis 1'on déduit de la relation d_y =p l'intégrale générale de 1'équation (1)
x

y= [ pn.Cyax €,

Exemple 1. Considérons I'équation différentielle de la chainette (voir § 1)

2
d_zyzl 1+ ﬂ
d: a dx

Posons

ona
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de dx
et on obtient une équation différentielle du premier ordre par rapport a la fonction
auxiliaire p (x)

d’y _dp

dp 1 2
— =—4/1+
dx a P

Séparons les variables

dp dx

\/1+p2 a
Log (p++41+p?)= x+C1

a

p:sh[§+Clj

d . .
Mais comme p = d_y , cette derniére relation est une équation différentielle
/x

d’ou

portant sur la onction inconnue y. On obtient en l'intégrant I'équation de la chainette (voir

§1)
x
y:ach(—+C1)+C2
a

Trouvons la solution particuliére satisfaisant aux conditions initiales suivantes:
yX:O = a$
V== 0.

La premiére condition donne C, = 0, la seconde C; = 0. On obtient finalement

y=ach(£j.
a

Remarque. On intégre d'une maniére analogue I'équation

y(m) =1 ")

Posant ¥ = p, on obtient pour déterminer p une équation du premier ordre
dp
- = f (-x s P )
dx

Déterminant p en fonction de x, on déduit y de la relation y*" = p (voir § 17).

I. Equations de la forme

d’y dy

Rl ,—|
2 f(y ) @

ne contenant pas explicitement la variable indépendante
x . Posons a nouveau
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dy
3
i =p 3)

mais nous considérerons maintenant que pest fonction de y (etnondeux,
comme auparavant). On aura
dy _dp_dpdy _dp
dx? dx dydx dy
2

Substituant dans I'équation (2) les expressions d—y et , on obtient une équation du
/x

dx
premier ordre portant sur la fonction auxiliaire p

d
p L fp) @
dy

On trouve, en l'intégrant, p comme fonction de y et d'une constante arbitraire C;:

p=p W, C.
Substituant cette expression dans la relation (3), on trouve une équation différentielle du
premier ordre relativement a la fonction y de x

dy
= =p ()
dx p W, C
On trouve en séparant les variables
d
_Y _n
p(y,Cy)

L'intégration de cette équation fournit l'intégrale générale de 1'équation proposée
D (x, 3, Cy, Cy) =0.

Exemple 2. Trouver l'intégrale générale de 1'équation
5
3yll — y 3 .

d
Solution. Posons d_y =p et considérons p comme fonction de y. On a alors
X

d
y'=p d_p et on obtient une équation du premier ordre ou la fonction y

inconnue est p

5
d —
s
dy
On trouve en intégrant cette équation
2
-= )
2
p =C -y 3 ou p Cl—yé.
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Mais p = d_y on obtient donc pour y I'équation
x

Y

d
+— 2 o2 i
_ 2
Ci-y 7 C1)’A—1
et on trouve
b

d
x+C, =% A
%

C,y3 -1

p)
Pour calculer cette intégrale, faisons la substitution C; yé —1=¢?.Onaalors
1 Ly 1
=(t?+1)2 — dy:3t(t2+1)2—dt

o cl?

Par conséquent,

N ’ 2 /
LT ¢ e Y N (RN S S 98
T c2 (3 ct

2 t
1y

On trouve finalement

1 2 2
x+C, =i—2 Clyé —l(ClyA +2)
Ci
Exemple 3. Supposons qu'un point matériel décrive la droite Ox sous I'action d'une
force dépendant seulement de la position du point. L'équation différentielle du
mouvement est
d*x

m —2 =F (X) .

dt

i dx
Soitx =x, et — =, pour £=0.
dt

dx
Multiplions les deux membres de I'équation par 7 dt et intégrons de 0 a ¢, on obtient
t

2 X
1 (dx 1
3 m[zj ) mvg = J. F(x)dx

ou
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1 (ax) | ¢ 1
x
—m|— | + —JF(x)dx :—mvé = const.
2 \dt 2

Xo
Le premier terme de la derniére égalité représente 1'énergie cinétique du point matériel et
le second son énergie potentielle. Il résulte de I'égalité obtenue que la somme des
énergies potentielle et cinétique est constante pendant le mouvement.

Probléme du pendule mathématique. Considérons un point matériel de
masse m se mouvant sous l'action de son propre poids sur
une circonférence L dans un plan vertical. Trouvons
I'équation du mouvement en faisant abstraction des forces
de résistance (frottement, résistance de l'air, etc.).

Prenons l'origine des coordonnées au point le plus bas de la
circonférence et dirigeons 1'axe Ox tangentiellement a cette
derniére (fig. 271).

Soient / le rayon de la circonférence, s la longueur de la
portion d'arc de l'origine O au point variable M ou se trouve
la masse m, cet arc o étant pris avec son signe (s > 0 si le
point M est a droite de O ; s <0 si le point M est a gauche
de 0). On se propose de trouver la dépendance entre s et le
temps ¢.

Fig. 271 Décomposons la force de pesanteur mg en ses composantes
tangentielle et normale. La premicére, qui est égale a - mg
sin ¢, entraine le mouvement, la seconde est compensée par

la réaction de la circonférence décrite par la masse m. L'équation du mouvement s'écrit
donc

d?s ,
m—2:—mg sin Q.
dt

. . s . . .
Comme on a pour la circonférence ¢ = 7 , on obtient 1'équation

d*s
dr*
C'est une équation différentielle du type II (car elle ne contient pas explicitement la

variable indépendante f).
Intégrons-la comme il a ét¢ indiqué ci-dessus

ds_ - d’s _dp
a P dr? ds ¥

=— sini
&5

Par conséquent,

d, . .
p_p:—gsmi ou pdp:—gsmﬁds
ds / /

donc

71
2 N
P :2glcos7+C1.

Désignons par s, I'élongation maximum du point M. La vitesse du point est nulle lorsque
5=,

ds

$=S00

Ceci permet de déterminer C,

():2glcosS70+C1 d'ou C]:—2glcoss70

ds 2 K K

2 0
=|—| =2gl| cos——cos—
P (drj g[ ! IJ

ou, en appliquant a cette derniere relation la formule relative a la différence de
cosinus

2
ds . S+Ssy . Sy « ds \/ S+8g . Sg—S§
— | =4glsin sin—— ou — =2./gl.[sin sin ——
(dt) Y 2 ) T 2 2
(6)

C'est une équation a variables séparables. Séparons les variables:

ds =2[gldr

\/ . S+Sy . So—S
Sin Sin

21 21

Nous supposerons pour l'instant que s # s, , de sorte que le dénominateur de la
fraction n'est pas nul. Si I'on suppose que s = 0 lorsque ¢ = 0, on aura de 1'égalité

Par conséquent,

s

j ds =2Jdl t (7)

0 \/sin §+ 5 sin20 %

21 21

Cette égalité donne la dépendance entre s et 7. L'intégrale de gauche ne
s'exprime pas au moyen des fonctions élémentaires. Il en est de méme de s
comme fonction de ¢. Considérons le probléme posé approximativement. Nous
s+, So—

et
21/ 21

s s .
supposerons que les angles 70 et 5 sont petits. Les angles

. .S , . .
ne seront pas supérieurs a 70 . Remplagons dans 1'équation (6) les sinus par les

angles:

" Nous prenons le signe plus devant le radical. Il découlera de la remarque faite
a la fin de ce probléme qu'il n'y a pas lieu d'examiner le cas du signe moins.
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ds S+Sy Sg—§ ds \/E 2 2
—=2gl,|————— ou —=_[Z4lsf—s".
dr ‘/g_\/ a2 a Ve
Séparons les variables, On obtient (en supposant provisoirement que s # S,)
__ds = \/gdt (7
\/sg —s? !

Nous supposerons de nouveau que s = 0 lorsque ¢= 0. On obtient en intégrant cette
équalion

s d
J_S:\/Et(g')
0 ﬂSé —S2 l
ou
arcsini: gt.
S /
d'ou

§ =5, sin \/%t O]

Remarque.Nousavons supposé jusqu'a présent s # s,. Mais on pout s'assurer eu
substituant directement que la fonction (9) est solution de I'équation (6') duel que soit 7.
Rappelons que la solution (9) est une solution approchée cle I'équation (5), étant donné
que nous avons remplacé I'équation (6) par I'équation approchée (6").

L'égalité (9) montre que le point M (que I'on peut considérer commel'extrémité du

/
pendule) accomplit des oscillations harmoniques de période T =27 \/: . Cette période
4

ne dépend pas de l'amplitude de I'oscillaion s,.

Exemp1e 4. Probléme de la deuziéme vitesse cosrnique.
Déterrniner la vitesse avec laquelle il faut lancer un corps verticalement vers le haut pour
qu'il échappe a l'attraction terrestre. On négligera la résistance de 1’air.
Solution. Désignons les masses de la Terre et du corps respectivement par M et m.
En vertu de la loi d'attraction newtonienne la force f'sollicitant le corps m est
=k M 2m ,

r
ou r est la distance entre le centre de la Terre et le centre de gravité du corps lancé, & est
la constante de gravitation universelle.
L'équation différentielle du mouvement du corps de masse m est

d*r M-m d*r M

m—-=—k ou —=—k— (10)
dr? r? dr? r?
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Nous avons pris le signe moins parce que l'accélération est ici négative. L'équation
différentielle (10) est une équation de la forme (2). Nous la résoudrons en prenant pour
conditions initiales

dr
pourt=0r=R, — =V,.
dt
R est ici le rayon de la Terre et v, la vitesse de lancement. Introduisons les notations
dr dzr_dv_dv dr  dv

— =Y, - =T vV—,
dt datt dt dr odt dr
v étant la vitesse du mouvement. On obtient en substituant dans I'équation (10) :

d M
v o
dr 4 2
Séparons les variables:
di
vdv = —kM —;
r
On obtient en intégrant cette équation
2
v 1
—=kM —+C, an
2 r
Déterminons C; de la condition que v = v, a la surface de la Terre (r = R)
2 2
v 1 kM v
L kM —+C, ou C, =—+—2
2 R R 2

Substituons la valeur de C, dans 1'égalité (11):

2 2 2 2
v_:le_kﬂ_,_v_o ou V_:le.,. V_O_kﬂ (12)
2 r R 21 2 r 2 R

Or, la vitesse du corps doit étre constamment positive (elle ne s'annule pas), donc
2

v . kM . - . .
7 >(). Comme la quantité —— devient arbitrairement petite lorsque 7 croit
r

2
indéfiniment, la condition 7 > 0 aura lieu pour tout » seulement si

ou

On a donc pour la vitesse minimum

2kM
Vo = ][T (14)
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Cm3

> R=63.10" cm.
g:s

ouk=6,66.10"

cm
A la surface de la Terre, » = R, I'accélération de la force de pesanteur est g (g =981 —
K

). Ceci étant, on déduit de 1'égalité (10)

M
%
ou
2
=58
k

Substituant cette valeur de M dans la formule (14), on obtient :
vo =+2gR =/2-981-63-107 ~11,2-10° L =1 1o km
s s
§ 19. Intégration graphique des équations différentielles du second ordre

Voyons quelle est l'interprétation géométrique d'une équation différentielle du
second ordre. Soit I'équation

V=) (1)
Désignons par ¢ I'angle formé par la tangente a la courbe avec 'axe positif Ox;
ona
dy

2 otge. (2
i £0.(2)

Pour expliciter le sens géométrique de la dérivée seconde, rappelons-nous la
. ok
formule du rayon de courbure d'une courbe en un point donné ')

2 %
o002
D'ou

ey
L

"

y=tge; 14y =1+’ =sec’o

" Nous supposions jusqu'a présent que le rayon de courbure était un nombre
essentiellement p o s i ti f, mais nous supposerons dans ce paragraphe que le
rayon de courbure pourra prendre des valeurs tant positives que négatives: si la
courbe est convexe (y" < 0), nous supposerons le rayon de courbure négatif (R
C 0) ; nous le supposerons positif (R > 0) si la courbe est concave (y " > 0).
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par conséquent,
" 1
Y= 3)
R| cos™ ¢ |
Substituant a présent dans 1'équation (1) les expressions obtenues pour ' et y",
on aura
1
= f(x.0.120)
R| cos” @ |
ou

R= 1 @

|cos3<p|-f(x,y,tg<p)

Ce qui montre qu'une équation différentielle du sectind ordre détermine la
grandeur du rayon de courbure de la courbe
intégrale, une fois données les coordonnées /
du point et la direction de la tangente en ce
point.
I résulte de ce qui précede une méthode de
construction approchée d'une courbe
intégrale admettant une tangente continue *)
en chaque point; la courbe est constituée
d'arcs de cercles.
Ainsi, supposons que I'on doive tracer la 7
courbe intégrale de 1'équation (1)
satisfaisant aux conditions initiales :

yx:x() =Yos y,:c:xo :y(')
Menons par le point M (x,, ¥,) un rayon MyTyde pente y' = tg ¢, =y’,) (fig.
272). On déduit de I'équation (4) R = R,. Portons au segment M,C, de longueur
Ry sur la perpendiculaire a la direction M, T} et tragons du point C, pris pour
centre un pent
arc de cercle MyM,; de rayon R,. Remarquons qu'il faudra reporter le segment
MyCy du cbté convenable pour que 1'arc de cercle soit convexe vers le haut
lorsque Ry < 0 et qu'il soit convexe vers le bas lorsque Ry > 0 (voir la note, p.
74).
Soit ensuite un point M, (x;, ;) sur l'arc de courbe construit, suffisamment
voisin de M, et soit tg ¢, la pente de la tangente M, T; a la courbe au point M.
Déduisons de 1'équation (4) la valeur R =R; correspondant a M. Menons le
segment M,C,_égal a R;, perpendiculairement a M, T et, de C; comme centre,
tracons un arc MM, de rayon R;. Prenons ensuite sur cet arc un point M, (x,, y,)

Fig. 272

* \ . . .
C'est-a-dire que la pente est une fonction continue de l'arc s.
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voisin de M, et continuons notre construction jusqu'a ce que 1'on obtienne un
morceau de courbe suffisamment grand formé d'arcs de cercles. Il résulte de ce
qui préceéde que cette courbe est approximativement une courbe intégrale
passant par le point M. Il est évident que la courbe construite sera d'autant plus
proche
de la courbe intégrale que les arcs MM, M\ M,, . . . seront plus petits.

§ 20. Equations linéaires homogénes. Définitions et propriétés générales

Définition 1. Une équation différentielle d'ordre n est dite linéaire si elle
est du premier degré par rapport a la fonction inconnue y et ses dérivées ', . . .,

YD Y ¢ -a-d. si elle est de la forme

agy(n) +ap™+ .+ ay =f(x),

ou a,, ay, . . ., a, et f(x) sont des fonctions données de x ou des constantes, et a,
# 0 quel que soit x dans le domaine de définition de 1'équation (1). Nous
supposerons par la suite que les fonctions a,, ay, . . ., a, et f(x) sont continues
pour toutes les valeurs de x et que a, = 1 (sinon il suffira de diviser tous 1és
termes par a,). La fonction f'(x) est appelée le second membre de l'équation.
Si f(x) # 0, 'équation est dite non homogene ou encore avec second membre. Si
f(x) =0, I'équation s'écrit

yn)+ap+. . +ay=0 ()

et elle est dite homogene ou sans second membre (le premier membre de cette

équation est une fonction homogéne du premier degré par rapport a y, y', y", . . .,
(n)

o).

Etablissons quelques propriétés fondamentales des équations linéaires

homogénes, en nous bornant dans les démonstrations aux équations du second

ordre.

Théoréme. 1. Siy et y, sont deux solutions particuliéres de l'équation
linéaire homogeéne du second ordre

y"+tay' +ay=0,(3)

y1 + ¥, est aussi solution de cette équation.
Démonstration. Etant donné que y; et y, sont solutions de I'équation
proposée, on a

yitayi+ayy; =0, @)

yytayy +ayy, =0
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Substituant la Somme y; + y, dans I'équation (3) et prenant en considération
les identités (4), on aura

D +r)"+a (v +r) +ay (v +y,) =
i +ayi+ayy)+(ys +a,y;+a;9,)=0+0=0
ce qui montre que y; + y, est solution de 1'équation.

Théoreme 2.Siy, est solution de l'équation (3) et si C est une constante,
Cy, est aussi une solution de cette équation.

Démonstration. Substituant dans 1'équation (3) I'expression Cy,, on
obtient

(Cy)"+a (Cy)) +ay(Cy)=C(y{ +ay +ay;)=C-0=0;
et le théoréme est démontré.
Définition 2. Deux solutions y; et y, de (3) sont dites linéairement
indépendantes sur le segment [a, b] si leur rapport n'est pas constant sur ce
segment, c.-a-d. si

Y1 const..

Ya
Sinon, les solutions sont dites linéairement dépendantes. En d'autres termes,
deux solutions y, et y, sont dites linéairement dépendantes sur le segment [a, b)
s'il existeune constante A, telle que

ﬂ:k,p()uranSb. On a alors y; = Ay,.
Y2
Exemple 1. Soit 'équation y" - y = 0. On vérifie facilement que les fonctions €', ™,
3e", 5¢™ sont des solutions de cette équation. Les fonctions e et ™ sont linéairement
X

2
= e~ ne reste pas

indépendantes sur tout segment, étant donné que le x rapport

e
constant lorsque x varie. Les fonctions e et 3¢, elles, sont linéairement dépendantes,

X

car =3 =const.
R
Définition 3.y ety, étant des fonctions de x, le déterminant
yl y2 2 '
W,y =, TNV =2
Y V2

est appelé le déterminant de Wronski ou wronskien des fonctions données.
Théoreme 3. Siles fonctions y, et y, sont linéairement dépendantes sur le
segment [a, b], leur wronskien est identiquement nul sur ce segment.

En effet, siy, = Ay;, ou A=const, y’, =A1)’; et
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»noya| i Yoy

i val oAl oo
Théoréme 4. Sile déterminant de Wronski W (y1, y,) des solutions y; et y,
de l'équation linéaire homogene (3) n'est pas nul en un point x = x, du segment
[a, b] ou les coefficients de l'équation sont continus, il ne s'annule nulle part sur
ce segment.

Démonstration.y ety,étant deux solutions de I'équation (3), on a

=0.

Wy, y,)=

n r ” !
yatays+ayy, =0, yi+ay;+a,y; =0.

Multipliant les termes de la premiére égalité par y;, ceux de la seconde par —y,
et ajoutant, on obtient:

Y3 =¥y +a (nys —yi1y,)=0. (5)

Le coefficient de a, dans (5) est le wronskien W (y,, y,) et précisément W (34, y,)
=(y,¥5 —y1¥,) . Le premier terme est la dérivée du wronskien
Wx,y2)= (v =yiy2) = 1y —yiys)
Par conséquent, 1'égalité (5) s'écrit
W’ +a W=0. (6)

Trouvons la solution de la derniére équation satisfaisant a la condition initiale

W|,-x, = Wo. Trouvons d'abord la solution générale de I'¢quation (6) en

supposant W # 0. Séparant les variables dans I'équation (6), on obtient
aw =—a,dx

w
On obtient en intégrant

LogW = —Ialdx+L0g C
Xo

ou

d'ou
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11 est a remarquer que 1'on peut écrire la fonction (7) et dire qu'elle vérifie
1'équation (6), ce dont on peut se convaincre aisément par substitution directe de
cette fonction dans I'équation (6). L'hypothése W # 0 n'est plus indispensable.
La formule (7) est appelée formule de Liouville.
Déterminons C de sorte que soit vérifiée la condition initiale. Portant x = x,
dans le premier et le second membre de 1'égalité (7) nous trouvons

W,=_C.

Par conséquent, la solution vérifiant les conditions initiales sera de la forme

- j aydx
W=Wye ™ (T)
Par hypothése W, # 0. 11 résulte alors de I'égalité (7') que W # 0 quel que soit x,
car 1'exponentielle ne peut s'annuler pour des valeurs finies de la variable. Le
théoréme est démontré.

Remarque 1. Sile wronskien est nul pour une certaine valeur x = x,, il est
alors nul pour toute valeur x du segment considéré. Ceci résulte directement de
la formule (7) : si W= 0 pour x = x,, alors

W) 1=, =C=0;

par conséquent, W = 0 quelle que soit la valeur de la borne supérieure x dans la
formule (7).

Théoréme 5. Siles solutions y et y, de l'équation (3) sont linéairement
indépendantes sur le segment [a, b], le déterminant de Wronski formé avec ces
solutions ne s'annule en aucun point de ce segment.

Démonstration. Avant d'entamer la démonstration faisons les remarques
suivantes. La fonction y = 0 est une solution de 1'équation (3) sur le segment [a,
b], satisfaisant aux conditions initiales

yX=)C0 = 07y’ X=Xy = O’

ou X, est un point quelconque du segment [, b]. En vertu du théoréme
d'existence et d'unicité (cf. § 16) qui s'applique a 1'équation (3), il résulte que
cette équation ne posséde aucune autre solution satisfaisant aux conditions
initiales

Vamyy =0,507 10y =0
Toujours du méme théoréme il résulte que si une solution de 1'équation (3) est

identiquement nulle sur un certain segment ou intervalle (c, ) contenu dans le
segment [a, b], cette solution est identiquement nulle sur tout le segment. [a, b].
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En effet, au point x = 3 (et au point x = o) la solution satisfait aux conditions
initiales

Ya=p = 0, y’x:B =0.

Par conséquent, d'aprés le théoréme d'unicité elle est nulle dans un certain
intervalle B - d <x < + d, ou d est déterminé par la valeur des coefficients de
I'équation (3). En ¢largissant donc chaque fois d'une grandeur d l'intervalle ou y
=0, on montre que y = 0 sur tout le segment [a, b].

Ceci dit, passons maintenant a la démonstration du théoréme (5).
Supposons que W (v, ) = 0 en un certain point du segment [a, b]. D'apres le
théoréme 3 le wronskien sera nul en tous les points du segment [a, b]
W=0ou yy; =yiy,=0
Supposons que y; # 0 sur le segment [a, b]. Par conséquent,

’

M:O ou encore (J’_zj =0.
Y1 Y1

Il s'ensuit que

22 A = const,

1
c'est-a-dire que y; et y, sont linéairement dépendants, ce qui contredit
I'nypothése de leur indépendance linéaire.
Supposons encore que y; = 0 aux points x;, xp, . . ., X, du segment [a, b].
Considérons l'intervalle (a, x;). Dans cet intervalle y; # 0. De ce que nous
venons tout juste de démontrer il découle donc que dans l'intervalle (a, x;)

22 ) — const ou y, = Ay.

Y1
Considérons la fonction y = y, - Ay;. Les fonctions y;, et y; étant solutions de
I'équation (3), y = y, — Ay est également solution de cette équation et y = 0 dans
l'intervalle (@, x;). Par conséquent, d'aprés les remarques faites en début de
démonstration il s'ensuit que y =y, - Ay; = 0 sur le segment [a, b] ou

SRR |

M
sur le segment [a, b], c'est-a-dire que y; et y; sont linéairement dépendants.
Ceci étant contraire a 1'hypothése sur 1'indépendance linéaire des solutions y; et
2, nous avons donc démontré que le wronskien ne s'annule en aucun point du
segment [a, b].

Théoreme 6.Siy, ety, sont deux solutions linéairement indépendantes de
l'équation (3), alors

y=Ciyi+Cys, (8)
ou C et C, sont des constantes arbitraires, est la solution générale de
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cette équation.

Démonstration. Il résulte des théorémes 1 et 2 que la fonction
y=Cyi+ Gy,

est solution de I'équation (3), quelles que soient les constantes C, et C,.
Itlontrons a présent que, quelles que soient les conditions initiales les y xmxp = Yos

y’ ey = Vs, il est possible de choisir les valeurs des constantes C; et C,. de

sorte que la solution particuliére correspondante C,y; + C, y, satisfasse aux
conditions initiales.
Substituant les conditions initiales dans I'égalité (8), on a

Yo =Ciyo +C2)/20}
Y0 =C1yio +Cy%
ou l'on a posé
01 x=x, V10: 02) 4oy, =20
') 5=z, V105 2) 1oy, V20

On peut tirer C et C, du systéme (9), car le déterminant de ce systéme
Yo Y2
Yio Y20

E)

est le déterminant de Wronski pour x = x, et n'est donc pas nul (étant donné que
les solutions y; et y, sont linéairement indépendantes). La solution particuli¢re
déduite de la famille (8) en y remplagant C, et C, par les valeurs trouvées
satisfait aux conditions initiales. données. Le théoréme est démontré.
Exemple 2.L'¢quation

" l r 1
y'+—y'=—y=0,
X X

. 1 .
dont les coefficients a; =— et a, = —— sont continus sur tout segment ne contenant
X X
pas le point x =0, admet les solutions particuliéres
1
V=X Yo =7
X

(il est. facile de le vérifier en substituant dans 1'équation). La solution générale s'écrit
donc

y:Clx—i—Czl
X
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Remarque 2. Il n'existe pas de méthode générale permettant de lrouver
sous forme finie la solution générale d'une équation différentielle linéaire a
coefficients variables. Toutefois, il existe une telle inéthode pour les équations a
coefficients constants. Elle fera I'objet du paragraphe suivant. Pour ce qui est
des équations dont les coefficients sont variables, on indiquera au chapitre XVI
« Séries » plusieurs procédés permettant de trouver des solutions approchées
satisfaisant aux conditions initiales.
Nous allons démontrer maintenant un théoréme permettant de trouver la
solution générale d'une équation différentielle du second ordre a coefficients
variables si I'on connait une solution particuliére. Comme on arrive parfois a
trouver ou a deviner directement une solution particulicre, ce théoréme peut étre
utile dans maints cas.
Théoréeme 7. Si l'on connait une solution particuliere d'une équation
différentielle linéaire homogene du second ordre, la recherche de la solution
geénérale se ramene a des quadratures.

Démonstration. Soit y; une solution particuliére connue de 1'équation
y'+apy' +ay=0.
Trouvons une autre solution particuliére de 1'équation proposée telle que y; et y,
soient linéairement indépendantes. La solution générale s'écrira alors y = Cyy; +
C, y,, ou C et C, sont des constantes arbitraires. On peut écrire en vertu de la
formule (7) (voir la démonstration du théoréme 4) :
—| adx
Yayi—yayi =Ce Joa,
Par conséquent, on a pour la détermination de y, une équation linéaire du
premier ordre. Intégrons-la comme suit. Divisors tous les termes par y12

! — ! 1 —\| a,dx
Yai=Vali _ 1 -, j I

" "
ou
1{&} Lo
dx\ y; i
d'ou
y C —Iu]dx
2 € 2
—_— = J.—Z dx+C
Y1 i

Comme nous cherchons une solution particuliére, on aura en posant C'=0, C=1:
—I adx

Ce
»2 =y1J.—2dX (10)
N
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11 est évident que y; et y, sont des solutions linéairement indépendantes, car

22 #const.

N
La solution générale de l'équation proposée s'écrit -donc
Ce_J aydx
y=Co+Con [=—ax (11)
gl

Exemple 3. Trouver la solution générale de I'équation

(1-x%)y"-2xy' +2y=0.
Solution. On vérifie directement que cette équation a pour solution particuliére y; =
x. Trouvons une seconde solution particuliére y, telle que y; et y, soient linéairement
indépendantes.

Remarquant que a; = , on obtient, en vertu de la formule (10) ;

2

1-x
—2x
Il—xz dx e—Log|1—x2|
yzxje—zdxzxj—zdx:
X x

e T
x2|1—x2| CxP 20w 201+x) '

|

1+x

1-x

1+x

1 1
x|+—+—=Lo
{ 2 g -X

X

La solution générale est donc

y=C1x+C2[%xLog

)

§ 21. Equations linéaires homogénes du second ordre a coefficients
constants

Soit I'¢quation linéaire homogene du second ordre

y'+tpy tqy =0,(1)
ou p et g sont des constantes réelles. Pour trouver l'intégrale générale de cette
équation, il suffit, comme nous l'avons montré plus haut, de trouver deux
solutions particuliéres linéairement indépendantes.
Cherchons les solutions particuliéres sous la forme

y= &, ot k= const; (2)

alors

V' =ke", y" =i
Substituons ces expressions des dérivées dans 1'équation (1)
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& (P + pk +q)=0.
Comme ¢ # 0, on doit avoir

K+ pk+qg=0. (3)
Par conséquent, si k est racine de I'équation (3), la fonction ¢ sera solution de
I'équation (1). L'équation (3) est appelée équation caractéristique de 1'équation
D).
L'équation caractéristique est une équation du second degré dont nous
désignerons les racines par & et k. On a

2 2
p_|p p_|p
ky=—L+ |2 g k =—L_ 2L _g
R T R

Les trois cas suivants peuvent se présenter:

L. k; et k, sont des nombres réels distincts (k# k) ;
II. % et k, sont des nombres complexes;

II1. k; et k, sont des nombres réels égaux (k; = k).
Examinons chaque cas séparément.

I.Les racinés de 1'équation caractéristique sont
réelles et distinctes: k # k. On aura alors pour solutions particuliéres
_ kx _ kyx
yir=e Yy =e .
Ces solutions sont linéairement indépendantes, car
kyx
Yo e oUa=k)x
7 eklx
L'intégrale générale s'écrit, par conséquent,
k k
y=Ce™ +C,Cie™".

# const.

Exemple 1. Soit I'équation

y'+y'-2y=0.
L'équation caractéristique s'écrit
F+k-2=0.
Trouvons les racines de cette équation
ki, = 1 + 1 +2
’ 2 4

=1, Ik=-2
L'intégrale générale est
y=Ce'+ Cye™.

II. Les racines de 1'équation caractéristique sont
comp lexes. Etant donné que les racines complexes sont conjuguées,
posons:

k=a+iB; k=a-ip,
ou

&5
2

4 4
oa=—=; =4lg——".
2 F=y4 4

On peut mettre les solutions particuliéres sous la forme

Y= e(cxﬂﬁ)x Jyr = e(a-fﬁ)x, (4)
Ce sont des fonctions complexes d'une variable réelle vérifiant 1'équation
différentielle (1) (voir § 4, chap. VII).
I1 est évident que si une fonction complexe d'une variable réelle

y=u@+iv( (5)

vérifie 1'équation (1), cette équation est vérifiée séparément par les fonctions u
(x)etv(x).

En effet, substituons I'expression (5) dans I'équation (1)

[utiv@) ]"tplu@) tiv(x)] +q [uGx)+iv(x)]=0
ou
W"+pu'+qu)+i(V'+pv+qv)=0

Mais une fonction complexe n'est nulle que si, et seulement si, les parties réelle
et imaginaire sont nulles séparément, c.-a-d.

u"+ pu'+ qu =0,

v+ pv'+gqv=0.

Nous venons de démontrer que u (x) et v (x) sont solutions de 1'équation
proposée.
Recopions les solutions complexes (4) sous forme de somme des parties réelle
et imaginaire

y1 = e*" cos Bx + ie* sin Px,

y2 = €™ cos Bx - ie™ sin Px,
D'apres ce qui vient d'étre démontré, les fonctions réelles suivantes seront des
solutions particuliéres de I'équation (1)

¥, =e* cosBx (6"

¥, =e* sinBx (6"
Les fonctions y, et ), sont linéairement indépendantes, car

~ ox
e™ cosPx
Q = —B = cotg Bx # const.
Yo e®sinBx
Par conséquent, la solution générale de 1'équation (1) dans le cas ou
les racines de I'équation caractéristique sont complexes prend la forme

y=Ci1y, + ¥y, = Cie* cos Bx + C, e sin Bx
ou
y= e (Cj cos Bx + C, sin Bx), (7)
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ou C, et C, sont des constantes arbitraires.
Un important cas particulier de la solution (7) est celui ou les racines de
I'équation caractéristique sont des nombres imaginaires purs.
Ceci a lieu lorsque dans 1'équation (1) p = 0. A ce moment
Y+qy=0.

L'équation caractéristique (3) prend la forme

F+g=0,4>0.
Ses racines sont donc

kyp =+iyJg =+iB, a=0.
Par suite la solution (7) est de la forme
y=C, cos PBx + C, sin Bx.
Exemple 2. Soit I'équation
' +2y'+5y=0.
Trouver l'intégrale générale et la solution particuliére satisfaisant aux conditions
initiales y,—, - 0, y’,—, = 1. Construire la courbe intégrale correspondante.

Solution. 1) Ecrivons I'équation caractéristique
+2k+5=0
et trouvons ses racines
kl =-1+2i, k2: -1-2i.
L'intégrale générale est donc
y=e¢e"(C; cos 2x + C, sin 2x).

2) Trouvons la solution particulicére satisfaisant aux conditions initiales données :
déterminons a cet effet les valeurs correspondantes de C et C,. On déduit de la premiére
condition
0=2¢"°(C) cos 2-0 + C, sin 2-0), d'ou C, = 0.
Remarquant que
y'=e"2 Cycos 2x - e Cysin 2x,
on déduit de la seconde condition

1
1=2 C,, ou bien CZ:E
La solution particuliére cherchée est donc
1
y=—2¢€"sin2x.
2

La courbe est représentée par la fig. 273.

Exemple 3. Soit I'équation
y'+9y=0.
Trouver l'intégrale générale et la solution particuliére satisfaisant aux conditions initiales
Vim0 =0,)"x=0=3.

Solution. Ecrivons I'équation caractéristique
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F+9=0.
Ses racines sont
kl = 3i, k2 =-3i.
L'intégrale générale est donc
y=_Cj cos 3x+ C,sin 3x.

Cherchons maintenant la solution particuliere. Dérivons

y'=-3C; sin 3x + 3C, cos 3x.

y:%e"s[nlt

|

Fig. 273
En appliquant les conditions initiales, nous obtenons
0=C;cos0+C,sin0,
3=23C,sin0+3C,cos0,
d'oul'ontire C; =0, C,=1.

La solution particuliére est donc
y =sin 3x.

III.L'équation caractéristique admet une racine réelle
double. Onaalors k1= k».

On obtient une solution particuliére y; = ¢*1* en vertu des raisonnements
précédents. 11 faut trouver une seconde solution particuliére linéairement
indépendante de la premiére (la fonction "2 est. identiquement égale a €17 et
ne peut étre considérée comme une seconde solution particuliére).

Nous chercherons la seconde solution particuliére sous la forme

o =u (x) 1%

ou u (x) est une fonction inconnue que 1'on doit déterminer.
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Dérivons

vy = u'eh +k ueh* = ok (u'+ku),
Vi =u"e" 20k u'e + kPue™ = e (" + 2k’ + kiu) .

On obtient en substituant les expressions des dérivées dans 1'équation (1)
et |_u”+(2k1 +py' + (ki + pk, +q)uJ: 0.

Comme k; est une racine double de I'équation caractéristique, on a
k% + pk,+q=0.

Enoutre, k, =k, = —g ou2k =-p,2k +p=0.

b ym =0 ouu" =

Par conséquent, pour trouver u (x), il faut résoudre I'équation e
0. On trouve en intégrant u = C; x + C,.
On peut poser C; =1, C, = 0; on a alors u = x. On peat donc prendre pour
seconde solution la fonction
_ kyx
ym=xe .
Cette solution est linéairement indépendante de la premiere, étant donné que

2 _ 1+ const. On prendra donc pour intégrale générale la fonction
b4

_ kyx kx _ kx

y=Ce"" +Cyrxe™ =e (C) +Cyx).
Exemple 4. Soit I'équation
y"-4'+4y=0.
L'équation caractéristique
K-4k+4=0

a pour racines k; = k, = 2. L'intégrale générale s'écrit:

y=Ce¥+ Cyx ™.

§ 22. Equations différentielles linéaires homogénes d'ordre n a coefficients
constants

Considérons une équation différentielle linéaire homogene d'ordre n
yn)+ay "+ +d'y=0. (1)

Nous supposerons que a4y, ds, - . ., 4, sont des constantes. Avant d'indiquer une

méthode de résolution de 1'équation (1), nous donnerons deux définitions qui

nous seront utiles par la suite.

Définition 1.Sil'on apour tous les x du segment [a, b] I'égalité
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Pn () = 4191 (X) + 4292 (x) + ...+ A1 Qpr (X),
ou Ay, Ay, . . ., A, sont des constantes non toutes nulles, on dit que ¢, (x) est une
combinaison linéaire des fonctions ¢y (x) , @2 (x), . . ., Ppq (x) .
Définition 2.n fonctions @ (x), @2 (%), . . ., @u1 (X), @, (x) sont dites
linéairement indépendantes si aucune d'elles ne peut étre représentée comme
combinaison linéaire des autres.

Remarque 1.l résulte do ces définitions que si les functions @, (x) , @, (x),
.., ¢, (x) sont linéairement dépendantes, il existe alors des constantes Cy, C,, .
.., C, non toutes nulles et telles que I'on a, quel que suit x pris sur le segment [,

b],
Cior (@) +Copr(x) +...+Cho, (x) =0.

Exemple 1. Les fonctions y; = e, y, = €, y; = 3¢" sont linéairement dépendantes,
1
caronapour C;=1,C,=0,C3 = _E lidentité Cie* + Cre™ + C33e" =0.

Exemple 2. Les functions y; = 1, y, = x, y3 = x2 sont linéairement indépendantes,
car on ne peut annuler identiquement l'expression

C1+Cyx+C34°
avec des C,, C,, C; non tous nuls.

. k k K,
Exemple 3. Les functions y =e"™, y, =e™", ..., y, =™ ,...,avec

ki, ky, . . ., k,, . . arbitraires, sont linéairement indépendantes. (Nous ne démontrons pas
cette proposition.)

Passons maintenant a la solution de 1'équation (1). On a pour cette équation le
théoréme suivant.

Théoreéme. Siles fonctions yi, y, . . ., v, sont des solutions linéairement

indépendantes de l'équation (1), sa solution générale est de la forme
y=Cy+Cyrt...+Cy, (2)

ou(Cy, ..., C,sont des constantes arbitraires.

Si les coefficients de I'équation (1) sont constants, on trouve la solution générale

tout comme pour 1'équation du second ordre.

1) On forme 1'équation caractéristique
k,, + alk,,_l + azk,,_z +...-ta,= 0.

2) On trouve les racines de 1'équation caractéristique
ki, ko, . . ke

3) Suivant le caractére des racines, on écrit les solutions particulieres
linéairement indépendantes en partant de ce qui suit
a) il correspond 4 toute racine réelle simple k une solution particuliére e ;
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b) il correspond a tout couple de racines complexes conjuguées simples k'
= a+ifetk? =0 - if deux solutions particuliéres e** cos Px et €** sin x

¢) il correspond a toute racine réelle £ d'ordre de multiplicité » autant de
solutions particuli¢res linéairement indépendantes

d) il correspond a tout couple de racines complexes conjuguées &'V = o + i
et k%= a. - i3, d'ordre de multiplicité p, 2y, solutions
particuliéres
€™ cos Px, xe™ cos P, . . ., x* '™ cos P,
€™ sin Bx, xe® sin P, . . ., x* 'e* sin P, .

Le nombre de ces solutions est égal au degré de 1'équation caractéristique (qui
est aussi l'ordre de 1'équation différentielle proposée). On démontre que ces
solutions sont linéairement indépendantes.

4) Ayant trouvé n solutions linéairement indépendantes y, y», ... ., ¥,,, on €crit la
solution générale de 1'équation différentielle proposée sous la forme

y=Cyi+Cyr+...+ Cp,,

ou Cy, (s, ..., C, sont des constantes arbitraires.
Exemp 1 e 4. Trouver la solution générale de 1'équation

yW-y=o0.

Solution.Formons I'équation caractéristique
K-1=0.

Les racines de cette équation sont
klzl,kgz-l,k3:i,k4:-i.

L'intégrale générale est donc y = Cie* + Coe™ + C; cos x + Cy sin x,
ou C, C,, C5, C, sont des constantes arbitraires.

Remarque 2. Il résulte de ce qui précede que toute la difficulté de la
résolution d'une équation différentielle linéaire homogeéne a coefficients
constants est dans la résolution de 1'équation caractéristique correspondante.
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§ 23. Equations linéaires non homogénes du second ordre

Soit une équation linéaire non homogene du second ordre

Y'tay' tay =[x (1)
La structure de la solution générale de I'équation (1) est donnée par le théoréme
suivant.

Théoreme 1.La solution générale de l'équation non homogene (1) est la
somme d'une solution particuliere quelconque y* de cette équation et de la
solution générale y de l'équation homogene correspondante

V'+ay' +ay=0.(2)

Démonstration. Ondoit démontrer que la somme
y=y+y* 3)
estlasolution générale del'équation (1). Démontrons en premier lieu
que la fonction (3) estune Solution del'équation (1).
Substituons la somme y + y* dans I'équation (1) au lieu de y, on aura

(y +y")'"+a (y +y) +a(y +yH=f(x)
ou
V' +a Y +ay )+ (" +a y* +a %) = f(x) (4)

y étant solution de I'équation (2), I'expression dans les premiéres parenthéses

est identiquement nulle. y* étant une solution de I'équation (1), I'expression
dans les secondes parenthéses est égale a f'(x). L'égalité (4) est donc une
identité. La premiére partie du théoréme est ainsi démontrée.

Montrons a présent que 1'expression (3) est la solution générale de
1'équation (1), c.-a-d. que I'on peut choisir les constantes arbitraires qu'elle
contient de maniére que soient satisfaites les conditions initiales

Yx=x, = Vo>

e
yx:xo =)o

quels que soient x,, y, et )’, (pourvu que xo soit pris dans le domaine de

continuité des fonctions a;, a, et f(x)).

Remarquant que I'on peut mettre y sous la forme
¥y =Cuy1+Cy,

ou y; et y, sont deux solutions linéairement indépendantes de I'équation (2) et
C et C, des constantes arbitraires, on peut recopier 1'égalité (3) sous la forme
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y=Cpr+ Cay, +3*%.(3)
I1 résulte des conditions (5) que )

Cvio+ Coyn+ Yo =Yor
Cyiot Gy + y{)* =¥

Il nous faut déduire C, et C, de ce systéme. Recopions-le sous la forme
Ciy10+Cay20 =20 —y;,

' ’ 2 r* (6)

Ciyio +Cayap =Y0 = Yo »

On remarque que le déterminant des coefficients des inconnues C, et C, est le
wronskien des fonctions y; ét y, calculé au point x = x,. Etant donné que ces
fonctions sont linéairement indépendantes par hypothése, le wronskien n'est pas
nul ; le systéme (6) posséde donc une solution bien déterminée C, et C,, c.-a-d.
qu'il existe des constantes C; et C, telles que la formule (3) définit la solution de
I'équation (1) satisfaisant aux conditions initiales données. Le théoréme est
complétement démontré.

Par conséquent, si I'on connait la solution générale y de I'équation sans second

membre (2), le probleme revient a trouver une solution particuliere quelconque
y* de 1'équation avec second membre (1).

Indiquons une méthode générale permettant de trouver des solutions
particuliéres d'une équation avec second membre.

Méthode de la variation des constantes arbitraires.
Ecrivons la solution générale de 1'équation homogéne (2)

y=Cyi+Cy, (7)
Nous allons chercher une solution particuliére de 1'équation non homogeéne (1)
sous la forme (7) en considérant CI et C, comme des fonctions dex qu'il
faut déterminer.
Dérivons I'égalité (7)
YV =Cyi1+Cp,r+C'y+Chy.
Choisissons les fonrtions C; et C, de manicre que soit satisfaite 1'égalité

C)1y1 + C’zyz = 0 (8)
Ceci étant, la dérivée premiere )' devient
y’ = C])/’] + C;y,z.

* N .
Ici y10, Y20, V¥, ¥ 10, V20, Yo' sont les valeurs que prennent les fonctions yy, y,,
V¥, Y1, Y72, y* pour x =X,
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Dérivons maintenant cette expression, on trouve )"
V' =Cyi+Coyy +Ciyi +Chy)
Substituons y, y', y" dans I'équation (1), on obtient
Cy+Cryy +Ciy +Cayy +a (Cry +Cop3)+ay (Cry +Cayy) = f(x)
ou
Cii+a1yi+ay)+Co(yy + 35 +2)+Ciy +Chyp = f(x)
Les expressions contenues dans les deux premicres parenthéses s'annulent du
fait que y; et y, sont des solutions de I'équation homogeéne. Par conséquent, cette
derniere égalité prend la forme
Ciyi+Coyy =f(x)
Ainsi, la fonction (7) est une solution de 1'équation avec second membre (1)
pourvu que les fonctions C; et C, satisfassent aux equations (8) et (9), c.-a-d. si
l'ona
Ciy+Cyy,=0, Ciyj+Cy' =f(x)
Or, le déterminant de ce systéme est le wronskien des solutions linéairement
indépendantes y,; et y, de I'équation (2), donc il n'est pas nul ; on trouve C, et C,
comme fonctions de x en résolvant le systéme précédent
Ci=¢1 (x) C=02(x)
On trouve en intégrant:

€ =[odx+Cs ;= [0,(0dx+C,

ou 61 et 52 sont des constantes d'intégration.
Substituant les expressions de C; et C, dans 1'égalité (7), on trouve une intégrale
dépendant de deux constantes arbitraires C, et C,, c.-a-d. la solution générale

L, . *.
de 1'équation avec second membre ).

Exemple. Trouver la solution générale de 1'équation
!

y" _L =x
X
Solution. Trouvons la solution générale de I'équation homogéne
.V
y ——=
X
Ona
y'o1 . Ve
—=—, Logy'=Logx+LogC, y' =Cx;;
v ox
ainsi,

y= Cix? + C,.

" Si I'on pose a = 52 = 0, on obtient une solution particuliére de 1'équation

(1).
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Pour que cette expression soit la solution de 1'équation proposée, il faut

déterminer C; et C, comme fonctions de x du systéme
Cix*+Cy-1=0, 2C{x+Cy-0=x.

On trouve en. résolvant ce systéme:

1 1 o X = X =
Cl=—, Cj=-—=x7,etparintégration C;, ==+C,, Cy,=——+C,,.
2 2 2 6
Substituant les fonctions trouvées dans la formule y = C x> + C,, on obtient la
solution générale de 1'équation avec second membre:

3 x3

R IN APEA
y 1 2 b 6
3

— -~ X L= = .
ou y= Clx2 +C, +7 ,ou C; et C, sont des constantes arbitraires.

Le théoréme suivrnt peut étre utile pour la recherche de solutions particuliéres.

Théoréme 2. La solution y* de l'équation

V'ray Tay=£i () +Lx), (10) .
ou le second membre est la somme de deux fonctions f; (x) et >(x)),

A . I3 n * * \
peut étre exprimée sous la forme d'une somme y* =y, +y,,ou

yl* et y; sont les solutions respectives des équations
* * *
yiotayy +axy = fi(x) (1)

i rayy +axy; = () (12)
Démonstration. En ajoutant membre a membre les équations (11) et
(12), on obtient

D1 +22)" a1 +32) a1 +33) = [+ fH(x) (13)
Par conséquent, yl* + y; = y* est une solution de I'équation (10).
Exemple. Trouver la solution particuliére y* de 1'équation
"' -4dy=x+3¢".
Solution :La solution particuliére de 1'équation

"

y o4y =x
est
*_1
Y1 —4x.

Celle de I'équation

* 4 M r Y 3 . .
11 est évident que ce tbéoréeme subsiste pour un nombre arbitraire de termes
dans le second membre.
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l

vy +4y; =3¢

est
La solution particuliére y* de I'équation donnée est done
« 1 3 .
y =—x+=-e .
4 5

§ 24. Equations linéaires non homogeénes du second ordre a coefficients
constants

Soit I'équation différentielle
yipy'+qy=£(x),(1)

ou p et g sont des nombres réels.

On a indiqué au paragraphe précédent une méthode générale de recherche des
solutions des équations non homogeénes. Lorsque I'équation est a coefficients
constants, il est parfois plus simple de trouver une solution particuliére sans
intégration. Considérons les types d'équations (1) auxquelles cette remarque
s'applique.

1. Supposons que le second membre de 1'équation (1) soit le produit d'une
exponentielle par un polynéme

J)=Py(x)e™ (2)

ou P, (x) est un polyndme du n-iéme degré. Les cas suivants peuvent se
présenter
a) Lenombre an'est pas une racine del'équation caractéristique
K+ pk+q=0.
I1 faut alors chercher la solution particuliére sous la forme
y* = (onn - Alxn-l +...F An) e = Qn ()C) e
En effet, substituant y* dans I'équation (1) et simplifiant par ¢*, on aura

0", () + (2a+p) 0 (x) + (& + pa+q) O, (x) = P, (x) .

O, (x) est un polyndme de degré n, Q’, (x) et Q, (x) sont respectivement des
polyndémes de degrés n - 1 et n - 2. On a donc de part et d'autre du signe
d'égalité des polynomes de degré n. Egalant les coefficients des mémes
puissances de x (le nombre des coefficients inconnus est égal a N + 1), on
obtient un systéme de N + 1’¢équations pour la détermination des coefficients 4,,
A],Az, PN A".

b)aestuneracine simp le del'équation caractéristique.
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Si T'on cherchait alors une solution particuliére sous la forme (3), on
obtiendrait dans le premier membre de I'égalité (4) un polynéme de degré N - 1,
étant donné que le coefficient de O, (x), soit o + pa. + ¢, est nul et que Q’, (x)
et 0", (x) sont des polynémes de degrés inférieurs a n. Par conséquent, 1'égalité
(4) ne pourrait étre une identité quel que soit le choix des constantes 4,, 4, A, .
.., A,.. Dong, dans le cas considéré, on cherchera la solution particuliére sous la
forme d'un polyndéme de degré n + 1 privé de son terme constant (car ce dernier
disparait aprés dérivation) ©

y*=x0,, (x) ™.

c) aest une racine double de I'équation caractéristique. Le degré du
polyndme s'abaisse alors de deux unités quand on substitue la fonction Q, (x)
€™ dans l'équation différentielle. En effet, a étant une racine de 1'équation
caractéristique, a’ + po.+ ¢ = 0: en outre, a étant racine double, on a 20 = -p
(on sait, en effet. que la somme des racines de 1'équation réduite du second
degré est égale au coefficient du terme du premier degré pris avec le signe
moins). Ainsi, 2o+ p = 0.

Il reste donc dans le premier membre de I'égalité (4) Q"n (x), c.-a-d. un
polynome de degré n - 2. Pour que le résultat de la substitution soit un
polyndme de degré n, il faut chercher une solution particuliére sous forme de
produit de eax par un polyndome de degré n + 2. La constante et le terme du
premier degré de ce polyndme disparaissent alors aprés dérivation et on pourra
les omettre dans la solution particuliére.

Ainsi donc, lorsque o est une racine double de l'équation caractéristique, on
cherchera une solution particuliére soils la forme

V¥ =xQ, (x) €

Exemple 1. Trouver la solution générale de 1'équation
' +4+3y=ux
Solution.Lasolution générale de I'équation homogene correspondante est
y=Ce ™ +Ce™".
Comme le second membre de 1'équation non homogeéne est de la forme xe™ [c.-
a-d. de la forme P; (x) ¢ ] et 0 n'étant pas racine de I'équation caractéristique &>
+ 4k + 3 = 0, nous chercherons une solution particuliére sous la forme y* = Q,
(x) €*, c.-a-d. que nous poserons
y* = on + A 1.

Substituons cette expression dans 1'équation proposée, on a:

44,+3 (Aox + 4) =x.

" Notons que tous les résultats apportés ci-dessus sont également valables
lorsque a est un nombre complexe (ceci résulte des régles de dérivation de la
fonction €™, m étant un nombre complexe arbitraire: voir § 4. ch. VII).
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On déduit, en égalant les coefficients des mémes puissances de x de part et
d'autre du signe d’égalité:
34,=1,44,+34,=0,
d'ou

Par conséquent,

La solution générale y= y + y* sera

y=Cie ™ +Cye +lx—i.
39

Exemple 2. Trouver la solution générale de 1'équation

YAy =+ 1) ™
Solution. On trouve facilement la solution générale de I'équation :

y = (i cos 3x + C, sin 3x.
Le second membre de I'équation donnée (x* + 1) ¢* est de la forme P, (x) e™.
Comme le coefficient 3 dans I'exposant n'est pas une racine de I'équation
caractéristique, nous cherchons une solution particuliére sous la forme

YE=0x)e* ou y*=(4x*+Bx+C)e*

Substituons cette expression dans 1'équation différentielle:
[9(Ax* +Bx+C)+6(24x +B) +24+9 (Ax* + Bx+ O)] e = (x* + 1) &

Simplifiant par e** et égalant les coefficients des mémes puissances de x, on
obtient
184=1,124+18B=0,24+ 6B+ 18C=1,

1 1 . _
doud=— ;B=-——,;C= i . La solution particuliére est donc

18 27 81

RO NI A
18 27 81

et la solution générale

y=C, cos3x+C, sin3x+(ix2 —Lx+ije3x.
18 27 81

Exemple 3. Résoudre I'équation

V' -1+ 6y=(x-2)¢".
Solution.Le second membre est ici de la forme P, (x) €™, ou 1 de I'exposant
est une racine simple du polynome caractéristique. Nous chercherons donc une
solution particuliére sous la forme y* = xQ, (x)e" ou

y*=x(Ax +B) €',
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substituons cette expression dans I'équation, on a:
[(Ax*+Bx)+ (44x+2B) + 24 - T (Ax*+Bx) -7 (2Ax+B) + 6 (Ax*+Bx)] €" = (x - 2)
e,
ou encore

(-10 Ax-5B+24) ¢" = (x — 2 )e".
On obtient en égalant les coefficients des mémes puissances de x:
104=1,-5B+24=-2,

1 9 . —
doud=—, B= 35 On a donc pour solution particuliére

10
*= —Lx-ki e”
Y 0 25) °

et la solution générale s'écrit

1 9
=Ce® +Cre +x| ——x+— |~
e 2 ( 10 25j

I1. Supposons le second membre de la forme
f(x)=P (x) e* cos Bx + O (x) €* sin Bx, (5)

ou P (x) et Q (x) sont des polyndmes.
On peut examiner ce cas comme précédemment en passant des fonctions
trigonométriques a des exponentielles. Remplagons cos Px et sin Bx par leurs
expressions exponentielles données par les formules d'Euler (voir § 5, chap.
VII) ; on obtient

iBx

e —iBx i —ipx
f(x)=P(x)e™

Y —e

2

L O(x)e™ E

ou
_| 1 1 (a+ipyr |1 1 (0=iB)x
f(x)= [2 P(x)+ by Q(x)}e “{2 P(x) Y Q(x)}e (6)

On a dans les crochets des polynomes dont le degré est égal au degré le plus
¢élevé de P (x) ou de Q (x). On voit que le second membre a été mis sous la
forme du cas I.
On montre (nous ne le démontrerons pas) qu'on pent trouver des solutions
particuliéres ne contenant pas de quantités complexes.
Par conséquent, lorsque le second membre de 1'équation (1) est
le 1a forme

f(x)=P (x)e™ cos Px + Q (x) e sin Bx, (7)
P (x) et O (x) étant des polyndomes, on détermine comme suit la forme de la
solution particuliere
a) si a + if n'est pas racine de 1'équation caractéristique, il faut chercher une
solution particuliere de I'équation (1) sous la forme

y*=Ue™ cos Bx + V (x) e sin Bx, (8)
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U (x) et V (x) étant des polynomes dont le degré est égal au degré le plus
élevé de P (x) oude Q (x) ;
b) si a + if est racine de l'équation caractéristique, on prendra une solution
particuliére sous la forme
y*=x[Ue* cos Px + V (x) e* sin Bx]. (9)

Pour éviter des erreurs possibles, notons que les formes indiquées des solutions
particuliéres (8) et (9) sont évidemment conservées aussi dans le cas ou dans le
second membre de I'équation (1) l'un des polynomes P (x) et O (x) est
identiquement nul, c.-a-d. quand le second membre est de la forme

P (x) €*" cos Bx ou Q (x) e* sin Bx.

Considérons ensuite un cas particulier important. Supposons que le second
membre d'une équation linéaire du second ordre soit de la forme

f(x)=M cos Bx + Nsin Bx, (7
ou M et N sont des constantes.

a) Si Bi n'est pas racine de l'équation caractéristique, on cherchera une solution
particuliére sous la forme

y* =4 cos Bx + B sin Bx. (8')
b) Si Pi est racine de I'équation caractéristique, on cherchera
une solution particuliére sous la forme
y*=x (4 cos Bx + B sin fx). (9"

Notons que la fonction (7') est un cas particulier de la fonction
(7) o(x) =M, QO (x) =N, o =0) ; les fonctions (8') et (9') sont cles cas
particuliers des fonctions (8) et (9).

Exemp le 4. Trouver l'intégrale générale de I'équation linéaire non
homogéne
y"+2y’+5y=2cosx.

Solution. L'équation caractéristique k* + 2k + 5 = 0 a pour racines k; = -1 +
2i, ky = -1 - 2i. L'intégrale générale de I'équation homogeéne correspondante
s'écrit donc
y =¢e” (Ccos 2x + C, sin 2x).
Cherchons une solution particuliére de 1'équation avec second membre sous la
forme
y¥*=A4cosx+Bsinx,
A et B étant des constantes a déterminer.
Substituons y* dans 1'équation proposée, on a

-Acosx-Bsinx+2(-Asinx+ Bcosx)+5(A4cosx+ Bsinx)=2cosx.
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Egalant les coefficients de cos x et de sin x, on obtient deux équations pour
déterminer 4 et B
-A+2B+54=2; -B-24+5B=0,
d'ou A:g , B:l.
5 5
La solution générale de 1'équation proposée, y =y +y*, est
y=e"(Cycos2x+C, sin 2x)+§cosx+%sinx .

Exemple 5. Résoudre I'équation
y" + 4y =cos 2x.
Solution. Les racines de I'équation caractéristique sont k; = 2i, k, =-2i ; la
solution générale de 1'équation homogene est donc
y = Cl cos 2x -+- C, sin 2x.
Cherchons une solution particuliére de 1'équation avec second membre sous la
forme
y*=x (4 cos 2x + B sin 2x).
On a:
y*'=2x (-4 sin 2x + B cos 2x) + (4 cos 2x + B sin 2x),
y*¥"=-4x (-4 cos 2x - B sin 2x) + 4 (-4 sin 2x + B cos 2x).
Substituons ces expressions des dérivées dans 1'équation proposée et égalons les
coefficients de cos 2x et de sin 2x ; on obtient un systémed'équations pour la
détermination de 4 et B
4B=1;-44=0;
douAd=0,B= % . L'intégrale générale de I'équation donnée est done
y=C cos2x + Cysin2x + % X sin2x.

Exemple 6. Résoudre I'équation
Y-y =3¢ cos x.
Solution. Le second membre de I'équation est de la forme
f(x)=e* (M cos x + N sin x)
avec M =3, N=0. L'équation caractéristique ¥-1=0a pour racines k; =1, k, =-1. La
solution générale de I'équation homogene est
=Cie' + Cre™.

Comme o + i = 2+ i 1 n'est pas racine de 'équation caractéristique, on cherchera une
solution particuliére sous la forme
y* =¢e* (4 cos x + B sin x).

Substituant cette expression dans I'équation, on obtient aprés réduction de
termes semblables
(24 + 4B) €™ cos x + (-4A+2B) ¢ sin x = 3¢* cos x.
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On obtient en égalant les coefficients de cos x et de sin x
24 +4B=3,-44 + 2B=0,

dou 4 = % ,B= % . La solution particuliére est donc

et la solution générale
3 3.
y=Cie' + Cre™ + | —cosx+=sinx|.
10 5

Remarque. Notons que tous les raisonnements de ce paragraphe s'appliquent
a I'équation linéaire du premier ordre. Prenons, par exemple, une équation du
premier ordre a coefficients constants (les équations de cette nature sont d'un
usage courant dans les applications techniques)

dy

dx
ou a et b sont des constantes. Cherchons tout d'abord la solution générale de
1'équation homogéne

+ay=>,

dy
x
L'équation caractéristique k + a = 0 a pour solution & = -a.
Par suite, la solution de 1'équation homogéne est
y =Ce™
Cherchons a présent la solution particuliere y* de I'équation non homogéne sous
la forme

+ay=0.

y¥=B.
En substituant dans 1'équation (10), nous obtenons
aB=b, B=bla.
Donc
y*=bla.

Et la solution générale de 1'équation (10) est
y=y +y* ouencorey=Ce™ + bla.

§ 25. Equations linéaires non homogénes d'ordre n

Soit 1'équation
YO+ ap ™+ +any =f(x)

ouay,a, . ..., a,f(x)sont des fonctions continues de x (ou des constantes).
Supposons que 1'on connaisse la solution générale

Y =Cyi+Cyrt...+Cp, (2)
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de 1'équation sans second membre
Y+ a Y+ 4P+ 4 ay=0.(3)
Tout comme pour I'équation du second ordre, on a le théoréme suivant.

Théoréme.Si y estlasolution générale de l'équation homogéne (3) et y*

une solution particuliere de l'équation non homogene (1),

Y= J_/ + y*
est la solution générale de l'équation compléte non homogene.
Par conséquent, tout comme pour I'équation du second ordre, l'intégration de
I'équation (1) se raméne a la recherche d'une solution particuliére de 1'équation
avec second membre.
Ainsi que pour 1'équation du second ordre, on peut trouver une solution
particuliére de I'équation (1) par la méthode de la variation des constantes en

supposant que dans (2) C,, Cs, . . .. C, soient des fonctions de x.
Formons le systéme d'équations (comparer § 23)

Ciy;+Ciy, +..+Cly, =0,
Ciyi +Cyys +..+Cpy, =0,

............................................. 4)
Ciy" P+ oy 4 Cy D =0,
Ciy" P+ oy v+ Oy = f(v)
Ce systeme d'équations avec pour inconnues C;, Cj, ..., C, aune solution
bien déterminée. (Le déterminant des coefficients de C|, Cj, ..., C,, estle
déterminant de Wronski des solutions particuliéres yy, vy, . . . , ¥, de I'éqnation

homogéne, qui sobt supposées linéairement indépendantes ; il n'est donc pas
nul.)
Le systeme (4) peut donc étre résolu par rapport aux fonctions C;, Cj, ...,

C;, .. Intégrons-les une fois trouvées:
c :ijdx+5l; c, =fcgdx+52 ...... . C, =jc;,dx+5n

ou Cy, C,,...,G, sont des constantes d'intégration. Montrons que I'expression

yE=Cpr+ Cyot. ..+ Cy, (5)
est la solution générale de 1'équation compléte (1).

Dérivons l'expression (5) N fois en tenant compte chaque fois des égalités (4) ;
on aura alors
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y*=Ciy+Cyy, +..+Cpy,
y¥Ciyi +Cyys +..+Coy,

— ’ -1 ' -1 ’ -
y =i Oy e Gy

y*¥ = Ciyl + Coyy +t Coyy + /()
Multiplions la premiére équation par a,, la seconde par a,., .. ., l'avant-dernicre
par ai et ajoutons, on obtient

y*(n) + aly*(n-l) ot ayr=f(©),

étant donné que yy, »», . . ., ¥, sont des solutions particuliéres de 1'équation
homogeéne et que, par conséquent, les sommes obtenues en ajoutant les termes
d'une méme colonne sont nulles.
Par conséquent, la fonction y* = Cyy; +. ..+ Cy, [ou Cy.. . . ., C, sont des
fonctions de x déterminées par les équations (4)] est une solution de 1'équation

non homogene (1). Elle contient N constantes arbitraires 51 , C. 5seG,. On

démontre, comme pour une équation du second ordre, que c'est la solution
générale.
La proposition est ainsi démontrée.

I1 est parfois plus facile de trouver des solutions particuliéres d'une équation
non homogene d'ordre N a coefficients constants (cf. § 24). I1 en est ainsi

lorsque

1. Supposons que le second membre de I'équation différentielle soit de la forme

f(x)=P (x) e, P (x) étant un polynéme en x; il convient de distinguer deux cas

a) si o n'est pas racine de I'équation caractéristique, on cherchera une solution
particuliere sous la forme
V=0 (X)€",

ou Q (x) est. un polyndme de méme degré que P (x), mais avec des coefficients
indéterminés ;
b) si a est racine d'ordre de multiplicité p. de I'équation caractéristique, on
cherchera une solution particuliére de 1'équation avec second membre sous la
forme

yE=x"0 (x) e,
ou Q (x) étant un polyndome de méme degré que P (X).

II. Supposons le second membre de la forme

f(x)=M cos Bx + N sin Bx,
ou M et N sont des constantes. On détermine alors la solution particuliére
comme suit :
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a) si Bi n'est pas racine de 1'équation caractéristique, la solution particuli¢re
est de la forme
y* =4 cos Bx + B sin Bx,
ou 4 et B sont des coefficients constants indéterminés ;

b) si i est racine d'ordre de multiplicité t, de 1'équation caractéristique, on a
y*=x" (4 cos Bx + B sin Px).
II1. Soit
f(x)=P (x) e cos Bx + O (x) e sin Px,
ou P (x) et Q (x) sont des polyndmes en x. On a
a) si o + Pi n'est pas racine de l'équation caractéristique, on cherche une
solution particuliére sous la forme
y*=U(x) e cos Bx + V (x) ™ sin Px,
ou U (x) et V (x) sont des polyndomes dont le degré est égal au degré le plus
¢élevé de P (x) et de QO (x);
b) si a + Pi est racine d'ordre de multiplicité p, de 1'équation caractéristique, on
cherche une solution particuliére sous la forme

y*=x"[ U (x) e* cos Bx + V (x) e sin Bx],
ou U (x) et V' (x) ont la méme signification que pour le cas a).

Remarque générale concernant les cas II et IIl. Si le second
membre de I'équation contient seulement cos Bx ou sin Bx, il faudra quand
méme chercher une solution sous la forme indiquée, c.-a-d. avec un sinus et un
cosinus. En d'autres termes, du fait que le second membre ne contient pas cos
Bx ou sin Bx il ne résulte nullement que la solution particuliére ne contient pas
ces fonctions. On a pu s'en convaincre en considérant les exemples 4, 5, 6 du
paragraphe précédent et on le verra sur I'exemple 2 de ce paragraphe.

Exemple 1. Trouver la solution générale de 1'équation
YWoy=x+1.
Solution. L'équation caractéristique -1=0a pour racines ky =1, ky =-1, k3 =
i, k4 = - i. Trouvons la solution générale de 1'équation homogéne (voir ex. 4, § 22)
y =Ce' + Cre™+ C3 cos x + Cy sin x.
On prendra une solution particuliére de 1'équation compléte soul la forme
y* :A0x3 +A1x2 +A2X+A3.

Dérivons y* quatre fois et substituons les expressions obtenues dans 1'équation
donnée, on obtient
— A~ A~ Ax — A3 =X+ 1.
Egalons les coefficients des mémes puissances de x, on a :
*AD :1, *Alzo; *AZZ O, *A3:1.
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Par conséquent,
Y= x'—1.
On trouve l'intégrale générale de I'équation compléte sous la forme y = y + y*,
soit
y=Ce + Ce™+ Cycos x+ Cysinx—x° — 1.
Exemple 2. Résoudre I'équation
Y-y =5cosx.

Solution. L'équation caractéristique -1=0a pour racines ky = 1, k, = -1,
k3 =i, ky = -i. La solution générale de I'équation homogene est donc

y =Ce + Ce™+ Cycos x + Cy sin x.
Le second membre de 1'équation proposée est de la forme

f(x)=Mcosx+ Nsinx,

avec M=5,N=0.
Comme i est une racine simple de I'équation caractéristique, on cherche une solution
particuli¢re sous la forme

y*=x (4 cos x + B sin x).

On trouve en substituant cette expression dans 'équation:

44 sinx-4B cosx =5 cos x,
d'ou

5
44=0,-4B=50ud=0,B= —Z .
La solution particuliére de I'équation différentielle proposée est donc
5 .
*=_——xsinx
7 4

et la solution générale

) . 5 .
y=Ce'+ Ce™+ Cscos x + Cy s1nx—z X sin x.

§ 26. Equations différentielles d'oscillations mécaniques

L'objet de ce paragraphe et des paragraphes suivants est 1'étude d'un probléme
de mécanique appliquée au moyen d'équations différentielles linéaires.

Considérons une masse ¢ posée sur un ressort a boudin (fig. 274). Soit y I'écart
de cette masse a sa position d'équilibre. L'écart vers le bas sera considéré
comme positif, 'écart vers le haut sera négatif.

Dans la position d'équilibre la force de pesanteur agissant sur la masse est
compensée par 1'¢lasticité du ressort. Supposons que la force de rappel soit
proportionnelle a I'écart, c.-a-d. qu'elle s'exprime par -ky, ou k est une constante
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donnée appelée la « rigidité » du ressort *).
-— a Supposons qu'il s'oppose au mouvement
__!/_,,{ _Position de la masse g une force de résistance
Cquilibre ZP proportionnelle a la vitesse du mouvement
Y par rapport au point le plus bas du ressort,

c.-a-d. une force —Xv:—X? ou A =
1

const >0
v 7 (un amortisseur). Ecrivons I'équation
différenticlle du mouvement. On a
Fig. 274 en vertu de la seconde loi de Newton
d?
0= o 7» ()

(k et A, sont des nombres positifs). Nous avons obtenu une équation
différentielle linéaire homogene du second ordre a coefficients constants.
Ecrivons-la sous la forme

d’y dy
—+p—+qy=0
e pdt qy
avec
p—&' q—£
0’ 0

Supposons en outre que le point inférieur du ressort effectue un mouvement
vertical obéissant a la loi z = @ (¢). Tel est le cas si le ressort est fixé par son

sz tum

Fig. 275
extrémité inférieure a un rouleau décrivant un contour donné (fig. 275).
La force de rappel sera alors non pas -ky mais -k [y + ¢ (¢)], la force de
résistance sera - A[)' + @' (¢)] et on obtient au lieu de 1'équation (1)

" Un ressort dont la force de rappel est proportionnelle a la déformation est dit a
« caractéristique linéaire ».
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Qi;* kdy+ky —kp(t)=A@'(1)  (2)
ou
2
d_zywﬂwy:f(t), 2"
dt dt
ou I'on a posé f(t):—%w )

Nous avons obtenu une équation différentielle du second ordre avec second
membre.

L'équation (1') est appelée équation des oscillations libres, I'équation (2') est
celle des oscillations forcées.

§ 27. Oscillations libres. Représentations complexe et vectorielle des
oscillations harmoniques

Considérons d'abord I'équation des oscillations libres
y't+py +qy=0¢>0,¢>0,voir § 26). (1)
Ecrivons 1'équation caractéristique correspondante

KF+pk+qg=0
et trouvons ses racines
2 2
p. P p |p
ky=—L g k= [P —g,
) g PRy

2
1) Soit pT > g. Les racines k; et k, sont alors des nombres réels négatifs. La

solution générale s'exprime par des exponentielles
y=Ce" +Cre"™ (k <0,k <0). (2)

11 résulte de cette formule que 1'élongation y tend asymptotiquement vers zéro
lorsque ¢ —oo, quelles que soient les conditions initiales. Il n'y a pas
d'oscillations dans le cas donné, car la force de freinage est grande par rapport
au coefficient de rigidité du ressort .

2
2) Soit pT = ¢ ; on a alors une racine double k1= k, = — % . La solution

générale s'écrit donc
_r, _r,
y=Ce 2 +Cyte 2. (3)
La encore I'élongation tend vers zéro lorsque ¢ —oo, mais moins vite que dans
le cas précédent (étant donné le facteur C; + Cst).
3) Soit p = 0, c.-a-d. que 1'on suppose le freinage absent.
L'équation (1) est alors de la forme
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V' +qy=0.(4)
L'équation caractéristique s'écrit &>+ ¢ =0,
et elle a pour racines ki = Bi, k, = -Bi, avec = \/; . La solution générale est
y=C, cos Bt + C, sin Bt. (5)

Ay y=Asin(Bt+g)
m-@, Zﬂ"%
s '/N 5/
%0 N\ / t
5 ™

T

Fig. 276
Remplagons dans cette formule les constantes arbitraires C, et C, par d'autres, 4
et @,, liées a C, et C, par les relations
C) =4 sin ¢,, C2 = A cos @,.
On tire de 1a 4 et @, en fonction de C; et C, comme suit

C
A:\/C12+C22 , @, = arc tg C—l

2
Substituant les expressions de C; et C,, dans la formule (5), on obtient
y =4 sin @, cos B¢ + A cos @, sin ¢

ou

y=Asin (Bt + ¢,). (6)
De telles oscillations sont dites harmoniques. Les courbes intégrales sont des
sinusoides. L'intervalle de temps T dans lequel la quantité B¢ + ¢, varie de 2w

. . 2
est appelé période des oscillations; dans notre cas T -~ Nous appellerons

fréquence des oscillations

le nombre d'oscillations dans le temps 27; dans notre cas la fréquence est 3 ; la
constante A, qui représente 1'élongation maximum a partir de la position
d'équilibre, est appelée amplitude du mouvement oscillatoire ; ¢, est la phase
initiale. On a représenté le graphique de la fonction (6) sur la figure 276.

En électronique et ailleurs on fait largement appel aux représentations complexe et
vectorielle des oscillations harmoniques.

Considérons dans le plan complexe xOy le rayon vecteur A = A4 (¢) de longueur
constante | A | = A = const.
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Lorsque le paramétre ¢ (¢ désigne ici le
temps) varie, l'extrémité du vecteur A Y @

décrit un cercle de rayon A centré a T M(x.y)
l'origine des coordonnées (fig. 277), Soit y |

l'angle formé par le vecteur 4 et l'axe Ox Yyl AL /th

et tel que y = B¢ + ¢,. La grandeur m est "
appelée vitesse angulaire de rotation du /] s x

vecteur 4. Projetons le vecteur 4 sur les
axes Oy et Ox

yi Asin(Bt+(p0),} D
x=Acos(Bt+ ).

Les expressions (7) sont les solutions de Fig. 277
1'équation (4).
Considérons la grandeur complexe
z=x+iy=A4 cos (Pt + @,) + i4 sin (Bt + ¢,)
ou encore
z=2A4 [cos (Pt + ¢, ) + i sin (Pt + 9,)]. (8)

Comme nous l'avons vu au § 1, chap. VII, la grandeur complexe z (8) représente
le vecteur 4 .

Par conséquent, les solutions de 1'équation des oscillations harmoniques (4)
peuvent étre assimilées aux projections sur les axes Oy et Ox du vecteur A
ayant 3 pour vitesse angulaire et ¢, pour phase initiale.
En se référent a la formule d'Euler (cf. (4), § 5, chap. VII) on peut écrire
l'expression (8) sous la forme

z= Ae'Pre0)
Les parties imaginaire et réelle de l'expression (9) sont les solutions de
'équation (4). L'expression (9) est dite solution complexe de I'équation (4).
Mettons l'expression (9) sous la forme

z=Ae ™ (9)

L'expression AeiPo porte le nom d'amplitude complexe. Désignons-la par A*.
La solution complexe (10) peut alors étre mise sous la forme
z=A%e™
»?
4) SOitp#OCt —T <q.

Les racines de 1'équation caractéristique sont alors complexes
k1:q+iﬁ, k2=oc+i[3,
ou
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2
p / p
OL:——<0, = JEIE SEEE
2 P=y4 4

L'intégrale générale est de la forme

y=e"(C,cos pt+ CysinBr)  (12)
ou
y=Ae* sin (¢t + 9,). (13)

Force nous est de prendre ici pour amplitude la quantité 4e* qui dépend du
temps. Comme a < 0, elle tend vers zéro lorsque

y

N

g=Ae*tsin (Bt+@)

t —oo, c.-a-d. que nous sommes en pliéiérle: d'oscillations amorties. La figure

278 représente le graphique de telles oscillations.

§ 28. Oscillations forcées

L'équation des oscillations forcées s'écrit
y"+tpy'+ay=f®@>0,q>0,voir § 26). (1)

Considérons le cas important en pratique ou la force perturbatrice extérieure est
représentée par la fonction périodique f (t) = a sin wt; I'équation (1) devient alors

V' +py'+qy=asin ot (1)
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p?
1) Supposons d'abord que p # 0 et e <g, c.-a-d. que les racines de

1'équation caractéristique soient des nombres complexes a + if3. La solution
générale de 1'équation homogene s'écrit alors (voir formules (12) et (13), § 27)
= Ae“ sin (Bt + o). (2)
Cherchons une solution particuliére de I'équation avec second membre sous la forme
y* =M cos ot + N sin ot. (3)
Substituant cette expression de y* dans 1'équation différentielle initiale, on
trouve M et N

poa . N (g-w?)a
(g—-0°) + pla’ ’ (q—m2)2+p2m2.
Avant de substituer les expressions de M et N dans 1'égalité (3), introduisons les

nouvelles constantes A* et ¢* en posant
M= A* sin ¢*, N= A* cos ¢*,

Ax=yM? + N? 2 , ger=L
V=012 4 p20? N

On pourra écrire alors la solution particuliére de I'équation non homogéne sous
la forme

y* =A% sin ¢* cos ot + A* cos ¢* sin of = A* sin (ot + ¢¥*)
ou, en définitive, a

M=

soit

a

V=
I(q_o)2)2+p20\)2

L'intégrale générale de l'équation (1) est égale ay = y - y* , soit.

sin(ot + ¢*)

a

Vig-0*)? +p’e’

Le premier terme du second membre (la solution de I'équation homogéne)
représente des oscillations amorties. I1 décroit lorsque t croit et, par conséquent,
au bout d'un certain temps, c'est le second terme, représentant les oscillations
forcées, qui joue le rdle principal. La fréquence w de ces oscillations est égale a
la fréquence de la force extérieure f'(¢) ; 'amplitude des oscillations forcées est
d'autant plus grande que p est pent et que ” est voisin de g.

Etudions en détail la dépendance entre 'amplitude des oscillations forcées et la
fréquence o pour différentes valeurs de p. Désignons a cet effet I'amplitude des
oscillations forcées par D (®)

y=A4e" sin (Bt + ¢,) + sin(ot + ¢*)

a

’(q_m2)2+p2m2

D(w) =
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Posons ¢ = [3,2 ; (pour p = 0 B, serait égal a la fréquence des oscillations
propres). On a

D() = z = 2
2232 2 2 2 2 2
Y —oh e po B%‘/(l—(’l)%pz(’l
i Bi Bi
Posons
Q) P
—:7\.; — =y
B By

ou A est le quotient de la fréquence de la force perturbatrice et de la fréquence
des oscillations libres du systéme, la constante y ne dépendant pas de la force
perturbatrice. L'amplitude s'exprime alors par la formule

D(\)= )

a

BIN(I=2%)" +7%27

Trouvons le maximum de cette fonction. Il correspond évidemment a la valeur
de A, pour laquelle le dénominateur est minimum. Mais le minimum de la

fonction
VA-23)2 +972 (5)

est atteint pour

et est égal a

W

Par conséquent, 'amplitude maximum est égale a
—_ a

D =

max )
[y
By =

Le graphique de la fonction D (L) pour divers y est représenté sur la figure 279
pour fixer les idées, on a posé€ pour la construction des courbes correspondantes
a=1, By =1). Ces courbes sont appelées courbes de résonance.

Il résulte de la formule (5) que pour des y petits la valeur maximum de
I'amplitude est atteinte pour des A, voisins de 1'unité, c.-a-d. lorsque la fréquence
de la force coercitive est voisine de la fréquence des oscillations libres. Siy =0
(donc p = 0), c.-a-d. s'il n'y a pas de résistance au mouvement, l'amplitude des
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oscillations forcées croit indéfiniment lorsque A— 1, c.-a-d. lorsque ® — B4
= a

lim D(L) =

r—1

(r=0)
Lorsque © = ¢, il y a résonance.
2) Supposons maintenant que l'on ait p = 0, c.-a-d. que nous considérerons
'équation d'oscillations élastiques sans résistance en présence d'une force
coercitive périodique

y'+ gy =asin ot. (6)

(1)

N Bl
) Il
) IEX
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J azy (753 075 10 125 15 173 2.0 225 p

Fig. 279
La solution générale de 1'équation homogéne est
¥ =C,cos pt+ C, sin Bt (B> = q).
Si B # o, c.-a-d. si la fréquence de la force coercitive n'est pas égale a la
fréquence des oscillations propres, la solution particuliere (le I'équation non
homogéne s'écrit
y* =M cos ot + N sin ot
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On trouve en substituant cette expression dans I'équation proposée
a

q-o’

M=0, N =

La solution générale est

a .
2 Sin 7.
qg—

y=Asin(Pt+ ¢, +

Le mouvement résulte donc de la superposition des oscillations propres de
fréquence p et des oscillations forcées de fréquence w.
¥ y

/

x L trps pt s/
V=25 £ s/

Fig. 280
Si B = o, c.-a-d. si la fréquence des oscillations propres coincide avec la
fréquence de la force coercitive, la fonction (3) n'est pas solution de 1'équation
(6). On cherchera alors, en vertu des résultats du § 24, une solution particuli¢re
sous la forme
y*¥ =1t (M cos Bt + N sin Br). (7)
On trouve M et N en substituant cette expression dans 1'équation différenticlle

M=-2: N=o.
28
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Par conséquent, y*= _21[3 tcos Bt
La solution générale est de la forme
y=Asin (Bt + @,) —%icosﬁt .

Le deuxiéme terme du second membre montre qu'alors 1'amplitude des
oscillations augmente indéfiniment lorsque ¢ —o0. Ce phénomene, qui a lieu
lorsque la fréquence des oscillations propres du systéme et la fréquence de la
force coercitive coincident, est appelé résonance.

Le graphique de la fonction y* est représenté sur la figure 280.

§ 29. Systémes d'équations différentielles ordinaires

Dans la résolution d'un grand nombre de problémes, on demande de trouver des

fonctions y; = y; (x), y2 =2 (X), - . ., Vu = ¥, (x) satisfaisant a un systéme
d'équations différentielles qui contiennent la variable x, les fonctions inconnues
V1, Y2, - - -» Y €t leurs dérivées.
Considérons le systéme d'équations différentielles du premier ordre
dy,
_:f‘l(x’xlayl:yz """""" yn):
dx
dy,
= = (X, X[, Vs Vg eererenens ,
=L x Y V) )
dy
= (6 X, Vs Vo e V)
dx
ou yi, ya, . . ., ¥, sont les fonctions inconnues et x la variable.

Un tel systéme, résolu par rapport aux dérivées premicres, est appelé systeme
normal.

Intégrer ce systeme, c'est déterminer les fonctions yy, y,, . . ., ¥, vérifiant les
équations (1) et satisfaisant aux conditions initiales données:

(yl)x=x0 =Y10> (yZ)x=x0 :yZO""'ﬂ(yn)x=xﬂ =Yno> (2)

On intégre le systéme (1) comme suit.
Dérivons la premiere des équations (1) par rapport a x

d? d d
n_h G, O d

dx®> Ox 0Oy dx oy, dx
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d d d
Remplagons les dérivées L, D2 s D
x  dx dx

dzy
! =F5 (%, Y e s V)

par leurs expressions fi, f7,

.., fn tirées de (1), on obtient 1'équation

Dérivant I'équation obtenue et procédant de la méme maniére, on trouve:

d? . L ..
P y' =F5(X, ¥ 5eeeess ¥, ). Continuant ainsi, on trouve en définitive
/x
dﬂyl . . . . A
— = =F,(x, Y15 ). On obtient ainsi le systéme suivant
dx
y
—l:fl(x,yl,y2 ........... Yn)s
dx
dy
=F (X, V1 Vo ereeennns 2 )s
I 2 (6 V15,02 V) 3)
d"y
dx”n = F, (X, Y1y Vo eerreeens V)
On tire des n -1 premiéres équations y», 3, . . . , ¥, en les exprimant en fonction
) d d2 dnfl
de x, y; et des dérivées D s Rl e 4! :
dx dx2 dx’171
’ n-1
V2 =00 (X, Y1, Vi yl( )),
y3:(P3(x7y1;yi-~ (4)
yn:(pn(xaylay{ """""" yl(n_l))'

Substituant ces expressions dans la derniére équation (3), on obtient une
n

(n=1)

équation du n-iéme ordre portant sur y;: =OX, Y1, Vi yy O (5)

x
On détermine y, en résolvant cette expression y;= ®(x, C, C,, ..., C,). (6)
. . . ., dy, d?
Dérivons cette expression n -1 fois ; on trouve les dérlvéesﬂ , an ey
dx de
dn*ly
- 11 comme fonctions de x, C;, C5, ..., C,.
dx"”

Substituons ces fonctions dans les équations (4), on détermine
Y2, V3 oo s Vn
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Yy =v,x,C,C,,...,C,)

Pour que la solution obtenue satisfasse aux conditions initiales données (2), il
ne reste plus qu'a déterminer dans (6) et (7) les valeurs des constantes Cy, Cs, . .
., C, (comme on l'a fait dans le cas d'une seule équation différentielle).
Remarque 1. Silesystéme (1) est lin€aire par rapport aux fonctions
inconnues, 1'équation (5) sera aussi linéaire.

Exemple 1. Intégrer le systéme

Q =y+Z+x, é =74y73z+2x(a)
dx dx

dx dx avec les conditions initiales

(y)ro 1 (Z)ro_o (b)

Solution. 1) On aen dérivant par rapport a x la premiere équation

v _dv dz
dx?  dx  dx
dy dz
On obtient en substituant dans cette derniére les expressions & et -
x X

tirées des équations (a)
d* d’y d*y
=(y+z+x)+(-4y—-3z+2x)+1 ou —:-3y 2z+3x+1.(c)
dx? dx?
2) On déduit de la premicre équation (a)
dy
z=——-y-x.(d
V@
Substituons cette expression dans (c), on obtient

2
d—f=—3y—2(ﬂ—y—xJ+3x+l ou d £r
dx dx dx?

La solution générale dee cette derniere est
y=(Ci+Cx)e" +5x-9 ()

+2 Zy +y="5x+1. (e)

et compte tenu de (d)
z=(Cy-2C;-2Cyx) €™ - 6x + 14. (g)
Cboisissons les constantes C; et C, de maniére a satisfaire aux conditions
initiales (b) =0 =1, (2):==0
On déduit alors des égalités (f) et (g)

1=C,-9,0=C,-2C,+ 14, d'ou C,=10; C,=6.

Par conséquent, la solution satisfaisant aux conditions initiales (b) s'écrit
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y=010+6x)e"+5x-9, z(—14-12x)e"—6x+ 14

Remarque 2. Nous avons supposé dans les raisonnements précédents que
I'on pouvait tirer les fonctions y, ,y3, . . ., v, des, n - 1 premiéres équations (3).
Mais on peut parfois tirer y», . . ., ¥, de moins de n équations. On obtient alors
pour déterminer y une équation différentielle d'ordre inférieur a n.

Exemp le 2. Intégrer le systéme

dx dy dz
—=y+z;—=Xx+z;—=x+2z
dt dt dt
Solution.On trouve en dérivant par rapport a ¢ la premiére équation
d*x _dy dz d*
ax_ o, —=(x+2)+(x+y), —x=2x+y+z
a e dr dt*
Eliininons les variables y et z des équations
& +z; d’x =2x+y+z
a Y dt? 7
on obtient une équation du second ordre par rapport a x:
d’x d
EX 2 2x=0
d*

L'intégrale générale de cette derniére est
x=Cie'+ Ce” . (a)
d’ou
& Cie'+2C, ¥ ety = @—Z =Ce’+2Ce2 —z.
dt dt
Substituant les expressions ci-dessus de x et y dans la troisiéme équation du
systéme proposé, on obtient une équation permettant de déterminer z .
L +z=3C, e?
dt
On trouve en intégrant cette équation :
z=Cye’ + Cre™
Mais on a alors en vertu de (S)
y=-(Ci+C5) e’ + Cre” (b)
Les équations (a), (B), (y) donnent la solution générale du systéme proposé.
I1 se peut que les équations différentielles d'un systéme contiennent des
dérivées d'ordres supérieurs a un. L'ordre du systéme considéré s'¢léve en
conséquence.

Ainsi, le probléme du mouvement d'un point matériel sollicité par une force F
se ramene a un systéme de trois équations différentielles du second ordre.

Soient F,, F,, F. les projections de la force F sur les axes de coordonnées. La
position du point a chaque instant t est définie par ses coordonnées x, y, z. Il en
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résulte que x, y, z sont des fonctions de ¢. Les projections du vecteur vitesse

. . . dx dy dz
du peint matériel sur les ttois axes sont —,—,— .

dt’dt’ dt
Supposons que la force F et, par conséquent, ses projections F, F), F.
dx dy dz
dépendent du temps ¢, de la position x, y, z et de la vitesse — 7)} "
t t
Les fonctions que 1'on cherche dans ce probléme sont
x=xt),y=y (), z=z ().
On les détermine a partir des équations de la dynamique (loi de Newton)

2
m—d 2x:Fx t,X,¥,2, ﬂ ﬂ ﬂ
dt dt’ dt’ dt
2
md—zyzF t,x, y,z,ﬂ Q dz ®)
dt dt’ dt’ dt
d*z dx dy dz
m——=r,|txy,z,
dt* dtde’ dt

Nous avons obtenu un systeéme de trois équations différentielles du second
ordre. Si le mouvement est plan. c.-a-d. si la trajectoire est une courbe plane par
exemple du plan Oxy), on obtient un systéme de deux équations pour
déterminer x (t) et y(¢)

i L dv dy iz

dr? S de dr

a4 ax dy dz 19
m—éy:Fy t,x,y,z, i

dt d > dt dt

On peut résoudre un systéme d'équations différentielles d'ordre » en le ramenant
a un systéme d'équations du premier ordre. Montrons comment on procéde sur
l'exemple des équations (9), et (10). Introduisons les notations:

ﬂ =u, ﬂ =

dt dt
Ona

d’x du dzy_ﬂ

att dt’ 4 dt
Le systéme de deux équations du second ordre (9), (10) a deux fonctions
inconnues x (t) et y (¢) est remplacé par un systéme de quatre équations du
premier ordre avec quatre fonctions inconnues x, y, u, v:
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dx du
E_u: mE_Fx(t,x,y,u,V)
%:v, m%sz(t,x,y,u,V)

Indiquons pour terminer que la méthode générale examinée de résolution de
systemes d'equations différentielles peut étre remplacée, dans certains cas
Concrets, par des procédés artificiels permettant d'arriver plus rapidement au
but.

Exemp e 3. Trouver la solution générale du systeme d'équations différentielle,

d*y . d 2z B
dx? dx?
Solution. Dérivons deux fois par rapport a x les deux rnembies de la
premicre équation

>

d4y_dzz

et dx?
2z
Or, — = donc on obtient 1'équation du quatriéme ordre
dx

On obtient par intégration la solution générale de cette équation (voir § 22, exemple 4)
y=Cie"+ Ce™ + C;3 cosx + Cy sin x.
2

Tirons de cette équation et reportons-la dans la premiére équation du systéme

dx
proposé ; on détermine z :
z=Ce" + Cre™ - C3cos x — Cy sin x.

§ 30. Systémes d'équations différentielles linéaires a coefficients constants

Soit donné le systeme d'équations différentielles

dx,

—=ay X+ A Xy F et Ay, X,

dt

&, + Foot

— = =ay X FaynXy t.. ArpX,s

di e L)
dx,

_dt =a,; X +an2x2 +..... +anﬂxn,
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ou les coefficients a; sont constants. Ici ¢ désigne la variable indépendante,
x1 (), xp (), . . ., x, (¢) les fonctions inconnues. Le systéme (1) est appelé
systeme d'équations dif férentielles homogenes a coefficients constants.
Comme nous 1'avons indiqué dans le précédent paragraphe, ce systéme peut étre
résolu en le ramenant a une équation du n-iéme ordre qui dans le cas présent
sera linéaire (nous l'avons déja noté dans la remarque 1 du précédent
paragraphe). Or le systétme (1) peut également étre résolu par une autre
méthode, sans le ramener a une équation du n-iéme ordre. Cette méthode
permet d'analyser plus concrétement le caractere des solutions.
Nous rechercherons la solution particuliére du systéme sous la forme suivante

=0 =06 .. . xn=a.e, (2)

On doit déterminer les constantes oy, oy, . . ., &, et k& de sorte que les fonctions
a e, o, e, . .., a, e vérifient le systéme d'équations (1). En les portant dans le
systéme (1), nous obtenons

kt kt
koe” =(aj o +apo, +..ta,o,)e,
ki kt _ kt
0,e” =(ay 0 +ay»0, +...+ay,0,)e",
kt kt
ko,e™ =(a, o +a,,0,+...+a,,0,)e
Simplifions par €. Rapportant tous les termes dans le premier membre et
mettant en évidence les coefficients de oy, oy, . . ., 0., nous obtenons le systéme
d'équations
(a;, —ko, +apa, +...+a,a, =0
a o, +(a -k, +..+a,,a, =0 3)
=0

a0 +a,,0, +...+(a,, —ka,

Choisisson oy, oy, . . ., a, et k de maniére que soit vérifié le systeéme (3). Ce
systéme est un systéme linéaire d'équations algébriques par rapport a oy, o, . . .,
o,,. Formons le déterminant du systéme (3)

ay—-k a, ... a,
a a» -k ... a
Ak) = 21 2 2n )
a, a,n e Ay, —k

Si k est tel que le déterminant A est différent de zéro, le systérne (3) ne posséde
qu'une solution nulle oy, ay, . . ., o, = 0, et par conséquent les formules (2) ne
donnent que les solutions triviales:

x1(H)=x0=...=x, @) =0.
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Ainsi, nous ne pourrons obtenir des solutions non triviales (2) que pour les
valeurs de k pour lesquelles le déterminant (4) s'annule.

Nous obtenons une équation du n-iéme degré pour déterminer &

ay -k ap Y
a ay —k a
21 2 2
=0 (5
a, a,, ... a,, —k

Cette équation est appélée équation caractéristique du systeme (1), ses racines sont
appelées racines de l'équation caractéristique.
Considérons quelques cas.

I. Les racines de 1'équation caractéristique sont
réelles et distinctes. Désignons par ky, kp, . . ., k, les racines de
I'équation caractéristique. Pour chaque racine k; écrivons le systéme (3) et
déterminons les coefficients

ocii),a(zi), ...... ,alh.
On peut montrer que 1'un d'entre eux est arbitraire ; on peut l'estimer égal a
I'unité. Nous obtenons ainsi :
pour la racine ki la solution du systéme (1)

O _ D ke (D) _ (1) ke
X =o, et x, =aye,

pour la racine k; la solution du systéme (1)
x1(2) =a§2)ek2t,x§2) :a(22)ek2t,

pour la racine £, la solution du systéme (1)
xl(”) = ai")ek"’ ,xé") = oc(zn)ek"’ yeererer X

On peut se convaincre par substitution directe dans les équations que le systéme
de fonctions

)kt

2) kyt
x =Ca,’e +C2a§ ek

+o A CralMeh

Xy = Cla(zl)ek" + Czoc(22)ek2t

tot Cpalle!

x, =CiaWeh + CoaPer +  +C alMet
ouCy, C,, . . ., C, sont des constantes arbitraires, est la solution du systéme
d'équations différentielles (1). C'est la solution générale du systeme (1). On
montre aisément que l'on peut trouver pour les constantes des valeurs telles que
la solution vérifie les conditions initiales données.
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Exemp le 1. Trouver la solution générale du systéme d'équations

dx dx
—L = 2x, +2x,, —2=x +3x,,
dt dt
Solution. Formons I'équation caractéristique
2-k 2
13-k
ou k% — 5k + 4 = 0. Nous trouvons les racines
k] = 1, kz =4,
Recherchons la solution sous la forme
xl(l) = (xil)et R xgl) = a(zl)e' et xl(z) = (152)64' , xéz) = (1(22)€4t .
Composons le systeme (3) pour la racine k; = 1 et déterminons otgl) et oc(zl)
2-Da’ +2ay =0, a’ +2ay =0

ou >
la” +(3-Day) =0 a’ +2a3 =0

1 1
d'ou oc(zl) =—— otil) . Posant Otgl) = 1 nous obtenons 01(21) =—— . Nous avons
2 2
ainsi obtenu la solution du systéme
1
a{l) —ol 0‘(21) L

(2

Composons ensuite le systeme (3) pour la racine k, = 4 et déterminons o, (2)

et o)

20120220 «® a0 =0

d'ou (x{z) = OL(ZZ) et aiz) =1, (1(22) =1. Nous obtenons la seconde solution du
systéme
OL}Z) _ e4t ) OL(22) _ e4t
La solution générale du systéme sera [voir (6)]
X1 = Clet + CZ 64'”

X, :—%Cle’ +Cye"

II.Les racines de 1'équation caractéristique sont
distinctes,mais certaines d’entre elles sont complexes.
Supposons que parmi les racines de 1'équation caractéristique existent deux
racines complexes conjuguées:
ki=a+if, kh=o-if
A ces racines correspondront les solutions
P =aPe P (j=12,m), (7

AP =aPel (=120, (8)
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(2

Les coefficients a(fl) et . sont déterminés a partir du systeme

d'équations (3).
De méme qu'au § 21 on peut montrer que les parties réelles et imaginaires de la solution
complexe sont aussi des solutions. Nous obtenons ainsi deux solutions particuliéres

fj(” =e% (x(}) cos Bx + k(f) sin Bx),
T =™ (X‘P cos Bx + 17 sin Bx)

ou X(jl-) X(j?) X(}) ’x(jz) sont des nombres réels définis au moyen de (xg-l) et (x(jz) .

Les combinaisons correspondantes des fonctions (9) entreront dans la solution
générale du systéme.
Exemple 2. Trouver la solution générale du systéme

dx,
—=-Tx; +x
dt 1 2
dx
—2 = 2x, —5x,.
dt
Solution. Nous formons I'équation caractéristique
-T-k 1
=0
-2 -5-k

ou k* + 12k + 37 = 0 et nous trouvons ses raciness
k=—6+i, kh=—6-1.
Portant k1= — 6 + i dans le systéme (3) nous trouvons
M _ M _ 1.
o =1, oy =1+i
Ecrivons la solution (7) :
xl(l) — 1O+ , x;l) —(1+ l.)e(—6+i)t )
Portant k)= - 6 - i dans le systéme (3), nous trouvons
oc}l) =1, a(zl) =1-i.
Nous obtenons le second systéme de solutions (8)
xl(z) — (-6t ’ x;z) —(1- l-)e(—ﬁ—i)t 3]
Récrivons la solution (7')
@O _ -6t - @ _ - —6t .
x;’ =e ' (cost+isint), x,  =(l+i)e” (cost+isint)
ou

6

x\V =e™ cost+ie™™ siny),

xél) =e (cost—sint)+ jie”® (cost+isint)

Récrivons la solution (8')
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xl(l) =e % cost—ie ® sint),

xéz) = (cost—sint)— ie™® (cost+isint)

Nous pouvons choisir comme systéme de solutions particuliéres séparément les parties
réelles et imaginaires

M =ecost, x" =e(cost—sint),

P =e % cost, xP =e(cost+sin)

La solution générale du systéme sera :
x1=Cie¥cost+ Cye®sin¢
xy=Ce® (cos t—sin ) + C, ¢ (cos ¢ + sin 1)

On peut trouver par une méthode analogue la solution d' un systéme d'équations
différentiellés linéaires d'ordres supérieurs a coefficients constants.

En mécanique et en théorie des circuits électriques on étudie, par exemple, la
solution du systéme d'équations différentielles du deuxiéme ordre

dzx—a X+a,y

—5 =ay 12)>

dt?

e (10)
dt_2: anx+dyy

Nous recherchons de nouveau la solution sous la forme
x=aé’, y=p
Portant ces expressions dans le systéme (10) et simplifiant par £, nous
obtenons un systéme d'équations pour déterminer o, et &
2
(a;, —k7)o+a,B=0,
2

apa+(ay —k7)B=0.
Les valeurs a et B ne seront différentes de zéro que dans le cas ou le
déterminant du systéme sera égal a zéro

()]

ay —ky ajp -0 (12)

as ay —k ?
C'est précisément 1'équation caractéristique pour le systéme (10) ; c'est une
équation du 4-iéme ordre par rapport a k. Soient ki, k,, k3 et k4 ses racines (nous
supposons que les racines sont distinctes). Pour chaque racine kt du systéme
(11) nous trouvons les valeurs o et . La solution générale analogue a (6) sera
de la forme

x= Cloc(l)ek‘t + Cza(z)ekzt + C3oc(3)ek3t + C4a(4)ek“[ R

y:CIB(l)eklf+C2[3(2)ekzt+C3B(3)ek3f+c4ﬁ(4)ek4f
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Si certaines deNs racines sont complexes, a chaque paire de racines

complexes correspondra dans la solution générale une expresson du type (9).
Exemple 3. Trouver la solution générale du systéme d'équations différentielles

d*x

— =4

dt

d 2

dt

Solution. Ecrivons I'équation caractéristique (12) et trouvons ses racines
1-k% -4
2|=0

-1 1-k

k=i, ky=-i,k=3, ka=- /3.

Nous rechercherons la solution sous la forme
*® = (x(l)e”,y(l) - B(l)eit ,
x@ = g @it ,y(2) — B(Z)e—it
x® =g @3 ) _g® 3
x® = q@eV¥ @) _ @3

Nous tirons du systéme (11) o et B :

(X(l) :1, B(l) :l’ (1(3) :1, B(S) :—l
2
1 1
2 _ 2 _ 4) _ 4) _
o —1, =—, =1, =__
P 2 P 2

Ecrivons les solutions complexes:

; . 1 .
x®W =" =cost+isinz, y® :E(costﬂsmt)

i 1
x(z) —eit 2 _

=cost—isint, y 5(cost—isint)
Les parties réelles et imaginaires prises séparément seront aussi des solutions:

_ _ 1
U =cost, y —Ecost,

@ =sint, y sint
Nous pouvons maintenant écrire la solution générale:
x=C,cost+C,sint+ C3e‘/§t + C4e"5' ,

1 1 . 1 1 _
y==C, cost+—smt——C3e‘/§’ -—Cye ar,
2 2 2 2
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Remarque. Nous n'avons pas considéré clans ce paragraphe le cas des
racines multiples de I'équation caractéristique.

§ 31. Notion sur la théorie de la stabilité de Liapounov. Comportement des
trajectoires de I'équation différentielle au voisinage d'un point singulier

Comme les solutions de la plupart des équations différentielles et des systémes
d'équations ne s'expriment pas au moyen des fonctions élémentaires ou par des
quadratures, on a recours également a des méthodes d'intégration approchée. On
a donné une idée de ces méthodes au § 3 ; en outre, plusieurs de ces méthodes
seront examinées aux §§ 32-35 et aussi au chapitre XVI.

Le défaut de ces méthodes, c'est qu'elles ne donnent qu'une solution
particuliére; pour obtenir d'autres solutions particulieres, il faut refaire tous les
calculs. Conndissant une solution particuliére, on ne peut pas se prononcer sur
le caractére des autres solutions.

En maints problémes de mécanique et de technique, il importe de connaitre non
pas les valeurs concrétes de la solution correspondant a des valeurs concrétes de
la variable, mais l'allure de la solution lorsque la variable varie, notamment
lorsqu'elle tend vers l'infini. I1 est, par exemple, important de savoir si les
solutions satisfaisant a des conditions initiales données sont périodiques ou si
elles tendent asymptotiquernent vers une fonction connue, etc. La théorie
qualitative des équations différentielles a ces questions pour objet.

La question de la stabilit¢ d'une solution ou d'un mouvement est une des
questions fondamentales de la théorie qualitative ; cette question a été étudiée
en détail par I'éminent mathématicien russe A. Liapounov (1857-1918).

Soit le systéme d'équations différentielles

dx
_z.fl(t>x>y)5
dt
(1)
& fex)
dt J2 s Ay .
Soient x = x (f) et y =y (¢) les solutions de ce systéme satisfaisant aux conditions
initiales
X,_og =X,
t=0 0 } (1 ,)
Y=o = Vo-
Soient encore X = Xx(¢) et y = y(¢) les solutions du systéme (1) satisfaisant aux
conditions initiales
X,_9 =Xg»
B } (1)
Yi=0 = Yo-
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Définition. Les solutions x = x (f) et y = y (¢) satisfaisant aux équations
(1) et aux conditions initiales (1') sont dites stables

Iy
i =1
Yl o ’
i »f

Fig. 281
au sens de Liapounov lorsque ¢ — oo si, pour tout £ > 0 arbitrairement petit, il
existe 8 > 0 tel que 1'on ait pour tout ¢ > 0 les inégalités

[x () - x(t)| < a,}
[P() - y(0)| <.

deés que les conditions initiales satisfont aux inégalités

|)?0 - x0| <39,
_ A3)
|y 0~Y 0| <3

Interprétons cette définition. I1 résulte des inégalités (2) et (3) que les solutions
varient peu, quel que soit ¢ positif, lorsque les conditions initiales varient peu. Si
le systéme d'équations différentielles est celui d'un mouvement, le caractére du
mouvement varie peu lorsque les conditions initiales varient peu si les solutions
sont stables.

Voyons-le sur l'exemple d'une équation du premier ordre. Soit I'équation différentielle

dy
” y+1.(a)
Sa solution générale est
y=Ce'+1. (b)
Trouvons la solution particulic¢re satisfaisant a la condition initiale

Y=o =1.(0)

I1 est évident que cette solution y = 1 correspond a C = 0 (fig. 281). Trouvons ensuite la
solution particuliére satisfaisant a la condition initiale

Vizo =Yo-
Trouvons la valeur de C dans I'équation (b)
yo=C+1 dou C=y,-1I.
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On obtient en substituant cette valour de C dans 1'égalité (b)
y=(¥ —De™" +1.
I1 est évident que la solution y = 1 est stable. En effet
7=y =|Go-De +1]- 1= -ne —0
lorsque ¢ — .
L'inégalité (3) est donc vérifiée quel que soit € dés que l'on a

(1o-1)=8<e.

Si les équations (1) décrivent le mouvement, ou l'argument # est le temps, et
qu'elles ne contiennent pas explicitement le temps ¢, c'est-a-dire si elles ont la
forme

dx
E_f‘l(xay)a
dy

dt _f2(-x=y)7

un tel systeme est dit autonome.
Considérons ensuite le systeme d'équations

ﬂ—cx~l—gy
;’; 0
— =ax+by,
dr Y

en supposant que les coefficients a, b, c, g soient des constantes. La substitution
directe nous convainc que la solution du systéme (4) est alors x =0, y = 0.
Voyons a quelles conditions doivent satisfaire les coefficients pour que la

solution x = 0, y = 0 du systéme (4) soit stable.
L e . A dy .
Dérivons la premiere équation et éliminons y et 7 , on obtient
t

une équation du second ordre:

—dzx—c@+ d_y_cﬂ+ (ax+b )—cﬂwLa X +b ﬂ—cx
a? o Sar Ca ST T T

ou
d*x dx
——(b+c)——(ag—bc)x=0. (5
b+ —(ag=bx=0. (9
L'équation caractéristique s'écrit
M -(b+c), - (ag-bc)=0. (6)
Cette équation est notée habituellement sous la forme d'un déterminant
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c-\A g
b—\

‘:0(7)

(cf. équation (4), § 30).

Désignons les racines de I'équation caractéristique par A, et A,. Comme nous
allons le voir, la stabilit¢ (ou l'instabilit¢) des solutions du systeme (4) est
déterminée par la nature des racines A; et A,. Les cas suivants peuvent se
présenter.

I.Les racines de 1'équation caractéristique sont
réelles, négatives et distinctes:

M <0,2,<0,A #2;
On trouve x de 'équation (5)

x=Cle}“t+Czek2t.
De la premiére équation du systéme (4), on déduit alors y. La solution du
systéme (4) prend ainsi la forme

X = Cle}”'t +Cze}“2t

y:[C](kl—c)e}”‘t+C2(7»2—c)e>”t]l. - ®
g

Remarque. Si g =0 et a # 0, il faut alors écrire I'équation (5) pour la
fonction y. De la deuxiéme équation du systéme (4) on déduit y et ensuite x. La
structure de la solution (8) ne change pas. Si g =0 et @ = 0, la solution du
systéme d'équations s'écrit sous la forme

x=Ce" y=Ce". (8)

Dans ce cas il est plus facile d'analyser le caractere des solutions. Donnons a C;
et C, des valeurs telles que les solutions (8) satisfassent aux conditions initiales

X |i=0 = X0, ¥ li=0 = Yo-

La solution vérifiant les conditions initiales est donc

Xy + Vo Xoh Xoh{ —Cxy — gV
= o 0Xora ae ot 0 0 ot

>

}\,1 —}\.2 7\‘1 _}\‘2
. N )
y:i o T &VoXohs 5 _ gt f T0M T T&V0 (3 oy
gl M-Ay Mi=h,

I1 résulte de ces dernicres formules que, pour tout € > 0, on peut choisir |x,| et
[vo| suffisamment petits tels que 1'on ait pour tous les # > 0
|x ()| <e, |y (¢)| <e, étant donné que
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eM < let e <1.
Notons que dans ce cas
lim x(z) =0,
t—.>+oo (10)
lim y(¢)=0
t—>+o0

Considérons le plan xOy. Ce plan porte le nom de plan de phase du systéme
d'équations différentielles (4) et de 1'équation différentielle (5). Considérons les
solutions (8) et (9) du systéme (4) comme les équations paramétriques d'une
certaine courbe dans le plan de phase xOy

xza(t,cncz):} (11)

y=vy(C,Cy),
x:(z(t,xo,yo),} 12)
y=w(t,x0,¥0),

Ces courbes sont appelées courbes intégrales ou trajectoires de 1'équation
différentielle

ﬂ: ax+by (13)
dt  cox+gy

obtenue en divisant membre a membre les équations du systéme (4).
L'origine des coordonnées O (0, 0) est un point singulier pour l'équation
différentielle (13) puisqu'il n'appartient pas au domaine d'existence et d'unicité
de la solution.
Le caractere des solutions (9) et plus généralement des solutions du systéme (4)
est illustré concrétement par la disposition des courbes intégrales

F (x,y,0)=0
qui forment l'intégrale générale de 1'équation différentielle (13). La constante C
est tirée de la condition initiale y,_, =y, . Aprés substitution de C I'¢quation

de la famille prend la forme
F(x, y, Xo, yo). (14)

Dans le cas des solutions (9) le point singulier porte le nom de noeud stable. On
dit qu'un point se déplagant sur la trajectoire tend indéfiniment vers le point
singulier si ¢ — +oo.

II est évident qu'on aboutirait également a la relation (14) en éliminant le
parametre t du systéme (12). Pour déterminer comment, dans le plan de phase,
sont disposées les courbes intégrales au voisinage du point singulier pour toutes
les racines possibles de I'équation caractéristique, au lieu d'une analyse
compléte, bornons nous a une illustration sur des cas simples ne nécessitant pas
des calculs compliqués. Précisons que les trajectoires de I'équation (13) et celles
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qui seront étudi¢es dans ces exemples auront la méme allure au voisinage de
l'origine y des coordonnées quels que soient les coefficients.

Exemple 1. Etudier la stabilité de la solution

g x=0,y=0 du systéme d'équations
dx
dr
dy
D z s
Solution. L'équation caractéristique est
—-1-A 0
=0
0 —-2-A
Fig. 282. Ses racines
M=1,0=-2.

Les solutions (8') sont dans ce cas

x=Ce', y= G,
Les solutions (9)

x=xe",y =y (a)
11 est évident que lorsque ¢ — + o0 x (£) — 0 et y (f) — 0. La solution x = 0, y = 0 est donc
stable. Voyons maintenant le plan de phase. En éliminant le paramétre ¢ de 'équation (a)
nous obtenons une équation de la forme (14)

2
(ij _Y
Xo Yo

C'est une famille de paraboles (fig. 282). L'équation (13) s'écrit dans ce cas
dy _2y
dx x

Nous obtenons en intégrant
Log|y|=2Log|x[+ Log|Cl,

y=0Cx. ©
Tirons C des conditions
Yo
Yx=x, = Vo> C:_2
Xo

En substituant C dans (c) nous obtenons la solution (b). Le point singulier O (0, 0) est un
nceud stable.

II. Les racines de 1'équation caractéristique sont
réelles, positives et distinctes:
Ar>0,2>0, 0 # Ay

Dans ce cas les solutions sont données également par les formules (8) et
respectivement (9). Ici cependant pour | x, | et | y, | aussi petits qu'on veut | x () |
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M, et M —+

— o, | y (¢) | — o lorsque ¢t — +oo, étant donné que e
oo lorsque ¢ — +oo. Sur le plan de phase le point singulier sera un noeud instable
: en effet, lorsque ¢ — +oo, un point qui se déplace sur la trajectoire s'éloigne du
point de repos x =0, y = 0.

Exemple 2. Etudier la stabilité des solutions du systéme

d d
&,
dt dt
Solution. L'équation caractéristique sera
I-A 0
=0.
0 2-x
ses racines
}\,1 = 1, }\,2 = 2,

et la solution du systéme

x=x,¢', = yee’.
Cette solution est instable car | x (f) | — oo, | y (£) | — o lorsque ¢ —+o0.
Eliminons ¢

(fig. 283). Le point singulier O (0, 0) est un noeud instable.

Ill.Les racines de 1'équation caractéristique sont
réelles et de signes contraires, parexemple A; >0, A,<0

11 résulte de 1a formule (9) que pour | x, | et | y, | aussi petits qu'on veut, si cx, +
Lo—Xha# 0, ]x ()| = o, | ¥ (£) | = oo lorsque ¢t — +oo. La solution est
instable. Dans le plan de phase le point singulier porte le nom de selle.
Exemple 3. Etudier la stabilité de la solution du systéme

A
dt dt
Solution. L'équation caractéristique est
1-1 0 |
0 -2-n|

par suite, A; = 1, A, = - 2, La solution est
X= xO e+t’y :yO 6'2’

La solution est instable. En éliminant le paramétre t, nous obtenons une famille
de courbes dans le plan de phase

2 2
Yx© =YoXo
Le point singulier O (0, 0) est une selle (fig. 284).
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IV.Les racines de 1'équation caractéristique sont
complexes avec une partie réelle négative M=ot if,A=
o - if (a<0).
La solution du systéme (4) est

x =e™[C, cos Pt +C, sin pt]

1w . (15)
y=—e[(aC, +BC, —cC,)cosPt+(a.C, +BC, —cC,)sin pt]
g
C (&
Posons C:‘/Cl2 +C2, sinS:F', cosS:?z.
Y
0 z
Fig. 283 Fig. 284

L'équation (15) peut alors s'écrire sous la forme
x =Ce™ sin (Bt +9),
C e ot
g
ou C) et C, sont des constantes arbitrairés susceptibles d'étre tirées des
conditions initiales : x = X,, ¥ = ), en faisant ¢ = 0. De plus,

16)
[(0.—c)sin (Bt +8) +B cos (Br +8)]

Y

X, =Csinsg, y, :g[(oc—c)sin8+[30058],
g

d'ou
Ci=x, C,= M ,
p
Rappelons que si g = 0, la solution se présentera sous un autre aspect, mais le
caractére de l'analyse restera le méme.
I1 est évident que pour tout € > 0 et | x, | et | y, | suffisamment petits on aura

|x(0) | <&, [Mn)]<e.
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La solution est stable. Dans ce cas quand ¢ — +oo
x(#) > 0ety(®) — 0
en changeant de signe un nombre indéfini de fois. Sur le plan de phase le point
singulier de cette nature porte le nom de foyer stable.
Exemple 4. Etudier la stabilité de la solution du systéme d'équations

/x dy
——=—Xxty, =Xy
dt dt
Solution. Ecrivons 'équation caractéristique et cheréhons ses racines
—-1-2 1 )
=01 +20+2=0
-1 —-1-A

)\.1’2=-1i1i, a=-1 . B=1
Déterminons C; et C, d'aprés les formules (17) : C; = x,,, C; = y,. En les substituant dans
(15) nous obtenons:

x=e""(x,cost+y,sint),
y=e""(x,cost—y,sint)

11 est évident que pour des valeurs de t quelconques

[x[<lxo [+ 1Yol [¥]<]xo|+]yol-

Lorsque t — + o0, x (£) — 0, y (f) — 0. La solution est stable.
Voyons maintenant comment dans ce cas sont disposées les courbes dans ie plan de
phase. Transformons l'expression (A). Soient

Xo=M cos 8, y, =M sin J,

M=yx3+y}, gs=20
Xo
Les égalités (A) prennent alors la forme:
x=Me™ cos(Bt—38)
y=Me™ sin(Bt—3)

Passons aux coordonnées polaires p et 0 et exprimons p en fonction de 6. Les équations
(B) prennent la forme

(B)

pcosO=Me ™" cos(Bt—38) o
psin @ = Me™ sin(Bt —§)
En élevant les premiers et les deuxiémes membres au carré et en additionnant,
nous obtenons
p?’=Me* ouencore p=Me”. (D)
Exprimons a présent ¢ en fonction de 0 . En divisant membre a membre les équations du
systéme (C), nous obtenons

tg® =tg(pr-9),
d'ou il vient
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0+
t=——
p
Substituons dans (D)
_o+%
p=Me B
ou
5.0
p=Me B

8

En désignant Me B par M| nous obtenons en définitive
0

p=Me P (B
C'est une famille de spirales logarithmiques. Dans ce cas lorsque ¢ — +oo
un point se déplagant sur la trajectoire tend vers l'origine des coordonnées. Le point
singulier O (0, 0) est un foyer stable.

V.Les racines de 1'équation caractéristique sont
complexes avec une partie réelle positive
M=o+iB, A =a-if (a>0)

Dans ce cas la solution s'exprimera également au moyen des formules (15), ou
o> 0. Lorsque t — +oo, | x () | et | y (¢) | peuvent prendre des valeurs aussi
grandes qu'on veut quelles que soient les conditions initiales x, et y,

(ﬂxé +yd 2 O). La solution est instable. Sur le plan de phase un point

singulier de cette nature porte le nom de foyer instable. Un point se déplagant
sur la trajectoire s'éloigne indéfiniment cle I'origine des coordonnées.
Exemple 5. Etudier la stabilité de la solution du systéme d'équations

Y X+ v —x+
dt 7 dt 4
Solution. Ecrivons I'équation caractéristique et cherchons ses racines 1-a 1
1-A 1 )
=021 -202+2=0
-1 1-A

)\.1:1"' [, 7\,2:1- i,
La solution (15), compte tenue de (17), est dans ce cas
x=¢"(x,cost+y,sin?),
y=¢ (v, cos 1 - x, sin £).
Dans le plan de phase nous obtenons une courbe en coordonnées polaires
o= M P,
Le point singulier est un foyer instable (fig. 285).
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VI.Les racines de 1'équation caractéristique sont
des nombres imaginaires purs: A;=if, A;=-if
Dans ce cas la solution (15) prend la forme
x =C, cosPt+C, sin Bt,

y=L[BC, —eCyycospr+(—pC, —eCyysinpr) [~ Y
g

Les constantes C; et C, sont déterminées d'aprés la formule (17)
Ci=x, C,=20"% (19
4
11 est évident que pour tout € > 0 et | x, | et | y, | suffisamment petits, | x (¢) | <€
et |y (¢) | < € quel que soit . La solution est donc stable. x et y sont des
fonctions périodiques de ¢.
Y

Fig. 285 Fig. 286
Pour analyser les courbes intégrales dans le plan de phase, il est plus commode
d'écrire la premiére des solutions (18) sous la forme suivante (cf. (16)):
x = Csin(Bt+9),

y= C_ﬁ cos(Bt + 8) —sin(Bz + ), (20)
g

ou C et o sont des constantes arbitraires. Nous constatons immédiatement
d'apres (20) que x et y sont des fonctions périodiques de 7.
Eliminons le paramétre ¢ des équations (20)

C 2
=B / XLy
g C g
En faisant disparaitre le radical, nous obtenons
2 2 2
(y_ixj :(C_Bj _x_z 1)
g g c

C'est une famille de courbes du second degré (courbes réelles), dépendant de la
constante arbitraire C. Aucune d'elles ne possede de point indéfiniment éloigné.
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Par conséquént, c'est une famille d'ellipses entourant 1'origine des
coordonnées (lorsque ¢ = 0 les axes des ellipses sont paralléles aux axes des
coordonnées). Le point singulier de cette nature est appelé centre (fig. 286).
Exemple 6. Etudier la stabilité de la solution du systéme d'équations

dx d
A,
dt dt
Solution. Ecrivons I'équation caractéristique et cherchons ses racines .
-A 1

=00 +4=0.A=%2

-4 -
Les solutions (20) seront
x=Csin (2t +9),
y=2Ccos (2t + ).
L'équation (21) prend la forme

2 2 2
X X
yi=act -2 | oo
C 4C° C
Nous obtenons ainsi une fami'lle d'ellipses dans le plan de phase. Le point. singulier est
un centre.

VII.Soient A; =0, A,<0.
La solution (8) dans ce cas prend la forme
x=C, +Cze}"2t,

(22
yzl—cC1+C2(7»2—c)e)‘2t] @2
g

I1 est évident que pour tout € > 0 et | x, | et | y, | suffisamment petits, | x (¢) | < ¢
et |y (1) | < e quel que soit £ > 0. La solution est donc stable.
Exemple 7. Etudier la stabilité de la solution du systéme

dx dy

—=0 —=-y (o
-0 i ()
Solution. Cherchons les racines de I'équation caractéristique
—-A 0 )
=0 A +)\,:0.7»1=0, 7\,1=—1.
0 —-1-A
Dans ce cas g = 0. Résolvons directement le systéme sans recourir aux formules (22)
x=Cp,y=Ce".

La solution satisfaisant aux conditions initiales x = x, et y = y, lorsque ¢ = 0 est

X=Xo, y=ye's (1)
I1 est évident que la solution est stable. Dans le plan de phase I'équation différentielle est

dx

— = 0. L'intégrale générale est x = C. Les trajectoires sont donc des droites paralléles a

dy
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l'axe Oy. De I'équation (y) il vient que les points sur les trajectoires s'approchent de
la droite y = 0 (fig. 287).

VII.Soient A;=0etA,>0.
Des formules (22) ou (8'") il résulte que la solution n'est pas stable, étant donné
que | x () |+ |y (t) | = o lorsque ¢t — +oo.

IX.Soit 7\.1:1, }\.2<0.
La solution est
x=(C,+Cy)e™,
1 (23
y=—e"[C/ (0 =)+ Cy (14 Myt —ct)] )
g

Mt

Etant donné que e™" — 0 et teM 50 lorsque ¢ — +o0, pour tout € > 0 on peut

choisir C; et C, ar le choix de x, et y,) tels que | x (1) | <e, |y () | <e
Y

HHHL 7

Fig. 287 Fig. 288
quel que soit # > 0. La solution est donc stable. De plus, x () > 0 ety () — 0
lorsque ¢ — +oo.
Exemple 8. Etudier la stabilité de la solution du systéme

| -
|

& __ b __
dt ’ dt
Solution. Cherchons les racines de 1'équation caractéristique
-1-x 0

=0 (A+1)P?=0.0=h=-1

0 -1-A
Dans ce cas g = 0. La solution du systéme aura la forme (8')

x=Ce’, y=0Ce’,
en outre x-— 0, y — 0 quand # — +oo. La solution est stable. La famille de
courbes représentées sur le plan de phase aura pour équation

c
222k o y=khx
x C,
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C'est un faisceau de droites passant par 1'origine des coordonnées. Les points
se déplagant sur la trajectoire tendent vers l'origine des coordonnées. Le point
singulier O (0, 0) est un noeud (fig. 288).
Notons qu'au cas ou A; = A, > 0 1'allure de la solution (22) ne change pas, mais
quand t — 4o, | x () | = w et | y (f) | — . La solution est donc instable.
X.Soit Ay =X, =0. Alors

x=C; +Cst,

y =l[—cC1 +C, —chtl 24)
g

On voit que x-— oo et y — oo lorsque t — +o. La

y solution est donc instable.
. Exemple 9. Etudier la stabilité de la solution du systéme
T d'équations
0 z ax _ dy _ 0
. a a
Solution. Cherchons les racines de I'équation

Fig. 289 caractéristique
-1 1 ‘

o 1|70 AT =0, M=A=-1

La solution est donc
y= Cz,x:CQf + C].
I1 est évident que x — oo quand /— +oo. La solution est donc instable. Dans le

. d S .
plan de phase I'équation sera d_y =0. Les trajectoires y = C sont des droites
X
paralleles a I'axe Ox (fig. 289). Le point singulier de cette nature s'appelle selle

dégénerée.

Pour donner un critére général de stabilité de la solution du systéme (4) procédons de la
fagon suivante.

Ecrivons les racines de 1'équation caractéristique sous la forme de nombres
complexes

A=A+, Ry =R il
(si les racines sont réelles, }fi* =0et )j;* =0).

Introduisons le plan de la variable complexe AT et représentons les racines de
I'équation caractéristique par des points sur ce plan. Ainsi d'aprés les cas que nous
venons d'examiner le critére de stabilité de la solution du systeme (4) peut s'énoncer de
la maniére suivante.

Si aucune des racines A, et L\, de l'équation caractéristique (6) n'est située a
droite de l'axe imaginaire et si l'une d'elles au moins est non nulle, la solution
est stable; si l'une des racines au moins est située a droite de l'axe imaginaire
ou si elles sont toutes deux nulles, la sélution est instable (fig. 290).
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Considérons maintenant un systéme d'équations plus général:

@ =cx+gy+P(x, ),
dt (25)

=@ ax+by+Q(x, y).
dt

La solution de ce systéme ne s'exprime pas, sauf pour des cas exceptionnels, au
moyen de fonctions élémentaires et de quadratures. -
Pour s'assurer si les solutions de ce systéme sont

stables ou non on les compare a celles d'un systéme %////

linéaire. Supposons que lorsque x — 0 ety — 0 les 0mame
fonctions P (x, y) et O (x, y) tendent également
vers z€éro, mais plus rapidement que p ou

p= \/xz + y2 ; en d'autres termes

. P L) b
im £ ~0, lim o, y)

p—0 p p—0 p
On démontre alors que, sauf exception, la solution
du systéme (25) sera de la méme nature quant a sa
stabilité que la solution du systéme

Domaine
des solutions

/////////// 7/4

=0

—x—cx+gy
dt ’
. “4)
— =ax+by.

Cette exception est précisément le cas ou les deux racines de I'équation
caractéristique sont situées sur I'axe imaginaire; le probléme de la stabilité de la
solution du systéme (25) se complique alors considérablement.

A. Liapounov a étudié le probléme de la stabilité des solutions de systémes
d'équations sous des hypotheses assez générales.

Dans la théorie des oscillations on est souvent amené a résoudre 1'équation

4 f[ j (26)

dr*
Posons
dx
—=v 27
7 @7
Nous obtenons alors le systéme d'équations
dx
"
e (28)
—=f(x,v
” =f(xv).
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Pour ce systéme le plan de phase sera le plan (x, v). Les trajectoires
illustrent géométriquement la dépendance de la vitesse v par rapport a x et
donnent une image concréte des variations de x et v. Si le point x =0, v =0 est
un point singulier, il définit la position d'équilibre.

Si, par exemple, le point singulier du systéme d'équations est un centre, c'est-a-
dire que, dans le plan de phase, les trajectoires sont des courbes fermées autour
de l'origine des coodonnées, les mouvements représentés par 1'équation (26) ne
sont pas des oscillations amorties. Si, par contre, le point singulier du plan de
phase est un foyer (et qu'en outre | x | — 0, | v | — 0 lorsque ¢t — ), les
mouvements représentés par I'équation (26) sont des oscillations amorties. Si le
point singulier est un noeud ou une selle (et ce point singulier est unique), alors
x — =+oo lorsque ¢ — . Dans ce cas un point matériel se déplacant sur la
trajectoire s'éloigne a l'infini.

s . , T d*x dx
Si I'équation (26) est une équation linéaire de la forme dt_z =ax+b 7 le
systeme (28) devient alors

dx dv

—=v, —=ax+bv.

dt dt
I1 se raméne donc & un systeme de la forme (4). Le point x = 0, v = 0 est un
point singulier définissant la position d'équilibre. Notons que la variable x n'est
pas obligatoirement un déplacement mécanique d'un point. Elle est susceptible
d'avoir un autre sens physique et représenter, par exemple, des oscillations
électriques.

§ 32. Solution approchée des équations différentielles du premier ordre
par la méthode d'Euler

Nous considérerons deux méthodes de résolution numérique d'une €quation
différentielle du premier ordre. Dans ce paragraphe nous aborderons la méthode
d'Euler.

Trouvons la solution approchée de 1'équation

d
% =6y (1)

sur le segment [x,, b], vérifiant la condition initiale y = y, pour x = x,.
Découpons le segment [x,, b] a I'aide des points x,, X1, Xy, . . ., X, = b en n parties
égales (ici x, <x; <x, <...<x,). Introduisons la notation x; - x, =x, —x; =. ..
=b - x,., = Ax = h, par conséquent,
p=b=xo
n
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Soit y = @ (x) une certaine solution approchée de I'équation (1) et

Vo=@ (xo): NnN=e (xl)a sV =0 (xn)-

Introduisons les notations

AVo =1 =Yoo AV1=Y2=Y15 s AVt = Y= Yl
En chacun des points x,, x1, . . ., x, de 1'équation (1) remplagons la dérivée par le
rapport des différences finies : y
Ay . ) (x
— = f(x, 2 34
Ax S, p) (2)

Ay = f(x, y)Ax. (2)
Pour x = x, nous aurons

Ay
Eozf(xo,yo), Ayy = f(xg,y)Ax.

ou

bad

Iy Iy
V1=Yo=f (X0, o) h Fig. 291

I; I; &

Dans cette égalité x,, y,, & sont connus, par conséquent nous trouvons:
Y1=Xo +f(x0’ yo) h.

Pour x = x; I'équation (2') sera de la forme
Ayi =L, y) h
ou
Ya-x1=f(x, 00 by =y + f L 1) b
X1, y1, h sont ici connus, par contre on détermine y,. Nous trouvons de méme

3=yt (2, 10) h,
Vit = Y+ f (v b,
Yn=DVn1 +f(xn-1a yn-l) h.

Nous avons ainsi trouvé les valeurs approchées de la solution aux points x,, xp, .
. ., X,. Réunissant sur le plan descoordonnées les points (x,, Vo), (X1, 1), - - - (X
y.) par des segments de droite, nous obtenons une ligne brisée qui est la
représentation approchée de la courbe intégrale (fig. 291). Cette ligne brisée est
appelée ligne brisée d'Euler.

Remarque. Désignons par y = j, (x) la solution approchée de 1'équation (1)
correspondant a la ligne brisée d'Euler pour Dx = 4. On peut démontrer que s'il
existe une solution unique y = j* (x) de I'équation (1), satisfaisant aux
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conditions initiales et déterminée sur le segment [x,, b], alors

}lin}J ¢, (X)—0*(x) | =0 pour tout x de l'intervalle [x,, b].
-

Exemple. Trouver la valeur approchée pour x = 1 de la solution de I'¢quation
y=ytx

vérifiant la condition initiale : y, = 1 pour x, = 0.

Solution. Divisons le segment [ 0, 1] en 10 parties a I'aide des points x, = 0;

0,1;0,2;...;1,0. Par conséquent, # = 0,1. Nous rechercherons les valeurs yi,

Va2, - . .,V & l'aide de la formule (2)

Ayk = ()/k + .X'k) I’l
ou
Yirt =Y+ x+x0) b

Nous obtenons ainsi :
yn=1+(1+0)-0,1=1+0,1=1,1,
»n=11+{1,1+0,1)-0,1=1,22,

Au cours de la résolution nous formons le tableau

X Vi Vet X Ayi=(it xh
X, =10 1,000 1,000 0,100
x;=0,1 1,100 1,200 0,120
x;=0,2 1,220 1,420 0,142
x3=0,3 1,362 1,620 0,162
x4=0,4 1,524 1,924 0,1924
x5=0,5 1,7164 2,2164 0,2216
x6=10,6 1,9380 2,5380 0,2538
x7;=0,7 2,1918 2,8918 0,2892
xg=10,8 2,4810 3,2810 0,3281
x9=10,9 2,8091 3,7091 0,3709
x10=1,0 3,1800

Nous avons trouvé la valeur approchée y | —; = 3,1800. La solution exacte de
I'équation donnée, vérifiant les conditions initiales citées précédemment, sera
y=2¢"—x—1=3,4366.
Par conséquent,
Y| =2(e-1)=3,4366.
L'erreur absolue est égale a 0,2566, l'erreur relative a
0,2566

3,4366

=0,075~8%.
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§ 33. Solution approchée des équations différentielles par la méthode
des différences finies basée sur 'application de la formule de Taylor.
Méthode d'Adams

Nous rechercherons de nouveau la solution de I'équation

y=fxy) 1)
sur le segment [x,, b] vérifiant la condition initiale : pour x = x,, y = y.
Introduisons les notations qui nous serviront par la suite. Les valeurs
approchées de la solution aux points

Xos X15 X25 « « oy X
seront

Yos Y15 V25« + 5 Vn

Les premiéres différences ou les différences du premier ordre seront
AVo = Y1 = Yos AVi = Y2 = Y15+ s AVt = Vo= Yt

Les deuxiémes différences ou les différences du deuxiéme ordre sont

Azyo = Ay - Ao =2 - 201 + Yo,
Ay =Ay; - Ay =y3-20, +yy,

Les différences des différences du deuxiéme ordre sont appelées différences du troisiéme
ordre, etc. Désignons par y(, Vi,..., ¥, les valeurs approchées des dérivées et par
V0> V1 »--» Vi, les valeurs approchées des dérivées du deuxiéme ordre, etc. On
détermine d'une maniére analogue les premiéres différences des dérivées

Ao =Y =Y0> AV =Y2 =i s AV =V = Vot

et les secon.des,différences des dérivées

Nyo = A=Ay, Ny =&y —Ayis. . Ay =AY, A,
etc.
Ecrivons ensuite la formule de Taylor pour la solution de I'équation au
voisinage du point x = X, (t. I, ch, IV, § 6, formule (6))

_ _ 2 _ m
y=yo+x'%J%+U:xw y8+m+9;iﬂ—y$m+Rm(D
1 1.2 1-2-.-m

Dans cette formule y, est connu et nous trouvons les valeurs des dérivées yy ,

Yo - - - apartir de I'équation (1) de la maniére suivante.
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Portant dans le second membre de I'équation (1) les valeurs initiales x,, ¥, nous
trouvons y

y{) = [ (Xos Yo)-
Dérivant les termes de 1'équation (1) par rapport a x, nous obtenons:
" 8 6 ’
=L Ly
ox Oy

Portant dans le second membre les valeurs x,,, yo, yo, nous

trouvons:
(OO
Yo = [8_ + 5 y j .
* X=X9,y=Y0,¥'=V)

Dérivant encore une fois 1'égalité (3) par rapport a x et portant les valeurs x,, Vo,
. * . .
Yo, Yo nous trouvons yg . En poursuivant ') ainsi nous pouvons trouver les

valeurs des dérivées de n'importe quel ordre pour x = x,,. Tous les termes du
second membre de-'la formule (2), excepté le terme restant R,, sont connus.
Ainsi en négligeant le terme restant nous pouvons obtenir les valeurs
approchées pour n'importe quelle valeur de x; leur degré d'exactitude dépendra
de la grandeur | x - x, | et du nombre de termes dans le développement.
Dans la méthode considérée plus bas on ne détermine a I'aide de la formule (2)
que certaines premieres valeurs de y quand | x - x, | est petit. Nous
déterminerons les valeurs y; et y, pour x; = xy + & et x, = xy + 2k, en prenant
quatre termes du développeme (y, est connue des données initiales) :
h h* o,
Vi=Yo Yot S Yo+ Yes(4)

2h (2h)? 2h)?
— + - ’ + " + l", 47
Y1=Xo 1 Yo 1.2 20 3 Yo, (&)
Nous supposons ainsi connues trois valeurs **) de la fonction y,, y1, > Sur la
base de ces valeurs nous déterminons en utilisant 1'équation (1)

Yo =f (Ko Vo) ¥1 =f 1, 31), ¥5 =1 (2, ).

Connaissant Y, »j,V5 nous pouvons déterminer Ayo, Dy,, 02yo> Groupons les
résultats des calculs dans le tableau suivant:

" Nous supposerons dans ce qui suit que la fonction £ (x, y) est dérivable par
rapport a x et y autant de fois que 1'exigent les raisonnements.

™ Pour une solution d'un degré d'exactitude plus élevé nous aurions du calculer
plus que trois premieres valeurs de y.
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x y y Ay Ny’
Xo Yo Yo
Ayg
X1 =Xt h »i i A yh
Ay
X =xot 2h »2 b2
Xp2=Xo+ (k—2)h Yk-2 Via
Avi,
X1 =Xot (k= 1)h Vi1 Vi Nyi,
Ay'k—1
X = xo+ kh Ve Vi

Supposons maintenant que nous connaissons les valeurs de la solution

YVos V15 V250 o Vi
Sur la base de ces valeurs nous pouvons calculer, en utilisant I'équation (1), les valeurs
des dérivées

YosVis--s Vi
et, par conséquent,
Avo, Avi,..s Aviys
et
2. 2.0 2.0
Ayo, Ay, Ayp,.

Déterminons la valeur de y,.; d'aprés la formule de Taylor en posant a = x;, x =
X1 = xk + h:
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= +h P+ ’ T+ 3 7+ +hm (m 4 R
Vi1 = Vi 1yk 1.2yk 1.2.3)’/{ S Vi me
Limitons-nous dans ce cas a quatre termes dans le développement :
h? oo,

— += !+_ N+ 5
Vi Ve TNVt o300 O

Dans cette formule les inconnues sont y; et y; , que nous chercherons a
déterminer a I'aide des différences connues du premier et second ordre.
Exprimons tout d'abord y;_; al'aide de la formule de Taylor, en posant a = x;,
x-a=-h
2
Vit = Vi +%y2 + (12 i (0
et y,_, enposanta=x,x-a=-2h:

(_2h) ” (_Zh) ? "
+ 7
[ Ukt O

y;(—2 = y;c +
Nous tirons de 1'égalité (6):

l_!_:AI_:_ _ 8
Vi = Vi1 V-1 1yk l.zyk (3

Retranchant des termes de I'égalité (6) les termes de 1'égalité (7) nous obtenons:

’ ! ’ " 3h2 "
Via = Vi = Ak =~ vk _Tyk ©

1
Nous tirons de (8) et (9)
AVi =Aviy =Ny =k y]
ou
" 1 2.
Vi = h_zA Vi (10)
Portant la valeur de yk ' dans 1'égalité (8) nous obtenons
A ' AZ ’
Vi1 2 Vi (11
h 2h
Nous avons ainsi trouvé y; et y; . Portant les expressions (10) et (11) dans le

Vi =

développement (5) nous obtenons
h h 5h »
=y, +—Vi+—Ay,_ +—Ay, , (12
Vil = Vk IJ’A > V-1 D Vi (12)
C'est la formule dite d'Adams pour quatre termes. La formule (12) permet,
connaissant yy, Vi1, Vi, de déterminer y;+;. Ainsi connaissant y,, y; et y, nous

pouvons trouver y; et par suite ys, s, . . .
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Remarque I.Indiquons sans le démontrer que s'il existe une solution
unique de I'équation (1) sur le segment [x,, b] vérifiant les conditions initiales,
alors I'erreur des valeurs approchées déterminées par la formule (12) n'exceéde
pas en valeur absolue MA*, oit M est une constante ne dépendant que de la
longueur de l'intervalle et de la forme de la fonction f'(x, y) et indépendante de
la grandeur 4.

Remarque 2. Sinous voulons réduire la marge d'erreur, il convient de
prendre un plus grand nombre de termes dans le développement (5) et de
modifier en conséquence la formule (12). Ainsi, si au lieu de la formule (5)
nous prenons une formule dont le membre de droite recéie cing termes,
autrement dit si nous ajoutons un terme d'ordre A*, nous obtiendrons d'une
maniere analogue au lieu de la formule (12) la formule
h h Sh 3

Vit = Vet Tk S AV + A Y+ AV
Ici yy+ est déterminé a partir des valeurs yy, Vi _1, Vi 2 €t Vi 3. Ainsi, avant
d'aborder les calculs suivant cette formule, il faut connaitre les quatre premiéres
valeurs de la solution : y,, y1, 2, v3. Lors du calcul de ces valeurs a I'aide des
formules du type (4) il convient de prendre cinq termes dans le développement.

Exemple 1. Trouver les valeurs approchées de la solution de I'équation
y=ytx
vérifiant la condition initiale
Yo =1 pour x,=0.
Déterminer les valeurs de la solution pour x =0,1 ;0,2 ; 0,3 ; 0,4.

Solution. Trouvons d'abord y, et y, & l'aide des formules (4) et (4'). Nous obtenons
de I'équation et des conditions initiales:
Yo =(+x),m =yo+xg =1+0=1.
Dérivant cette équation nous obtenons:
yll :yl + 1.
Par conséquent,
o=+, =1+1=2.
Dérivons encore une fois

=y .
Par consequent,
Yo=y5=2.
Portant dans I'égalité (4) les valeurs y,, yq, g et =0,1 nous obtenons:
0,1)> 0,1)°
Y1 :1+%-1+( 1) -2+( 1) -2=1,1103.
1 1.2 1-2-3

D'une maniére analogue nous trouverons pour #=0,2:
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0,0003

0,0003; l'erreur relative: p ~ 00,0002 = 0,02 % . (L'erreur absolue de la

1,5836 valeur de y, calculée par la méthode d'Euler est 0,06 ; l'erreur relative:
0,038 = 3,8 %.)

Exemple 2. Trouver les valeurs approchées de la solution de I'équation
Y=yt

vérifiant la condition initiale: y, = 0 pour x, = 0. Déterminer les valeurs

de la solution pour x =0,1; 0,2 ;0,3 ; 0,4.

Solution. Nous trouvons
y6 =07 +0% =0,
Vieo =200 +2x), =0,
Vi =200 23" +2) 5 =2
Nous obtenons des formules (4) et (4")
_(Op’
]

_(0,2)°
!

-2=0,0003, y,

¥ -2=0,0027

Nous tirons de 1'équation
¥o =0, »=0,0100, y5=0,0400.

A l'aide de ces valeurs nous composons les premiéres lignes du tableau, puis nous
déterminons les valeurs de y; et y, d'apres la formule (12).

2)2 2)}
¥, 214922, 027 5 02 7.
1 1-2 1-2-3
Connaissant yy, 1, ¥, nous obtiendrons a partir de 1'équation
Yo=Yot Xo=1;
yi=»+x=11103+0,1=12103;
Yy=yr +x,=1,2427+02=1.4427;
Ay =0,2103 ;
Ay;=0,2324;
A*yh=10,0221.
Dressons avec les valeurs obtenues le tableau suivant.
X y y’ Ay’ Azy’
X,=0 Vo= 1,0000 yo=1
Ay =0,21003
x1=0,1 yi=1,1103 »1=12103 A2y6=0,0221
Ay;=0,2324
x =02 =1,2427 vh=1,4427 A?y!=0,0244
Ay; =0,2568
x3=03 ¥3=1,3995 »3=1,6995
x; =04 Y,=1,5833

Nous tirons y; de la formule (12)

vy =1,2427+ % -1,4427 + % -0,2324 + % -0,0221=1,3995 .
Nous trouvons ensuite les valeurs pg, Aya, Azyi. Puis a l'aide de la méme
formule (12) nous trouvons

1 1
V4= 1,3995+0T’ -1,6995 +07’ -0,2568 +% -0,1-0,0244 =1,5833.
L'expression exacte de la solution de cette équation est
y=2¢"—-x-1.
Par conséquent, y,—g4 = 2¢% - 0,4 — 1 = 1,58364. L'erreur absolue est:

X y y’ Ay’ Aan
x=0 Yo=0 yo=0

Ay} =0,0100

x=0,1 1= 10,0003 »1=0,0100 A%y(=0,0200
Ay} =0,0300

x =0, $,=0,0027 v5=0,0400 A%y1=0,0201
Ay’ =0,0501

x;=03 $5=0,00900 | »3=0,0901

x3=0,4 14=0,0204
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Ainsi

V3 —00027+E 00400+% 00300+i2 0,1-0,0200 = 0,0090,

V4 —00090+E 0,0901+ E 0,0501+— 01 0,0201=0,0214

Notons que pour y4 les quatre premiers chiffres exactes aprés la virgule sont: y,
= 0,0213. (On peut les obtenir par d'autres méthodes plus précises permettant
d’évaluer l'erreur.)

§ 34. Méthode de Runge-Rutta

Soit donnée I'équation différentielle

Vv =fxy)

On demande de trouver la solution de cette équation satisfaisant aux conditions initiales
Y= Yo pOur x = x,. (2)

Considérons le domaine D du plan xOy (fig. 291a)
—A<x—x,<A4,
-B< Y—=Xo < B,

ou A4 et B sont des nombres positifs donnés.

Supposons qu'en chaque point M (x, y) du domaine D pour un 4

ﬂ
Y
Mﬂ@g,%)

2B

Fig. 291a
donné la solution de I'équation (1) puisse étre développée d'apres la formule de
Taylor jusqu'aux membres d'ordre 4* inclus.
2 3

Yt y)= y<x>+hy<x)+”—y(x)+h—y (x)+ L s (3)

ou A est une quantité bornée dans le domaine D.
| A | < Cou Cnedépend pas de x, y, .
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(Nous n'allons pas étudier les conditions auxquelles doit satisfaire f'(x, y)
pour que ce développement soit possible).
En posant
Ay=y(x+h)-yx),(4)
la formule (3) s'écrit sous la forme :

2 3

ar =" e o '"(x)+h4, NI FSVANE)

Par conséquent, si on connait la valeur y (x) au point x et les dérivées jusqu'au
4-iéme ordre inclus (les dérivées y' (x), ¥"(x), y"(x), y"V(x) peuvent étre tirées
de I'équation (1)), on peut déterminer Ay puis y (x + /). Toutefois il est plus
commode de calculer Ay par une autre méthode : la méthode de Runge-Kutta
exposée ci-dessous.

Donnons-nous les valeurs suivantes:

=hf(x,)

k
ky = hf(x+g,y+71j
(6)

h ky
ky=hf| x+—,y+—
3 f[x 5 y 2}

ky=hf(x+h,y+ky)

On peut alors montrer aux termes en h4 prés, que le Ay donné par la formule
(4) coincide avec le dy donné par la formule suivante

Ay = % (k] + 2k2+ 2k3 + k4) (7)

Indiquons comment a été obtenue cette équation sans nous livrer a tous les calculs.
De I'équation (1) nous tirons:

y'=f(xy)

LA f

y _8x+8y =5 f( X, )

. _0f 0 af A
e ey Tyla ey

A -\ v
De la méme maniére nous trouvons ™.

En substituant ces expressions dans 1'égalité (5) (\'A est négligé), on trouve Ay
exprimé en fonction de f (x, y), des dérivées partielles de f (x, y) jusqu'au
troisiéme ordre inclus et des puissances en h jusqu'a 4* inclus. Considérons &
présent les expressions (6) : développons au voisinage du point M (x, y) chacune
des fonctions f exprimant k,, ks, k4 d'apres la formule de Taylor pour deux
variables (cf. t. I. chap. VIII, § 17) jusqu'aux accroissements du troisiéme degré
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des variables. Il est évident que k&, ky, k3, k4 et, par conséquent, g (ky +

2kyt 2k; + ky) s'exprimeront en fonction de f (x, y), de ses dérivées partielles
jusqu'au troisiéme ordre inclus et des puissances en / jusqu'a /4 inclus. En
substituant les expressions ainsi obtenues dans 1'équation (7) nous vérifions que
nous avons bien affaire a une identité. Notons que les calculs se trouvent
sensiblement simplifiés si nous introduisons l'opérateur de dérivation *)

Revenons a présent a la solution de 1'équation (1) avec les con
ditions initiales (2).
Posons:
Y (X0) = Yo,

Xoth=x1, Y@ +h)=y, yi-yo=2M,

Xith=x, y@+th)=y, y-y=A4n,

Xt h=x, Y (X1 Th)=Ys Y=Y = A,
Commengons par chercher

»1=y (x+h).
Pour cela il nous faut connaitre
Ayy=y1-y, oubien y;=y,+ Ay.

Nous avons

kl(o) = hf (x9,¥0)

f £©
kY = hf| xo + =, yo +——
2 if| xo 2y0 5

3 O
KO = hf| x, +—, yy +—2—
3 1f| xo 2y0 )

k= hf (o +h,yo +557)
D'apreés la formule (7) nous pouvons écrire

Ay, = %(k;m +2k0 + kO +£0) (10)

et

V1= Yo+ Ay
y1 étant maintenant connu, cherchons y, Nous avons

" Pour une démonstration détaillée se reporter a l'ouvrage « Méthodes d'analyse
numérique » de B. Demidovitch. 1. Maron, E. Chouvalova (en russe).
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kK" =nf
1 i (x1,91)

h k(l)
kY = hf| x, + =,y +——
2 if | x, zyl 5

11

ky' =hf| x;+—,y +—
3 ] x) 2y1 )

kY =hf ey + oy + kD)

D'apreés la formule (7) nous avons Ay, =y, — y1. Ay, et y; étant connus, d'aprés
(4) y, est par conséquent déterminé. De la méme maniére on trouve ys, vy, et

ainsi de suite.

Pour trouver plus aisément les valeurs y1, y,, . . ., ¥, les résultats des calculs
sont groupés dans le tableau ci-dessous.

i X y k=hf Ay
Xo Yo
: w |
xo+ - u+ - (0)
2 4 2 ky
0 Ay,
k(o) k(O)
Xot+— Yo 2 3
° 2 0]
X0+h yo+h 4
. V1=yotAy
1 kl(l) kl(l)
x+ ﬁ nt—— 0
1 2 2 k2 Ay
(1) 2
4
b | g
ymzym»1+Aym
th kl(m) kl(m)
Xpt— Yot 2 k(m)
m 2 2 A
h kém) k(m) \Vim+1
Xt — Yt 3
2 2 £
wth (m) 4
X ym+ k3m
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La méthode de Runge-Kutta se préte facilement a la programmation.
Ajoutons que cette méthode est d'autant plus commode qu'on peut a chaque
étape choisir le pas approprié du calcul 4.
I1 est relativement difficile d'évaluer 1'erreur de la solution y (x) pour une valeur
donnée de x. On recommande néanmoins de recourir au procédé suivant (qui est
donné sans démonstration) pour obtenir par un choix judicieux de 4, le degré de
précision voulue.

—Xq
n

On cherche la solution y;, (x) avec le pas & = al et la solution y, (x) avec

2
le pas &, :—% .

On fait ensuite le module de la différence | y, (x) — y,, (x) |-
2
Si cette différence n'excéde pas 'erreur autoiisée, la solution y, (x) est
2
aceptable. Si au contraire cette différence excéde l'erreur autorisée, il faut alors

*

« h
se donner d'autres A* et b, = > et reprendre les calculs. Cette remarque

s'applique également a la méthode d'Adams.
Ilustrons la méthode de Runge-Kutta par la résolution d'un exemple simple ou
les calculs peuvent étre faits a la main.
Exemple. Trouver la solution de I'équation
y=x+ty
satisfaisant aux conditions initiales
Vo= 1pourx=0 surle segment [ 0;0,4].
Solution: Prenons 4= 0,1. Il nous faut, par conséquent, chercher les valeurs y;, s,
¥3, ¥4. En ce qui nous concerne

S y)=x+ty.
Nous avons:

K =hf (x,y)=0,1(0+1)=0,1

h & 0,1 0,1
KO = hf| xo +—, yo +—— | =01 | 14— |+| 1+—==||= 0,11
2 =M% 20T, 2 2
h K 0,1 0,11
KO = hf| xo +=,yo +—2— | = 0] | 14— |+| 1+—=— || =0,1105
3 if| xo 5 Yo 5 5 5

K = hf (xg +h,yo +5) = 0,1[(0+0,1)+ (1+0,1105)]= 0,12105

D'apres la formule (10) il vient

Ay, :%[0,1+2.o,11+2.o,1105+0,1210]=01103.
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D'apres la formule (4) nous obtenons
Vi=Yo T Ay =1+0,1103=1,1103.
Portons les résultats des calculs de y,, y3, y4 dans le tableau suivant.
i X y k=0,1 (x +y) Ay
0 1 0,1
0 0,05 1,05 0,11
0,05 1,055 0,1105
0,1 1,1105 0,1210 Ay1=0,1103
0,1 1,1103 0,1210
1 0,15 1,1708 0,1321
0,15 1,1763 0,1326
0,2 1,2429 0,1443 Ay,=0,1324
0,2 1,2427 0,1443
2 0,25 1,3149 0,1565
0,25 1,3209 0,1571
0,3 1,3998 0,1700 Ay=0,1569
0,3 1,3996 0,1700
3 0,35 1,4846 0,1835
0,35 1,4904 0,1840
0,4 1,5836 0,1984 Ay=0,1840
4 0,4 1,5836

Nous obtenons de la sorte les valeurs y, v,, y3, 4. Au paragraphe précédent nous avons
vu que la solution exacte de cette équati)n était

y=2"-x—-1,
V4= Ye=04= 1,58364.

§ 35. Méthode approchée d'intégration des systémes d'équations
différentielles du premier ordre

Les méthodes d'intégration approchées des équations différentielles considérées
aux §§ 32 et 33 peuvent étre appliquées également pour la solution des
systémes d'équations différentielles du premier ordre. Considérons maintenant
la méthod¢ des différences pour la solution des systémes d'équations. Nous
conduirons les raisonnements pour un syst¢éme de deux équations comportant
deux fonctions

inconnues. On demande de chercher les solutions du systéme d'équations

d
d—i=f1(x,y,z), )
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dz
5_f2(xayaz)7 (2)

vérifiant les conditions initiales: y = y,, z = z,, pour x = x,. Nous déterminerons
les valeurs des fonctions y et z pour les valeurs de la variable indépendante x,,
X1y X2y « « oy Xty Xiit1» « - -5 Xn. SOIt de nouveau
X =X, =Ax=h((k=0,1,2,...,n-1).(3)

Les valeurs approchées de la fonction seront notées

Yos V1 s oo s Vis Vickls + + 5 Vn
et respectivement

Zos Z1 5+ v w3 Zk 5 Zktls -+ +5 Zpe
Ecrivons les formules de récurrence du type (12) du § 33:

hooh. 5,
YVie1 = Vi +Tyk +5AJ//H +EhA2)’k72 “

h h 5
Zpg =2, +—z, +—Az,  +—hAz; (5
kel T ER TR TS A% T =2 5)
Pour aborder les calculs suivant ces formules il faut connaitre outre les y, et z,
donnés yy, y; z1, zo; nous trouverons ces valeurs par les formules du type (4) et
(4" du § 32:
2 2
— += ' + " + m’
Y1=Xo 1 Yo 5 Yo 3 Yo
2, 2, eh?
=y +—yy +
Y2a=DXo 1 Yo 2 0 3 0
2 2
zZ,=zg+—zy+—z5+—2zg
1T R0 T TR0 TR0 TR R

2h ,  (2h)? , 2k’
=zy+—zy+ +
Zy =2y 1 Zy 2 Zy 3 Zy

Pour appliquer ces formules il faut connaitre yo, yo, yo", zo, z;;,.a," que nous
allons maintenant déterminer. Nous tirons maintenant des équations (1) et (2)

Yo = f1(x0,Y0520)
zg = f2(x0, Y05 20)-
Dérivant les équations (1) et (2) et portant les valeurs x,, Vo, Zo, ¥ €t z( NOUS

" (o o o , 9 .,
=07 :(_1+_1y Lo
X=X,

trouvons

ox Ox 24
" " afZ 5f2 ! afz !
_ = | ===y +—==
ZO (Z )xfxo ( ax ax Y aZ : xX=x,
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Dérivant encore une fois nous obtenons yq et zg . Connaissant y,, y,, z1, 22
nous tirons des équations (1) et (2)
2 2
Yi> ¥as Z1s 23, Ay, Ayg, Azg, Az,
ce qui nous permet de composer les cinq premiéres lignes du tableau
¥ y y, Ayr AZyl z 7’ Az’ AZZr
r !
Xo Yo Yo Zo Z9
Ayg Azg
X Vi i Azy(’) z; zy AZZ(')
Ay| Az
R} »2 b2} Ay} z z) Az}
Ay) Az)
’ ’
X3 V3 V3 Z3 Z3

De formules (4) et (5) nous obtenons y; et z; et des équations (1) et (2) y3 et

z5. Calculant Ay} ,AZ yi ,Az’2 ,Azz{ ; nous trouvons en utilisant de nouveau
les formules (4) et (5) y4 et z4 et ainsi de suite.
Exemple 1. Trouver les valeurs approchées des solutions du systéme

y =z z=y
pour les conditions initiales : yo = 0, zo = 1 pour x = 0. Calculer les valeurs des
solutions pour x =0,1;0,2; 0,3 ; 0,4.

Solution. Nour tirons de ces équations
y (') = ZX:(,:L
Z( = Yr=o=0.
Dérivant ces équations nous aurons

Y6 = (M=o = (2)1=0 =0,
Zg = (Z”)x:o = (J/')x:(, =1
Y0 ="M= (2"=o= 1
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Z(')” [ (lel)x:‘): O}II)X:‘): 0.
Appliquant les formules du type (4) et (5) nous obtenons

Y =0+—1+ on* (01) -1=0,1002
T
v, =042 L0274 (02) 1=0,2013
1 1-2
A =142y oD 4, @-ozl,ooso
1 1.2 3
3
5 =122 L0274, ©O27 4 _ 10200
1.2 3

Des données obtenues nous tirons
»1 =1,0050, z; =0,1002,
v5=1,0200, z,=0,2013,
Ayo 0,0050,  Az;=0,1002,
w1 =0,0150, Az;=0,1011,
vy =0,0100, A’z =0,0009,

et nous composons ies cing premiéres lignes du tableau.
Nous trouvons a l'aide des formules (4) et (5)

V3 —02013+ﬂ 10200+% 00150+i 0,1-0,0100 = 0,3045

Z3 —10200+T 0,2013+—- 01011 —-0,1-0,0009:1,0452

et d'une maniére analogue

Bl 1
Va _03045+0T 10452+07 00252+% 0,1-0,0102 =0,4107

Z4 —10452+% 03045—1—021 01032+12 -0,1-0,0021=1,0809

11 est évident que les solutions exactes du systéme donné d'équations vérifiant les
conditions initiales seront y = sh x, z = ch x.

C'est pourquoi les quatre premiers chiffres exacts apreés la virgule seront

y4=sh 0,4=0,41075, z;=ch0,4=1,08107.
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x y y Ay A%y’
x=0 yo=0 yo=1
Ay} =0,0050
x1=0,1 »=0,1002 | »{=1,0050 y6=10,0100
Ay} =0,0150
=02 y=0,2013 | y5=1,0200 y1=0,0100
Ay} =0,0252
x=0,3 y=03045 | 5=1,0452
x3=0,4 14=0,4107
X y V Ay’ A’y
x=0 ze=1 zo=0
Az{=0,1002
=0,1 2=1,0050 | z{=0,1002 A%z}=0,0009
Az]=0,1014
=02 z=1,0200 | z5=02013 A%z4=0,0021
Az%=0,1032
=03 z=1,0452 | z5=0,3045
x4 = 0,4 z=1,0809
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Remarque. Comme les équations d' ordre supérieur et les
systémes d'équations des ordres supérieurs se raménent dans de
nombreux cas a un systéme d'équations du premier ordre, la méthode
exposée est également applicable a la résolution de ces problémes.

Exercices

Montrer que les fonctions ci-dessous dépendant de constantes arbitraires satisfont aux
équations différentielles en regard.

Fonctions Equations différentielles
1. y=sinx—1+Ce™™, ﬂ+ycosx:lsin2x
dx 2
2
d d d
2. y=Cx+C-C. & ——y—x—y+y=0
dx dx dx
2
3. y*=20Cx+C- yd—y +2xﬂ—y=o
dx dx
2 2
C dy dy
4. G o|l1-| = | [=(x?-y? —a?)=
d 1+C NWla) TO 77 7%
C d’ d’
5. y=Cix+—2+C, dr,3d7 _,
X dx®  x dx?
4’ d
6. y=(C+Cox)e’ + LY pp 2D j2y =
(k-1)?% dx* x dx
7. y:CIeaarcsinx+Cze—aarcsinx' (l_xZ)dzy_xﬂ_QZyZO
dx2 dx
C 2
8. y=—Ll+C,. dr. 24
x dx?  xdx

Intégrer les équations a variables séparables:

9. ydx—xdy=0.Rép.y=Cx.
10. (1+u) vdu+ (1 —=v) udv=0.Rép. Loguv+u—v=_C.
1. (I+y)dx—(1-x)dy=0.Rép. (1+y) (1 -x)=C

12. (* —xzz)ﬂ”2 ot =0.Rép. Bl 1og X =
dt Ix t

13.

14.

15.

16.

17.
18.
19.
20.

21.

22.

23.
24.
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1

(y—a)dx+x2dy =0 Rép.(y—a)=Ce*

2di— (1% —a?)dz Rép. 22 =cl=?
t+a
2
d_y:“_—xz Rép x:y+C
ax  1+y 1-Cy

(1+s)dt -+t ds=0 Rép. 24/t —arctgs =C
dp+ptg0dd=0 Rép.p=cos 6

sin 0 cos ¢ dO - cos 0 sin ¢ dp = 0. Rép. cos ¢= C cos 0.
sec26tg(pd9+secz(ptged(p=0.Rép.tg6tg(p=C.
sec2 O tg ¢ d +sec2 ¢ tg 6 dO =0. Rép. sin? 0 + sin’* ¢ = C.

(1+x%)dy—1— y*dx =0 . Rép. arc sin y —arc tg x = C.

VI—x?dy—/1-y2dx=0.Rép. yVl1-x? —xyJ1-y* =C.

3etgyde+(1—eY)sec’ ydy=0.Rép.tgy=C (1 -€.
(x—y2x) dx + (y —x*) dy=0.Rép. x** + y*=x* + C

Etablissement d'équations différentielles

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Montrer que la courbe dont la pente de la tangente en chaque point est
proportionnelle a I'abscisse du point de contact est une parabole. Rép. y
=ax*+C.

Trouver une courbe passant par le point (0, -2) telle que la pente de la
tangente en chaque point soit égale a I'ordonnée correspondante
augmentée de trois unités. Rep. y =¢" - 3.

Trouver une courbe passant par le point (1, 1) telle que la pente de la
tangente en chaque point soit proportionnelle au carre de 1'ordonnée de
ce point. Rép. k (x- 1)y -y+1=0.

Trouver une courbe dont la pente de la tangente en chaque point soit N
fois plus grande que celle de la droite réunissant ce point a l'origine des
coordonnées. Rép. y = Cx".

Faire passer par le point (2, 1) une courbe dont la tangente en chaque
point coincide avec le rayon vecteur mené de l'origine a ce point. Rép.
y=g %

Trouver en coordonnées polaires 1'équation d'une courbe telle qu'en
chaque point la tangente de 1'angle formé par le rayon vecteur et
latangente a la courbe soit égale a l'inverse changé de signe du rayon
vecteur. Rép. » (0 + O)=1.



164

32.

33.

34.

3s.

36.

31. Trouver en coordonnées polaires 1'équation d'une courhe telle qu'en
cha. que point la tangente de 'angle formé par le rayon vecteur et la
tangente a la courbe soit égale au carré du rayon vecteur. Rép. * =2 (0
+O).

Montrer que la courbe douée de cette propriété que toutes ses normales
passent par un point fixe est un cercle.
Trouver une courbe telle qu'en chaque point la sous-tangente soit égale

au double de 1'abscisse. Rép. y=C Jx .

Trouver une courbe dont le rayon vecteur soit égal a la portion de
tangente comprise entre le point de tangence et son intersection avec
I'axe Ox. Solution. D'apres les conditions du probléme
. . d dx . .,
‘l' ‘\/1 +y'? = \/x2 +y? , dou D+ Onobtient en intégrant
y y x

deux famillesde courbes : y=Cx et y = <
X

D'apres la loi de Newton, la vitesse de refroidissement d'un corps
quelconque dans l'air est proportionnelle a la différence des
températuras du corps et du milieu. La température de l'air étant de 20
°C, le corps se refroidit de 100° a 60 °C en I'espace de 20 minutes. On
demande en combien de temps sa température tombera a 30 °C.

Solution.L'équation différentielle du probleme est C;—T =k(T—-
t

20).0n trouve en intégrant 7— 20 = Ce; T=100 lorsque t=0; T'==
1

60 lorsque ¢ = 20; donc C = 80; on a 40 = Ce**, ok = (%) 20 par

1

conséquent, 7= 20 + 80 [%) 20 . Posant 7= 30, on trouve ¢ = 60

minutes.

On considére un entonnoir conique d'angle au sommet d = 60° et de
hauteur 10 cm. Au bout de quel temps T l'entonnoir sera-t-il vide,
sachant que I'eau fuit par une ouverture de 0,5 cm?* dans le fond?
Solution. Calculons de deux maniéres différentes le volume de
I'eau qui a coulé entre les instants ¢ et £ + At. A vitesse constante v, il
s'échappe en une seconde une colonne d'eau de section 0,5 cm? et de
hauteur v. Il s'échappe donc dans le temps At une quantité d'eau dv -
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dv=-0,5vdt =-0,3 /2gh dt *).Par ailleurs, la hauteur diminuant
avec I'écoulement, son accroissement dh est négatif et I'on a -dv

= w2 dh :g (h +0,7) dh.De sorte que %(h +0,7) dh=0,3

2gh dt d'ou t=0,0315 (10°% = 1°?%) + 0,0732 (10** = 1*?) + 0,078

(V10 — Jh ).Posant /# = 0, on obtient le temps d'écoulement 7= 12,5
S.

37. Le freinage d'un disque tournant dans un liquide est proportionnel a la
vitesse angulaire de rotation w. Trouver la dépendance entre la vitesse
angulaire et le temps si l'on sait que la vitesse angulaire du disque est
tombée de 100 tr/mn a 60 tr/mn en l'espace d'une minute. Rép.

0= 100(%)7 tr/mn.

38. On suppose que la pression d'une colonne d'air verticale en une section
donnée dépend de la pression des couches d'air supérieures. Trouver la
dépendance entre la pression et 'altitude sachant que la pression est de
1 kg/cm® au niveau de la mer et de 0,92 kg/cm2 & 500 métres
d'altitude. Indication. Se servir de la loi de Mariotte en vertu de
laquelle la densité d'un gaz est proportionnelle & sa pression.
L'équation ifférentielle du probléme est dp = -kp dh, d'ou p = &7,
Rép. p = 001k

Intégrer les équations différentielles homogeénes suivantes:

39. (y-x)dx+(y+x)dy=0.Rép.y* +2xy—x*=C.
40. (x+y)dx+xdy=0.Rép.x* +2xy=C.

— ; 2 2 %_ Yy _
41. (x+y)dx+(-x)dy=0.Rép.Log (x“ +y~) arctg — =C.
X

42. Rép.1+2Cy-Cx*=0.

43. (8y+10x) dx + (5 +7x) dy =0.Rép. (x + y)* @x + y)’ = C.
44. . Rép. .

45. (t-s)dt+tds=0.Rép. ou

46. xy* dy = (x’ +y°) dx. Rép. .

47. xcos L (ydx+xdy)=ysin R (x dy -y dx). Rép. xy cos R
X X X

" La vitesse d'écoulement v de I'eau par une ouverture se trouvant a la
distance % de la surface libre est donnée par la formule v= 0,6 /2gh ,oug

est l'accélération dans le champ de la pesanteur.
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courbe cherchée:a =5 ; OM = 0OQ, NM =y, NO=NO + OQ

Intégrer les équations différentielles suivantes se ramenant a des équations d
homogénes =—xyx? +y* =ycotgp= yd—i, d'ot ydy = (=x+yx> +y®)dx ;on

st A . 2_ 2
48. 3y —Tx+Tydx - Gx— Ty —3)dy=0.Rép. (x+y— 1) (x—y— 1 )= C. trouve par intégration y” = €+ 2Cx.

49. (c+2y+ 1) dx-(2x+4y+3)dy=0. Rép. Log (4x + 8y +5) +8y —4x Intégrer les équations différentielles linéaires suivantes

=C.
4y+5 ;

50. (r+2y+ 1) dx- (2x-3)dy=0.Rép. Log 2x-3) - 22> =, 57. .Rép.2y=(x+ 1)'+C(x+ 1)

2x-3 58. . Rép.

51. Déterminar la courbe dont la sous-normale est la moyenne 59. (x—x’)y' +(2x*— 1) y—ax’ = 0. Rép. .
arithmétique entre l'abscisse et 'ordonnée du point de la courbe ds ) . .
considérée. Rép. (x - y)* (x + 2y) = C. 60. @ cost+ssint=1.Rép.s=sin¢+ Ccost.

52. Déterminer la courbe dont le rapport du segment découpé par la d
tangente sur I'axe Oy au rayon vecteur est une constante. Solution. 61. & Lscost= ! sin 2¢. Rép. s =sin t— 1 + Ce™™".

d 2
y—-x dl X m C m 2)/ n
On a par hypothése ——2 =m dou | = | —|=| === 62. y'——y=e'x".Rép.y=x"("+ C).
[ 2 42 C X b X
y
53. Déterminer la courbe dont le rapport du segment découpé par la 63. y'+ n y= “ Rép.x"y=ax+C.
normale sur 1'axe Ox au rayon vecteur est une constante. Solution. X x"
dy 64. y+ty=e".Rép.ey=x+C.
y—x— 1
\ d. Vs _ - -
On a par hypothése ﬁm,douxzwtmz(x—@z 65. v+ 22y 120 Rép. y=22(14Ce).
x“+y X

54. Déterminer la courbe dont le segment découpé par la tangente sur 1'axe

Oy est égal a a sec 0, ou 0 est I'angle entre le rayon vecteur et 1'axe Ox. Intégrer les équations de Bernoulli:

. _Y . dy _
Solution.Commeonatg0= - et par hypothése y—xa =a sec 66. ' + 1y =x). Rép.y? (P+ 1 + Ce® )=1.
. dy ,x2+y2 . | % ,(%H,] 67. (1-x%)y —xy—axy* =0.Rép. (C\/l—x2 —az)yzl.
&onobnenty—xE:aT,dou y=7|e* e : 68. 3y’ —ay’—x—1=0.Rép. a’y’ = Ce™ —a(x + 1)1
1, 1,
=y =y
55. Déterminer la courbe dont le segment découpé par la normale sur I'axe 69. y' (¥y +xy) = 1. Rép. x[(z —yhe? + C} =e?
Oy est égal a la distance du point considéré a I'origine des coordonnées.
Solution.Le segment découpé par la normale sur I'axe Oy est égal 70. (v Logx —2) y dx=x dy. Rép. y (Cx* + Log x* + 1) = 4.
N X \ X "o _ .
a y+— ;onadonc par hypothese y+— = \/xz +y2 d'ou x*= 71. y—y'cos x =" cos x (1 — sin x). Rép. y = w
y y sinx+C
C2y+ Q).
56. Trouver la forme d'un miroir tel que les rayons issus d'un point O Intégrer les équations suivantes aux différentielles totales:

soient réfléchis parallelement a une direction donnée. Solution.
Confondons cette direction avec 1'axe Oz et soit O l'origine. Soient
OM le rayon incident, MP le rayon réfléchi, MQ la normale a la
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73.
74.

75.

76.
71.

78.

79.

80.

81.

82.

&3.

84.

3

72. (3 +y) dx+ (x —2y) dy = 0. Rép. %+yx—y2 =C.

(v —3x%) dx — (4y—x) dy=0.Rép. 2y*—xy +x’=C.

(0’—x)y' =y.Rép. y*=4xy + C.

2 2
b4 2—1 dvt| Lo X ~ldy=0 Rép.Log -,
(x-y)° x Yo o(x-y) X ox-y
2 (3xy2 +2x°) dx +3 (2x2y + yz) dy=0. Rép. ¥+ 3x2y2 -i-y3 =C.

M QADD o pep Log (x+y) ——— =

(x+)? x+y
3y? 2yd
%-ﬁ—% dxz%.Rép.szryZ:CxS.
X X x
2 2
dy—y“d
LyzxzolRép_ Y _c
(x=y) x=y
dx — xd
xdx+ydy=%.Rép.x2+y2—2arctg Toc.
x“+y y

Trouver les courbes jouissant de cette propriété que le produit du carré
de la distance d'un point quelconque pris sur la courbe considérée a
l'origine des coordonnées par le segment découpé par la normale sur
l'axe des abscisses est égal au cube de l'abscisse du point. Rép. y (2x* +

2
y)=C.
Trouver les enveloppes des familles de courbes suivantes: a) y = Cx +
CRép. X +4y=0.b)y= = + C*.Rép. 27 = 4’. ¢) = - = =
C Cc 3

Rép. 27y =x".d) Cx+ Cy—1=0.Rép. y* +4x=0.¢) (x—C)’ + (y —
CY=C.Rép.x=0;y=0.f) (x—CP +)’=4C. Rép. )’ =4dx + 4. g) (x
—CP+(-Cy=4.Rép. (x—y)*=8.h) Cx*+ Cly=1.Répx*+ 4y =
0.

Une droite se déplace de telle maniere que la somme des segments
qu'elle découpe sur les axes de coordonnées est égale a une constante a.
Chercher l'enveloppe de cette famille de droites. Rép.

Vi) — gl
x/?2 +y/%2 =a’? (parabole).
Trouver I'enveloppe d'une famille de droites telles que les axes de
coordonnées découpent sur ces droites des segments de longueur

2 2 2
onstante a. Rép. xé +yA = aé
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85. Trouver I'enveloppe d'une famille de cercles dont les diamétres
sont les doubles des ordonnées de la parabole y* = 2px. Rép. y* = 2p

-

86. Trouver l'envelorpe d'une famille de cercles centrés sur la parabole 1
=2px et passant par le sommet de la parabole. Rép. La cissoide x° + y2
(x+p)=0

87. Trouver I'enveloppe d'une famille de cercles dont les diamétres sont les
cordes de I'ellipse % + a*y* = a®b* perpendiculaires a l'axe Ox.

E S

a’+b* b’

88. Trouver la développée de I'ellipse b°x* + a’y* = a’b” en tant

2 2 2
qu'enveloppe de ses normales. Rép. (ax)A + (bx)A = (a2 -b? )A

Rép.

Intégrer les équations suivantes (équations de Lagrange) :

89. y=2xy'+ % Rép.

90. y=xy?+ . Rép. . Intégrale singuliére: y = 0.

91. y=x(1+y)+ ()% Rép.x=Ce” —2p+2; y=C (p+ 1)e? —p* + 2.

92. y=yy? +2x)'". Rép. 4Cx = 4C* — .

93. Trouver la courbe & normale constante. Rép. (x - C)* + y* = d*.
Intégrale singuliére: y =+ a.

Intégrer les équations de Clairaut:

94, y=xy'+y' - y° Rép.y = Cx + C — C. Intégrale singuliére: 4y = (x +
1%

95. y=xy'+4/1-y'? Rép. y=Cx+v1-C? .Intégralesinguliére;y” — x*

=1.
96. y=xy'+)".Rép.y=Cx+ C.

97. y=xy' +i' .Rép. y=Cx +% . Intégrale singuliére: y*= 4x.
y

1 . .
98. y= xy'—T .Rép. y= Cx—é . Intégrale singuliére : y° = —%xz
y

99. L'aire du triangle formé par la tangente a une courbe et les axes de
coordonnées est constante. Trouver cette courbe. Rép. L'hyperbole

équilatére 4xy =+ a°, ainsi que les droites de la famille y = Cx + aVC .
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100.Trouver une courbe telle que le segment de sa tangente compris
entre les axes de coordonnées ait une longueur constante a. Rép.

2 2 2
y= Cx+L. Solution singuliére : xé +y4 = aé .

V1+C?
101.Trouver une courbe telle que la somme des segments découpés par ses
tangentes sur les axes de coordonnées soit égale a la constante 2a.

Rép.y=Cx— lZaC . Solution singuliére: (y —x — 2a)* = 8ax.

102.Trouver les courbes telles que le produit des distances de deux points
donnés a la tangente soit constant. Rép. Des ellipses et des hyperboles.
(Trajectoires orthogonales et isogonales.)
103. Trouver les trajectoires orthogonales de la famille de courbes y = ax”.
Rép. x* + ny* = C.
104. Trouver les trajectoires orthogonales de la famille de paraboles y* = 2p
X

(x - o) (o est le paramétre de la famille). Rép. y=Ce 7.
105. Trouver les trajectoires orthogonales de la famille de courbes x* - y* =

o (o étant le parameétre). Rép. y = <
x

106. Trouver les trajectoires orthogonales de la famille de cercles x* + y* =
2ax. Rép. Les cercles y=C o2+,

107.Trouver les trajectoires orthogonales des paraboles égales tangentes en
leurs sommets a une droite donnée. Rép. Si le parametre des paraboles
est 2p et si Oy est la droite donnée, I'équation des trajectoires sera

3
y+C=z Exé
3Np

x3

108. Trouver les trajectoires orthogonales des cissoides y? = 3 Rép.

a—-x
(x*+yH)? =c(y? +2x?).

109. Trouver les trajectoires orthogonales des lemniscates (x* + *)* = (x” -
yz) a*. Rép. (x* +)*)P = Cxy.

110.Trouver les trajectoires isogonales de la famille de courbes
x? = 2a(y— x\/g ), ou a est un parametre variable, sachant que 1'angle

entre les cou-f Ees et leurs trajectoires est ® = 60°. Solution.On

trouve 1'équation différentielle de la famille de courbes y' = 2 V3
x

. —tgo .
et I'on remplace )" par I'expression g = & .Si®=60°o0na
I+ytgm
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-3 . .
q= i et on obtient I'équation

1++/3 '
difforenticile 2 =3 _ 2
1+ y’\/§ X
V3 ) donne la famille des trajectoires cherchées.
111.Trouver les trajectoires isogonales de la famille de paraboles y* = 4Cx,

-3.L intégrale générale y* = C (x —y

6 2y—x
——arctg —
sachant que o = 45°. Rép. y* — xy+ 27 = CeV7 7
112. Trouver les trajectoires isogonales de la famille de droites y = Cx pour

o = 30°, 45°. Rép. Les spirales logarithmiques

5 2 2\/5 arctgi
X" +y =e *

2 ar tyZ
X2+ y2 =e T

113.y = Cie"' + Cye™. Eliminer C) et C,. Rép. y" -y =0.

114. Ecrire 1'équation différentielle de tous les cercles d’un plan. Rép. : (1+

(]

yH -3y =0

115.Ecrire I'équation différentielle de toutes les coniques a centres ayant
pour axes principaux Ox, Oy. Rép. x (" + %) - y'y = 0.

116.0n se donne I'équation différentielle y' - 2y" - y' + 2y =0et sa
solution générale y = C,e* + Coe™ + Cse™*. On demande : 1) de verifier
que la famille de courbes données est bien la solution générale ; 2) de
trouver la solution particuliére correspondantax=0:y=1,y'=0,)" =

-1.Rép. y :%(9(3" +e ™ —4e™).

117. On se donne I'équation différentielle y” = % , et sa solution générale
y

2 3 . .
y=4% 3 (x+C )A + C, .1) Vérifier que la famille de courbes données

est bien l'intégrale générale ; 2) trouver la courbe intégrale passant par
le point (1, 2) et dont la tangente en ce point forme avec l'axe positif

. 275 4
Ox un angle de 45°. Rép. y = N X +§

Intégrer les équations différentielles simples suivantes se ramenant a des
équations du premier ordre
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118.xy" =2. Rép. y = x* Log x + Cx*> + Cox + C5 ; donner la solution
particuliére satisfaisant aux conditions initiales: x=1,y=1,)'=1, "
=3.Rép. y=x*Logx+ 1.

] m+n

. n-1

+Cix" 4+ +Cx+C,.

119" =x" Rép. y = oy

120.y"= a’y. Rép. ax = Log (ay + yJa’y? +C, ) +Cyouy = Cy ™+ Cre™.
" a

121. y" = —-. Rép. (Cix+ Cy)=Cp’—a.

Dans les exemples 122-125, écrire la solution particuliére satisfaisant aux
conditions inltiales: x =0,y =-1,)'=0.

X

122. xy" - y' =x%¢" Rép.y=¢" (x - 1)+ Cyx* + C,. Solution particuliere: y =

e (x-1).
123.9" - (0")* + (")’ = 0. Rép. y + C; Log y = x + C,. Solution par ticuliére
y=-1.

124" + )" tgx=sin 2x. Rép. y=C, + C; sinx - x - % sin 2x. Solution

particuliére : y=2 sinx - sinx cos x - x - 1.

125. (" + (')* = @ Rép. y = C, - a cos (x + C). Solutions particu lieres:
y=a—-1l-acosx;y=acosx-(a+1). Indication.Forme
paramétrique y" =a cos ¢,y =asin t.)

1 2 3
126y":TRép y:ig(x+C1)A +C2
y

127" = y"%. Rép. y = (Cy - x) [Log (C; - x) - 1]+ Cox + C3.
128"y - 3y"* = 0. Rép. x = C)” + Cyy + C3.

Intégrer les équations linéaires différentielles suivantes a coefficients
constants:

129."=9y. Rép. y = Cie* + G, e™

130.y" +y=0.Rép. y=4 cos x + B sin x.

131.y"-y'=0.Rép. y = C; + Cye".

132"+ 12y =Ty, Rép. y = Cie™ - Cre™.

133" —4y' + 4y =0. Rép. y = (C, + Gy x) 2.

134.)" +2y'+ 10y = 0. Rép. y = €™ (4 cos 3x + B sin 3x)
—3+Jﬁx —3-«/?r

135" +3)'=2y=0.Rép. y=Cie 2 +Che 2

136.4y" — 12y + 9y = 0. Rép. y = (C, + C>x) &>
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137"+ +y=0.Rép. y=e 2" [m{@ x}Bsh{g xﬂ

138.Deux masses identiques sont suspendues a un ressort a boudin. On
suppose que l'une des masses se détache et on demande de trouver le

mouvement de ' autre. Rép. x =a cos[ £ tj ,ou a est I' allongement

a
du ressort sous I'action d'une seule masse au repos.

139. Un point matériel de masse M est sollicité par deux centres, les forces
étant proportionnelles a la distance. Le coefficient de proportionnalité
est k. La distance entre les deux centres est 2c. Le corps se trouve a
l'instant initial sur la ligne des centres a la distance a du milieu. La
vitesse initiale est nulle. Trouver la loi du mouvement du point. Rép.

X=acos| ,[— t
m

140. YV - 59" + 4y = 0. Rép. y = Cie* + Cre™ + C3¢™ + Cpe™
141. y™ - 2p" - y' + 2y =0. Rép. y = Cie™ + Coe" + C3e™.
142.y" - 3ay" + 3a*y' - @’y = 0. Rep. y = (C, + Cox + C3x?) e,
143,V - 4y" = 0. Rép. y=C, + Cox + Cx* + Cse™ + Cse™.

144" + 2y"+ 9y =0.Rép.y=(C; cos Y2 x+ C; sin \/5 x)e™ +(C; cos

x/Ex+C4sin \/Ex)e".
145" - 8y" + 16y = 0. Rép. y = C1™ + Coe™ + Cs xe™ + Cyxe™,
146" +y = 0. Rép.

X X
y= eV? C, cosi+C2 sin—= |+e V2 C, COSL+C4 sin —— ,
V2 V2 V2 V2
147.y" - a*y = 0. Trouver la solution générale et mettre en évidence la
solution particuliére satisfaisant aux conditions initiales: x, =0,y =1,
¥'=0,y"=-d% »" = 0. Rép. Solution générale: y = Cie™ + Coe™ + C;
cos ax + C4 sin ax. Solution particuliére : y, = cos ax.
Intégrer les équations différentielles avec seconds membres ; trouver la

solution générale;

148.0" —7y' + 12y =x. Rép. y=C,e’* +C e* + 121);17
149.5" ~ s = 1+ 1. Rép.s = G e+ Coe '+ L1
a

. 1 .
150" +y' — 2y =8 sin 2x. Rép. y=C & + C, e - 3 (6 sin 2x + 2 cos 2x).



151" —y=5x+2.Rép. y=Cie" + Cre™ — 5x — 2.

t
e

(a-1>

152.5" —2as' +a’s=e€' (@ #1). Rép. s = C, " + Cyt " +

153"+ 6y' + 5y = . Rép. y = Cie™ + Coe™ + % e,

154" + 9y = 6¢™. Rép. y = C, cos3x + Cysin 3x + % e,

155" —3y'=2—6x. Rép. y=C,+ Co ™ + x°.
156.y" —2y' + 3y =¢"cos x. Rép. y = ex (C| cos \/Ex + Cysin \/E x)+

—X

(5 cos x — 4 sin x).

157.y"+ 4y =2 sin 2x. Rép. y = C; sin 2x + C, cos 2x — %cos 2x.

158" —4y" + 5y =2y =2x+ 3. Rép. y = (C, + Cox) € + C3e™—x — 4
159" — a*y = 5a%¢™ sin ax. Rép. y = (C; — sin ax) €™ + Cre™ + C; cos ax+
C, sin ax.
160" +2a*" + a*y = 8 cos ax. Rép.y = (Cy+ Cax) cos ax + (Cs + Cyx) sin
2
ax- — €os ax.
a
161.Trouver la courbe intégrale de I'équation "+ k*y = 0 passant par le
point M (x,, y,) et tangente en ce point a la droite y = ax. Rép. y=y, cos

k(x—x0) + % sin k (x — xo).

162.Trouver la solution de I'équation y" + 2/ky' + n’y = 0, satisfaisant aux
conditions initiales y=a, y'=C pour x=0.Rép. Si & <n,

y=e ™ acos\n®—h> x+ﬂsin\/nz—h2 X,
n?—h?
Sih=n,

C+a(h+\/n2—h2) —(h—«/mj\ C+a(h—m) —(MWT

- e

y= e
24n? —h? 2/n? —h?

163.Trouver la solution de I'équation y" + n’y = A sin px (p # n), satis
faisant aux conditions: y = a, ' = C lorsque x = 0. Rép.

2_2_
Cl”=p)=hp s

y =acosnx+ 5 5 5
n(n®—p-) n“-p

in px ..
p Smp
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164.Un poids de 4 kg accroché a un ressort 1'allonge de 1 cm. Trouver
la loi du mouvement du poids, sachant que I'extrémité supérieure du

ressort effectue des oscillations harmoniques y =sin/100g ¢, y étant

I'¢longation verticale. Solution. Soit x 1a coodonnée verticale du
poids comptée a partir de la position de repos. On a
4 d?
__2x =—k(x—y—1[), oul est la longueur du ressort détendu et k =
g dt

2

400, comme il résulte des conditions initiales. On en déduit d_zx +
dt

100 gx = 100 g sin 4/100g ¢+ 100 Ig. On cherchera une intégrale

particuliére de cette équation sous la forme ¢ (C; cos +/100g ¢ + C,

sin 4/100g ¢ ) + 1, étant donné que le premier terme du second membre

de 1'équation entre dans la solution de 1'équation homogene.

165.Dans le probléme 139, la vitesse initiale est égale a v, et elle est dirigée
perpendiculairement a la droite entre les centres. Trouver la trajectoire.
Solution. Prenons l'origine des coordonnées au milieu du segment
reliant les deux centres ; les équations différentielles du mouvement

s'écrivent:
2 2

m —Z == K(C = x) = k(C+x) = ~2kx,m % = ~2ky Conditions
t t

. e dx d
initiales a l'instant = 0: x = a; 7 =0; y=0; Y _ vy On trouve en
t t

o 2k 2k .| |2k )
intégrant x=acos| ,[— 1|, y=vy,[—sin| . [—1¢ d’ou
m m m

2 2

2k .
x_2+y > =1(ellipse).
a my

166.Un tube horizontal tourne autour d'un axe vertical avec une vitesse
angulaire constante ®. Une bille glisse dans le tube sans frottement.
Trouver la loi du mouvement de la bille sachant qu'a l'instant initial
elle se trouve sur l'axe de rotation et sa vitesse initiale est v, (selon
I'axe du tube). Indication. L'équation différentielle du mouvement est

2
%:mzr .Conditions initiales: » = 0, %:vo lorsque ¢ = 0. On

Yo

trouve en intégrant. rzz—[e‘”' —e"’”]Appliquer la méthode de la
o
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variation des constantes a l'intégration des équations différentielles
suivantes
167.y" —7y' + 6y = sin x. Rép.
168.y" +y=sec x. Rép. y = C;cos x + C, sin x + x sin x + cos x Log cosx.

1 .
.Rép. y=Cj cosx + C; sinx ~/cos2x .

cos 2x+4/cos 2x

Intégrer les équations différentielles suivantes des divers types:

169. y"+y =

1 _ _Cy(x—
170.3y" = y* +1. Rép. y TN [ec‘(x € e Gl CZ)].
1

2 2
dy—y“d
_LyzxzolRép_ i
(x=y) x=y
172y =xy? + y?. Rép. y = (Wx+1+C)* .Solutions singuliéres : y=0; x +
1=0.
173.y"+x =sec x. Rép. y = C, cos x + C;, sin x + x sin x + cosx Log cosx.

171 =C.

174.(1+x2)y'7xy7a =0.Rép. y=ax+C 1+ x?

sin?
l75.xcoslﬂ:ycosl—x Rép.xe * =C
X dx X

2x

176.y" — 4y = €* sin 2x. Rép. y = Cye > + C e - 620

177.xy' +y—y*Log x=0. Rép. (Logx + 1 + Cx) y = 1.
178.2x+2y—1)dx+(x+y—-2)dy=0.Rép. 2x+y -3 Log(x +y+ 1) =
C

(sin2x+2cos2x).

179.3¢" tgy dx + (1 - €") sec2 y dy =0.Rép. tg y = C (1 — &

Intégrer les systémes d'équations différentielles:

d d . . - o
180. 2 = y+1, 7); = x +1 Indiquer la solution particuliére satisfaisantaux

dt

conditions initiales x =-2,y =0 pour £ = 0. Rép. y = C,e' + Coe” — 1, x
= (e — Cye’ — 1. La solution particuliére est: x* =e'— 1, y*=¢" - 1.
d d . . -

181. 7x =x-2y, d_Jt} =x—y . Indiquer la solution particuliére
t

correspondant aux conditions initiales x = 1, y = 1 pour = 0. Rép. y =
Cicost+ Cysint,x=(C;+ Cy) cos t+ (C,— C)) sin ¢. Solution
particuliére x* = cos ¢ — sin ¢, y¥= cos £.

182.

183.

184.

185.

186.

187.

188.

dx dy .
4E—E+3x—slntRép x:CIe—t :C2e—3l
ﬁ+y=cost y=Cie™ +3C,e™ +cost
dt
y_
dr? RS x=Cie' +Cre™" +C5cost+C,sint
ép.
dzx_y y=Cie' +Che™ —C;ycost—Cysint
dr?
15
2 x=C +Cyt+Cyt* ——1* +e
ay 2y+ﬂ+x:e, 61
:’ o Rép. = Cy=(Cy +2C3 )= (C, =i’
=l 1 1
dt dt —— Gyt +—1* ¢
3 24
dy
Y_ ., ~
dx 7 Répy=(C1+CZX)e 2
ﬁ:_y_3z 2=(C,=C = Cyx)e™™
dx
dy
E-i_z 0 Ré y=Ce® +Cre ™
ep. oy
G4y 2=2ACET =G ™)
dy .
E+2y+z-s1nx R y=C; +Cyx+2sinx
ép.
2 cosx P =20, ~C,(2x+1)-3sin x—2cos x
dx
dx
o UtE ~t 2t
dt x=Cie" +C,e
d
7’? =x+z Rép.y=Cye™ +Cre*
d z=~(C, +C3)e™" +Che”
sz-i-y

177
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189. Rép.

b _x
dx z

r Rép.
e _x 2 32 _ .
a2 P TRt Tk

< N

190.

Etudier la stabilité de la solution x = 0, y = 0 pour les systémes d'équations
différentielles suivants :

& =2x-3y
191,14 Rép. Instable.
ﬂ =5x+6y
dt
dx =—-4x-10y
192, 4% Rép. Stable.
@ _ x=2
di 7
& =12x+18y
193, Z’ Rép. Instable.
ly
D 812
d '

194. Trouver les valeurs approchées des solutions de I'équation y' = + x,
vérifiant les conditions initiales : y = 1 pour x = 0. Trtiuver les valeurs.
des solutions pour les valeurs x = 0,1 ; 0,2 ; 0,3 ;0,4 ; 0,5. Rép. y,—05 =
2,235.

195. Trouver la valeur approchée y, - 4 de la solution de 1'équation

1 . e
y'+—y =e" vérifiant les conditions initiales : y =1 pourx = 1.
X

Comxparer le résultat obtenu avec la solution exacte.
196.Trouver les valeurs approchées x4 et ¥4 des solutions du systéme

. dx d . .\ .
d'équations = =y-x, 7)} = —x —3y vérifiant les conditions initiales:
t t
x=0,y=1 pour ¢t = 1. Comparer les résultats obtenus avec les valeurs

exactes.



Chapitre XIV

INTEGRALES MULTIPLES

§ 1. Intégrale double

Soit dans le plan Oxy un domaine fermé *) D limité par une courbe L.
Soit donnée dans le domaine D une fonction continue
z=f(x ).
Partageons le domaine D en n domaines partiels par des courbes quelconques
AS], ASz, AS3, ey AS,,

(fig. 292). Pour ne pas alourdir I'écriture, nous désignerons également par Asj, .
., As, les aires de ces petits domaines.
Choisissons dans chaque As; un point P;
arbitraire (intérieur ou sur la frontiére) ; on aura
donc 7 points:
P],Pz, .. .,P,-,.
Soient f'(Py), f (P2), . . ., f (P,) les valeurs de la
fonction en ces points;
formons la somme de produits f(P;) As;
Va=f(P1) Asi +f(Py) Asy + .. A f(Py) As, =

D FP)HAs; (1)
g T i=1
tre e qui est appelée somme intégrale de la fonction f'
(x, ) dans le domaine D.
Si > 0 dans D, on pourra se représenter géométriquement chaque terme f (P;)
As; comme le volume du cylindre élémentaire de base As; et de hauteur f'(P;).

La somme V, est la somme des volumes des cylindres ¢lémentaires, c.-a-d. le
volume du corps en « escalier » représenté sur la fig. 293.

Considérons une suite arbitraire de sommes intégrales formées pour la fonction
f(x, y) dans le domaine D

* . . ’ . . . r :
Un domaine D est dit fermé s'il est limité par une courbe fermée et si 1'on
considére que les points frontiéres appartiennent au domaine.
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pour divers découpages de D en domaines partiels As;. On supposera que le plus
grand diamétre des As; tend vers zéro lorsque n; — 0. On a alors le théoréme
suivant que nous ne démontrerons pas.

Théoréme 1. La fonction f (x, y) étant continue dans le domaine fermé D, la
suite (2) de sommes intégrales (1) a une limite lorsque le plus grand diamétre
des domaines partiels As; tend vers zéro

A}
LS

7

A

R

Fig.293 Fig. 294
et que n — . Cette limite est la méme quelle que soit la suite (2), c.-a-d. qu'elle
ne dépend ni du mode de découpage de D en domaines partiels As; ni du choix
du point P; dans As;.
Cette limite est appelée intégrale double de la fonction f'(x, y) sur le domaine D
et on la désigne par

IJf(P)ds ou ij(x,y)dxdy
D D

c.-a-d.

diamAs; —0

im 3 (P, = [[ree v ay
i=1 D

D est appel¢ le domaine d'intégration.

Si f'(x, y) >> 0, l'intégrale double de la fonction f (x, y) sur le domaine D est
égale au volume Q du corps limité par la surface z = f (x, y), le plan z =0 et la
surface cylindrique dont les génératrices sont paralléles a I'axe Oz et s'appuient
sur la frontiére de D (fig. 294).

Considérons encore les théorémes suivants sur l'intégrale double.
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Théoréme 2. L'intégrale double de la somme de deux fonctions ¢ (x, y) + y
(x, y) sur un domaine D est égale a la somme des intégrales doubles de chacune
des deux fonctions étendues a ce domaine

[T, v+ wee »0kis = [[ o, vyds-+ [ [wee, vids
D D D

Théoreme 3. On peut sortir un facteur constant de sous le signe
d'intégration double si a = const, on a

J..[ ap(x, y)ds = ajj(p(x, y)ds
D D

On démontre ces deux théorémes exactement comme les théorémes
correspondants sur les intégrales définies (voir t. I, ch. XI, § 3).

Théoréme 4. Si le domaine D est constitué de deux domaines partiels D, et
D, sans point intérieur commun et si f (x, y) est
continue en tous les points de D, on a

[ reeyasdy = [[ 1o ydedy+
D D, (3)

7 > Démonstration. On peut représenter la
Fig. 295 somme intégrale dans D sous la forme (fig. 295)
D FB)As; =Y F(P)As + Y f(P)As; (4)
D D, D,
la premiére somme contenant les termes relatifs aux domaines partiels de D, et
la seconde, les termes relatifs aux domaines partiels de D,. En effet, l'intégrale
double ne dépendant pas du mode de découpage, nous découperons le domaine
D de telle fagon que la frontiére commune de D; et de D, soit aussi une
frontiére des domaines partiels As;. Passant dans I'égalité (4) a la limite lorsque
As; — 0, on obtient I'égalité (3). Ce théoréme subsiste lorsque D est formé d'un
nombre arbitraire de domaines disjoints sans points intérieurs communs.

§ 2. Calcul des intégrales doubles

Considérons un domaine D du plan Oxy tel que toute parallele a I'un des axes de
coordonnées, par exemple a Oy, et passant par un pointintérieur *)du
domaine coupe sa frontiére en deux points N, et N, (fig. 296).)

* . . R . a
Un point intérieur est un point ne se trouvant pas sur la frontiere.
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Nous supposerons que, dans le cas considéré, D est limité par les courbes y = ¢,
(%), ¥y =@, (x) et les drones x =a, x = b et que

1 () <02 (x), a <D,
les fonctions ¢; (x) et ¢, (x) étant continues sur le segment [a, b]. Nous
conviendrons d'appeler ce domaine régulier selon 'axe Oy.On définit de la
méme maniére un domaine régulier selon LY
l'axe Ox. Un domaine régulier selon les deux
axes de coordonnées sera dit simplement
domaine régulier. La fig. 296 donne un
exemple de domaine régulier.
Supposons f'(x, y) continue dans D.
Considérons l'expression

Y4z

b @(x)
1y =[| [ 1y |ax s e
a\ ¢(x)
que nous appellerons intégrale double ou Fig. 296

somme double de la fonclion f (x, y) sur D.
Dans cette expression, on calcule d'abord l'intégrale entre parenthéses,
l'intégration étant. faite par rapport a y, et x étant considéré comme constant. On
trouve apres intégration une fonction continue *) dex:

0, (x)

o= [ /G y)dy
@1 (x)
Intégrons maintenant cette fonction par rapport a x entre les bornes a et b:

b
I, = J.CD(x)dx

On trouve en définitive un nombre constant.
Exemp 1l e. Calculer I'intégrale double

1(x?
]D:J. J.(x2+y2)dy dx
0\ 0

Solution. Calculons d'abord l'intégrale interne (entre . parenthéses)
2

2 33 (x?)? 6
®(x):-[(x2+y2)dy= x2y+T ZX2X2+TZX4+T
0 0

Intégrons maintenant la fonction obtenue de 0 a 1:

* Nous ne démontrerons pas la continuité de la fonction @ (x).
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1

of 4+ x¢ 5 X 11 26

j X'+ —|dx=|—+—| =—+—=—

o 3 5 3.7 0 3 21 105

Le domaine d'intégration D est le domaine limité par les courbes (fig. 297)
yZO,xZO,y:xz,x: 1.

I1 arrive que le domaine D est tel que 1'une des fonctions y = ¢ (x), y = ¢, (x)

ne peut étre donnée par une seule expression

y y=0,(x)
¥
!

P l !

3 { !
‘ ! : L
ﬁ 7 a c 7 T

[ 1z |
Fig. 297 Fig. 298

analytique dans tout l'intervalle de variation de x (de x = a a x = b). Soit, par
exemple,a <c<bet
¢ (x) =y (x) sur le segment [a, c],
@1 (x) =y (x) sur le segment [c, b],
Wy (x) et ¢ (x) étant des fonctions données analytiquement (fig. 298).
On écrira alors l'intégrale double comme suit

b [ ®2(x) ¢ ®2(x) b ®2(%)
[| [reenarlac= | [remay g [| [ rema -
a\ ¢i(x) a\ ¢i(x) c\ o)
c [ @2(x) b [ 92(x)
[remay s+ [| [ ey jax
a\ y(x) e\ 1)

On a écrit la premiére égalité en vertu de la propriété connue des intégrales
définies et la seconde parce que 1'on a @; (x) = y (x) sur le segment [a, c] et ¢,
(x) =y (x) sur [c, b].

Une transcription analogue pour l'intégrale double a lieu lorsque la foncfion @,
(x) se décompose en différentes expressions analytiques sur le segment [a, b].
Etablissons quelques propriétés des intégrales doubles.

Propriété 1. Si l'on diuise un domaine D régulier selon Oy en deux
domaines D, et D, par une paralléle a l'axe Oy ou a l'axe Ox, l'intégrale double
Ip sur D est égale a la somme d'intégrales analogues sur D, et D,
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Ip=1Ip +Ip, . (1)
Démonstration.a) Supposons que la
droite x = ¢ (a < ¢ < b) partage le domaine
D en deux domaines réguliers selon
Oy ) D, et D,. Alors

b ®2(x) b
Iy = j If(x, y)dy |dx = f@(x)dx =

a\¢(x) a

‘C[ O(x)dx + ‘}f O(x)dx =

c(92(x) b 92(x)
[remay s+ [| [ reamay ax=15 +1,
a\ ¢ (x) ¢\ 9;(x)

b) Supposons que la droite y = h partage le domaine D en deux domaines
réguliers D; et D, selon Oy comme sur la figure 299. Désignons par M, et M,
les points d'intersection de la droite y = & avec la frontiére L de D. Désignons
les abscisses de ces points par a; et b .

Le domaine D; est limité par les courbes continues

Dy=o¢:(x);

2) la courbe 4;MM,B dont nous écrirons conventionnellement I'équation sous
la forme

y=0;(x),
ayant en vue que (p]k (x) =@y (x) lorsque a<x<aetb; <x<betque

(pT(x) =hlorsque a; <x < by ;
3) les droites x = a, x = b.

Le domaine D, est limité par les courbes

* A}
Y=01(x),y=92(x), 0ua <x<b,
Ecrivons l'identité suivante en appliquant a 1'intégrale intérieure le théoréme sur
la décomposition de l'intervalle d'intégration

* Le fait qu'une partie de la frontiére du domaine D, (et du domaine D,) soit un
segment vertical n'empéche pas ce domaine d'étre régulier selon Oy ; car on
exigeait a cet effet que toute verticale passant par un point intérieur du domaine
ne coupe pas la frontiére en plus de deux points.
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b 9(x)
1y =[| [ ree iy |-

a\ ¢ (x)
b( o1 (x) 92(x)

[reedy+ [ ey =

a\ ¢ (x) o (x)
b (o (x) b 0y(x)
[| [reenariace [} [remdy o
a\ ¢;(x) a\ g (x)

Décomposons la dernicre intégrale en trois intégrales en appliquant le méme
théoréme a l'intégrale extérieure

b ®2(x) a ([ @2(x)
[reeylax=[| [ reendy fax+
a{ 91(x) a 0j(x)
by @2(x) b{ 92(x)
[ sy ax+ | [ reemay fax
@\ 01 (x) b\ o1(x)

comme (pf(x) = @, (x) sur le segment [a, ai] et sur le segment [b, b], la
premiére et la troisiéme intégrale sont identiquement nulles. Par suite,

b (PT(X) by [ @y(x)
1o =[] [rends g f| [ ooy jax
a\ i(x) @\ i (x)

Le premier terme est ici une intégrale double étendue a D, et le second une
intégrale double étendue a D,. Par conséquent,

Ip=1Ip +Ip,.
La démonstration est analogue quelle que soit la sécante M M,. Si la droite
M\ M, partage D en trois domaines ou plus, on obtient une relation analogue a
(1) avec dans le second membre un nombre correspondant de termes.

Corollaire. On peut partager chacun des domaines obtenus en des
domaines réguliers selon Oy par une paralléle a Oy ou Ox et leur appliquer
I'égalité (1). Par conséquent, on peut partager le domaine D par des parall¢les
aut axes de coordonnées en un nomhre arbitraire de domaines partiels réguliers

DlaDZ’ D35 L] Dia
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et on pourra toujours affirmer que /'intégrale double étendue au domaine D est
égale a la somme d'intégrales doubles étendues aux domaines partiels (fig. 300)

Ip=1Ip +Ip +Ip +..41p . (2)

Propriété 2. (Evaluation des intégrales Doubles.)
Soient m et M la plus petite et la plus grande valeur

¥
il NG
q /
\\ 4
0 a }’7

Fig. 300

de la fonction f (x, y) dans le domaine D. Soit S l'aire de D. On a l'inégalité
b 92(x)
mS < .[ I £(x,0)dy |dx < MS (3)
a\ ¢(x)

Démonstration. Evaluons l'intégrale intérieure que nous désignerons par
D(x)

3 (x) 92(x)
o= [ fendvs [Mdy=Mlor0-0,()]
¢(x) P1(x)
Ona
b [ ¢y(x) b
1y =[| [ 1y |ar< [ Mlps (0-0, (0lix = Ms
a\ ¢i(x) a
c.-a-d.
Ip < MS. (3")

D'une maniére analogue
@, (x) Py (x)

o= [ vz [mdy=mlo,n-0 ()],
@ (x) @y (x)
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b b
Iy = J.CD(x)dx > Im[(pz (x)—0, (x)]dx =mS
c.-a-d. que
Ip>mS. (3")
L'inégalité (3) résulte des inégalités (3") et (3"):
mS < Ip < MS.

Nous interpréterons géométriquement ce théoréme au paragraphe suivant.

Propriété 3. (Théoréeme de la moyenne.) Llintégrale double
ID d'une fonction continue f (x, y) sur un domaine D d'aire S est égale au
produit de S par la valeur de la fonction en un certain point P du domaine D

b ¢2(x)
[ reeydyfax=rps @
a{¢(x)
Démonstr ation. On déduit de (3):

1
S
Le nombre % Ip est compris entre la plus grande et la plus petite valeur de la
fonction f'(x, y) dans le domaine D. En vertu de la continuité de f (x, y) dans D,
elle prend en un certain point P du pomaine D la valeur é Ip, c.-a-d. que é Ip
=f(P), d'ou Ip=f(P)S.(5)

§ 3. Calcul des intégrales doubles (suite)

Théoreme. Lintégrale double d'une fonction continue f (x, y) étendue a un
domaine régulier D a pour expression )

b [ ®2(x)
[[reyacay [| [reyjas.
D a\ ¢;(x)

Démonstration. Découpons le domaine D par des paralléles aux axes de
coordonnées en n domaines réguliers (rectangulaires)

" On suppose de nouveau que le domaine D est régulier selon Oy et limité par
les courbes y = @, (x),y =@, (x), x =a,x=>b.
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AS], ASz, ey AS,,.

On a en vertu de la propriété 1 [formule (2)] du paragraphe précédent:

Ip =Ty +1ng, +etly, =D s (1)
i=1
Transformons chaque terme de droite par application du théoréme de la
moyenne sur les intégrales doubles
Iml = f(P)As, .
L'égalité (1) devient

n
Iy = f(P)AS, + f(Py)As, +.t f(P)AS, = D f(P)As;  (2)

i=1
ou P; est un point dans As;. On a a droite une somme intégrale pour la fonction f
(x, y) sur D. D'apres le théoréme d'existence des intégrales doubles, il résulte
que la limite de cette somme, lorsque n — o et que le plus grand diameétre des
domaines partiels As; tend vers zero, existe et est égale a l'intégrale double de la
fonction f (x, y) sur D. La valeur numérique de /p du premier membre de
1'égalité (2), résultant de deux intégrations simples successives, ne depend pas
de n. Passant donc a la limite dans (2), on obtient

Iy= lim Z FPs, = [[ £x, v ay
i=1 D

diamAs; —0

ou

[[reydcdy=1,.0)

D
On obtient en definitive
b [ 9a(x)
[[remacdy [| [ £y jax @
D a\ ¢(x)

Remarqua l. Lorsque f(x, y) > 0, la formule (4) admet une interpretation
géométrique simple. Considérons le corps délimité par la surface z = f'(x, y), le
plan z = 0 et la surface cylindrique dont les génératrices sont paralléles a Oz et
s'appuient sur la frontiére du domaine D (fig. 301). Calculons le volume ¥ de ce
corps. Nous avons indiqué plus haut que le volume de ce corps était égal a
l'intégrale double de f(x, y) sur D

V=] reeyacay. o)

Calculons maintenant le volume de ce corps en utilisant les résultats du § 4,
chap. XII, t. 1 sur le calcul du volume d'un corps en fonction des aires des



186

sections paralléles. Menons le plan sécant x = const (a < x < b). Calculons 1'aire
S (x) de la figure obtenue

&Y

Fig. 301

dans le plan x = const. Cette figure est le trapéze curviligne délimité par les
courbes z = f'(x, y) (x = const), z =0, y = @; (x), ¥ = ¢, (x). Par conséquent, cette
aire est exprimée par l'intégrale
@3 (x)
Sw= [rend.  ©
@ (x)
Connaissant les aires des sections parall¢les, on trouve facilement le volume

b
V= j S(x)dx

ou, substituant I'expression (6), pour l'aire S (x) on trouve b "'Wx)
b [ ¢2(x)
v=[| [rema .
a (1 (‘C)
Les premiers membres des formules (5) et (7) sont égaux, il en est donc de
méme des seconds membres
b ®(x)
[[resasar=[| [ ree vy jax
D a\ ¢)(x)

I1 n'est plus difficile a présent de donner le sens géométrique du théoréme sur
I'évaluation des intégrales doubles (propriété 2 du paragraphe précédent) : le
volume ¥ du corps délimité par la surface z = f'(x, y), le plan z = 0 et la surface
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cylindrique ayant pour directrice la frontiére du domaine D est supérieur au
volume du cylindre de base S et de hauteur m, mais inférieur au volume du

7z 2Ty
D
\
N
HTs
1 A
A Y
AN
\
-4
]
1y
S L
’,
i ;!\
T \L.L’Z ]
T Z=vy
Fig. 303

cylindre de base S et de hauteur M (m et M étant la plus petite et la plus grande
valeur de la fonctiorn z = f'(x, y) dans le domaine D (fig. 302)). Ceci résulte du
fait que l'intégrale double I, est égale au volume V' de ce corps.

Exemple 1. Calculer l'intégrale double J.J. (4—x? —y*)dxdy , sachant que le
D

domaine D est limité par les droitesx=0,x =1,y =0,y =

N | W

Solution.

V= J.D@—xz —yz)dx}y: J.|:4x—x?—y2x} dy =
olo 0 0
3 3
f(4—l—y2)dx= 4y—ly—i A :3—5
o 3 3 3 8

0

Exemple 2. Calculer I' intégrale double de la fonction f(x, y)=1+x+ysurle
domaine limité par les courbes y = - x, x = \/; , y=2.z=0(fig. 303).

Solution.
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2|y 2 ) Jr
V:J. Jl(l+x+y)dxdy:.([{x+x7+xy} dy =

0 -y -y

':[{[\/;J%W\/;j_(_w%_yzﬂdy:H\/;Jf%yw y+%}dy=

3 5 2

2 2 2 P 3
= +_3y +_2y + 2 :ﬁ\/erE
3 4 5 6 15 3

0
Remarque2. Supposons un domaine D régulier selon Ox délimité par les
courbes

X=y, (y),X: \Vl(y)sy:csy:d9
avec ;1 () <y, () (fig. 304).
On a alors évidemment

d(9(x)
[[reemacay=[| [ roevavias. @)
D c\ g (x)
Pour calculer une intégrale double, on appliquera, selon le cas, la formule (4) ou

la formule (8). Le choix est indiqué par la forme du domaine D ou de la
fonction a intégrer,

y
d ¢
= ) y
3 = S
s iy , ]
I L]
I —]
g I3
0 T ‘
Fig. 304 Fig. 305 Fig. 306

Exemple 3. Intervertir 'ordre d'intégration dans
1(Vx
1= [| [ reay ax
0

X

189

Solution.Le domaine d'intégration est limité par la droite y = x et la parabole y =

Jx (fig. 305).
Toute droite paralléle a I'axe Ox coupe la frontiére du domaine en deux points au plus;
on pourra donc appliquer la formule (8) en posant

i )=y 9 () =y,0<y<1;
ona

1{y
1=[| [ reevyax|ay
0 y2
v
Exemple 4. Calculer J.Je *ds , sachant ,que le domaine D est le triangle limité par
D

les droites y =x, y =0, x =1 (fig. 306).

Solution. Appliquons la formule (4). (Si ’on appliquait la formule (8), il nous
¥y

faudrait intégrer la fonction e* par rapport a x ; mais cette derniére intégrale ne

s'intégre pas au moyen des fonctions élémentaires)

1
1 2

J;Iezds:j. jie%dy dx:j.(xei) dx:jx(e—l)dx:(e—l)x?

o\o 0 0 0 0

e—1

Remarque 3. Sile domaine D n'est régulier ni selon Ox ni selon Oy (c.-a-d.
s'il existe des verticales et des horizontales passant par des points intérieurs du

4

} y

] |

g : UZ |

2 A P ] R P

- R/ R

Vi Fa i _I[ i
Fig. 307 Fig. 308

domaine et coupant la frontiére du domaine en plus de deux points), on ne peut
alors intégrer sans précaution. Si I'on arrive a découper le domaine irrégulier D
en un nombre fini de domaines réguliers selon Ox ou Oy Dy, D, . . ., D,, on
intégrera séparément dans chaque domaine partiel et on fera la somme des
résultats obtenus.

On a donné sur la fig. 307 un découpage d'un domaine irrégulier D en trois
domaines réguliers D, D, et D;.

=——=0,859...
2
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Exemple 5. Calculer l'intégrale double

J.J.e“y ds
D

étendue au domaine D compris entre deux carrés centrés a l'origine et dont les

cotés sont paralléles aux axes de coordonnées, sachant que les cotés sont
respectivement égaux a 2 et a 4 (fig. 308).

Solution. Le domaine D est irrégulier. On le découpe en quatre domaines
réguliers Dy, D, D3, Dy par les droites x=-1 et x = 1. On a donc

-” e ds = -” e ds + J‘J‘e”y ds + _”e”%ls + -” e ds
D Dy D, D, D,

On a successivement

J.J.e”yds = J.l[ j. e”yddex +j [j. e™ dy]dx +
D

-2\ -2 -1\1

s}

—1\-2 1\-2
(62 —efz)(e1 —efz)+(e2 —e)(e—eil)+

(el—e)e—e)+(e?—e2)e? —e)=(e’—e ) e—e)=4 sh3 shl

Remarque4. Par la suite, nous omettrons les parenthéses dans 1'intégrale
double
d( 92(x)
1p=[| [reyayfax
e\ @)
et nous écrirons simplement
d 9,(x)
Iy = [ e ydsax
¢ ¢p(x)
l'intégration é*tant faite dans 1'ordre ou sont écrites les différentielles des
coordonnées ).

d( o, b ¢2
" 11 est parfois commode d'écrire 1, = ‘[ J.f(x, y)dy |dx = J.de.f(x, y)dy

c\ g a Lo
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§ 4. Application des intégrales doubles au calcul d'aires et de volumes

1. Vo lumes. Nous avons vu au § 1 que le volume 7 d'un corps limité par
une surface z =f'(x, ), ou £ (x, y) est une fonction non négative, le plan z = 0 et
la surface cylindrique de génératrices paralléles a Oz et dont la directrice est la
frontiére de D, est égal a l'intégrale double de f'(x, y) sur D

V=[] roe s
D

Exemple 1. Calculer le volume du corps limité par les surfaces x =0,y =0,
x+y+z=1,z=0(fig. 309).
Solution.

V:”(l—x—y)dydx
D

ou D est le domaine triangulaire du plan Oxy limité par les droites x =0,y =0, x
+y=1; c'est le domaine hachuré de la fig. 309. On a

11-x 1 ) 7 1
_ e (laeny_2 (L o2at
V_H(l x y)dydx—-ﬂ(l Xy 2}0 dx_J;z(l X’ de =

Onadonc V= % d'unité de volume.

Remarque l. Sile corps dont on cherche le volume est limité
supérieurement par la surface z = @, (x, y) > 0 et inférieurement par la surface z
=@ (x,y) 20,

z 2=9)(£.y)

1
1
I
1
1
1
1
t
1
t
'
T

Fig. 309 Fig. 310

la projection de ces deux surfaces sur le plan Oxy étant un méme domaine D, le
volume ¥ de ce corps sera égal a la différence des volumes des corps «
cylindriques » ; le premier cylindre a pour base D et est limité supérieurement
par la surface z = @, (x, y); le second cylindre a également pour base D et est
limité supérieurement par la surface z = @, (x, y) (fig. 310).
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Le volume V est donc la différence de deux intégrales doubles

V= -”d) 5 (x, y)ds — II®1 (x, y)ds
D D

ou

V:”[q>2(x,y)—d>1(x,y)]ds
D

Il est facile de démontrer que la formule (1) est vraie non seulement lorsque @,
(x, ¥) et @, (x, ) sont des fonctions non negatives, mais aussi lorsque @ (x, y)
et @, (x, y) sont des fonctions continues arbitraires satisfaisant a la relation

D, (x, y) 2 Dy (x, ).

Remarque?2. Sif(x, y)change de signe dans D, on partagera D en deux
domaines: 1) D, avec f(x, y) = 0; 2) D, avec f(x, y) < 0. Supposons D, et D, tels
que les intégrales doubles sur ces domaines existent.

4
4{( "
F: g

Fig311

L'intégrale sur D, est alors positive et représente le volume du corps se trouvant
au-dessus du plan Oxy. L'intégrale sur D, est négative et sa valeur absolue
représente le volume du corps se trouvant sous le plan Oxy. Par conséquent,
l'intégrale sur D représente la différence des volumes correspondants.

2. Aires planes. Sil'on forme une somme intégrale pour la fonction f'(x,
y) = 1 définie dans le domaine D, on obtient l'aire

Szilﬂsi
i=1
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Quel que soit le découpage. Passant a la limite dans le second membre, on

obtient
S= J. ‘[ dx dy
D

Si le domaine D est régulier (voir, par exemple, fig. 296), l'aire s'exprime par
l'intégrale double

b ex(x)
S = I Idy dx
a\ ¢(x)
On a aprés intégration de l'intégrale interne

b
S= j [(Pz (x)—9, (X)] dx
a
(comparez § 1, ch. XII, t. 1).
Exemple 2. Calculer l'aire du domaine limité par les courbes
y=2- X’ y=X.

Solution. Déterminons les points d'intersection des courbes données (fig. 311). Les
ordonnées des deux courbes sont égales en un point d'intersection

x=2-x
d'ou
Y+x-2=0,
x1=-2,
Xy = 1.

Nous avons obtenu deux points d'intersection: M; (-2, -2), M, (1, 1).
L'aire cherchée est donc

12—y 1 3 L 9
S:J. J.dy dx=J.(2—x2—x)dx: PN I B
-2 x -2 3 2 -2 2

§ 5. Intégrales doubles en coordonnées polaires

Considérons en coordonnées polaires 0, p un domaine D tel que tout rayon issu
de l'origine et passant par un point intérieur du domaine coupe la frontiere de D
en deux points au plus. Supposons que D soit limité par les courbes p = @, (0),
p =, (0) et les rayons 6 = ac et 6 = f, avec @, (0) < D, (0) et o < (fig. 322).
Nous dirons aussi qu'un tel domaine est régulier.
Soit dans D une fonction continue des coordonnées 6 et p:

z=F(0,p)
Découpons arbitrairement D en domaines partiels Asy, Asy, . . . . . ,As, .
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Formons la somme intégrale

V, =D F(P)As, (1)
k=1

ou Py est un point pris dans As;.

IT résulte du théoréme d'existence des intégrales doubles que, lorsque le plus
grand diametre des As; tend vers zéro, la somme intégrale (1) a une limite V.
Elle donne par définition I'intégrale double de /' (6, p) dans D

V= H F(®,p)ds . (2)
D

Occupons-nous du calcul d'une telle intégrale double.
Comme la limite de la somme intégrale ne dépend pas du mode de découpage
de D en domaines partiels Asy, nous le découperons, pour

Fig. 312
raison de commodité, en menant des rayons 6 = 0y, 0 = 6,, 6 =0,, ..., 6=0, (ou
Bo=a., 0,= B, 6y < 0; < 0,<... <0,) et des circonférences concentriques p = po, p

=P, .. P =P (00 p, est la plus petite valeur de la fonction @, (0) et p,, la
plus grande valeur de @, (0) dans l'intervalle fermé a <0 < B; p, <p; <.. .<
Pm)-

Soit As;, I'aire délimitée par les lignes de coordonnées p = p;.j, p=p;, 0 =641, 0
= Gk.

I1 y aura trois espéces de domaines partiels As;;

1) des domaines entiérement intérieurs a D ;

2) des domaines entiérement extérieurs a D ;

3) des domaines empiétant sur la frontiére de D.
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La somme des aires empiétant sur la frontiére tend vers zéro lorsque AG; — 0 et
Ap; — 0; on négligera donc ces aires. Les aires partielles Asj extérieures a D
n'entrent pas dans la somme intégrale considérée et ne présentent pas d'intérét.
On pourra donc écrire la somme intégrale sous la forme

v, = ;{Z F(Py )As,-kl

ou Py est un point arbitraire pris dans As; .
La sommation double exprime que nous sommons d'abord sur l'indice i en
considérant k fixe (c.-a-d. que nous faisons la somme

Za

T (y-a)*=0? 4
Fig. 313 Fig. 314

des aires comprises entre deux rayons voisins )). Le signe de sommation
extérieur exprime que nous additionnons les sommes résultant de la premiére
sommation (nous sommons sur k).
Trouvons l'expression de l'aire d'un domaine partiel As;, n'empiétant pas sur la
frontiére de D. C'est la différence des aires de deux secteurs

Asjy :l(pi +4p;)° A0, _lpierk =[pi +&]ApiA9k
2 2 2
ou
Asy =p;Ap;AO,,  ou  p;<p; <p; +Ap,
La somme intégrale s'écrit donc ™)

" Notons que sommant sur I'indice i cet indice ne prendra pas forcément toutes
les valeurs de 1 a m, étant donné que tous les domaines partiels compris entre
les rayons 0 = 0, et 0 = 0, n'appartiennent pas forcement a D.

1l est permis de considérer une somme intégrale sous cette forme, étant donné
que la limite de la somme ne dépend pas du point choisi dans le domaine
partiel.
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- {2F<ez,p:>prApiAek}

k=1L i

ou P( OZ , pj ) est un point pris dans Asy.

Sortons maintenant le facteur A, de la somme intérieure (ce qui est 1égitime,
car c'est un facteur commun a tous les termes de cette somme)

IR

Supposons que Ap; — 0 et que Ay est constant. Alors 1'expression entre
crochets tendra vers l'intégrale

@,(6)
JF(BZ,p)pdp-
D,(0)
Supposant maintenant que A8; — 0 on obtient en définitive”)
B(®,(0)
v=[| [F©.pa0|pdp 3)
o\ ®(0)

La formule (3) sert au calcul des intégrales doubles en coordonnées polaires.
Si I'on intégre d'abord sur 6, puis sur p, on a la formule (fig. 313)
P2 ©2(p)
V= j j F(6,p)d0 |p dp 3"
P1 o (p)

Soit a calculer 1'intégrale double de la fonction f'(x, y) sur le domaine D, cette
intégrale étant écrite en coordonnées rectangulaires

" notre déduction de la formule (3) n'est pas rigoureuse; noes avons d'abord fait
tendre Ap; vers zéro en conservant Af, invariable, et c'est seulement aprés que
nous avons fait tendre M vers zéro. Ceci ne correspond pas complétement a la
définition de l'intégrale double que nous considérions comme la limite de
sommes intégrales lorsque le plus grand diamétre des domaines partiels tendait
vers zéro (ici il faudrait faire tendre vers zéro simultanément AO; et Ap,).
Cependant, malgré ce manque de rigueur, le résultat est juste (c-a-d. que la
formule (3) est légitime). On pourrait établir cette formule rigoureusement
comme pour l'intégrale double en coordonnées rectangulaires. Indiquons qu'elle
sera établie aussi au § 6 en partant d'autres considérations (comme cas
particulier de la formule générale de transformation des coordonnées dans une
intégrale double).
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[] 7oy dy

D
Si D est un domaine régulier en coordonnées polaires 0, p, on pourra passer
dans les calculs aux coordonnées polaires.
On a, en effet,
x=pcosB,y=psinb,
S (x y)=f(p cos 6, psinB) =7(8, p),

par conséquent,

B[ ®,(0)
[[reenacay={| [ r(ecoso.psin0pdp |do 4)
D o\ ®;(0)

Exemple 1. Calculer de volume V du corps compris entre la sphére
X+ y2 +272=4d’ etle cylindre X +y2 -2ay=0.

Solution. On pourra prendre pour domaine d'intégration la base du cylindre x* + )?
- 2ay =0, c.-a-d. le cercle de centre (0, @) et de rayon a. On peut écrire I'équation de ce
cercle sous la forme x> + (y - a)* = a® (fig. 314). Calculons le quart du volume cherché ¥
(la moitié avant représentée sur la fig. 314). On prendra alors pour domaine d'intégration
le demi-cercle défini par les équations

X=9;(0)=0,x=0: () = 2ay ",

y=0,y=2a.

La fonction sous le signe somme est

z=f(x,y)=q4a’ —x? =

) 24 2ay-)*
ZV:-[ .[ \/4a2—x2—y2 dx |dy
0

0

Par conséquent,

Passons en coordonnées polaires 0, p:

x=pcosB,y=psin 0.
Déterminons les bornes d'intégration. Ecrivons a cet effet 1'équation du cercle donné en
eoordonnées polaires : comme

X +1y?=p’ y=psin®, ona p*—2apsin®=0oup=2asinb.
La frontiére du domaine en coordonnées polaires s'écrit donc (fig. 315) : p =

0(0)=0,p=Dy(0)=2asind,a=0,p= T Lafonction a intégrer devient

2
F(0,p) =+4a” —p2.
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On obtient, par conséquent

b P 2asin®
2 (2asin® 2 ) ) y
4q° — 2
%:J.[ .[ [4a2_p2 pddee:J. _% d9 =
0 0 0 0
1E 2 2 y 2 y 8@3 E 3 4 3
——j[(“a -p )2 —(4a”) 2}d@:—j(l—cos 0)d0=—a’(3n—4)
30 3 0 9

+0
2
Exemple 2. Calculer l'integrale de Poisson ‘[efx dx.

—00

2 2
Solution. Calculons d'abord l'intégrale I, = J.J.efx Y dx dy , le domaine
D

d'intégration étant le cercle (fig. 316) x* +y* =R%.
Passons en coordonnées polaires 0, p

21/ R 12n R
I, :I(Iep“pddee?EJ'ep d0=n(l—eF)
0\0

0 0

Fig. 315 Fig. 316
Faisons tendre R vers l'infini, c.-a-d. agrandissons indéfiniment le domaine
d'intégration. On a

21 © 2n( R
J'{J'ep“pdp] d0 = lim I[J.epzpdp} d0=lim n(l—e®)=n
R—x R—w
0\0 0\0
Montrons que 1'intégrale ”e_xz"f"z dx dy tend vers 7 lorsqu'on élargit

o
le domaine D' de sorte que tout point du plan se trouve en définitive dans D'
(nous écrirons conventionnellement D' — o).

Soient R et R, la plus petite et la plus grande distance de la frontiére de D' a
l'origine des coordonnées (fig. 317).

199
22
Comme e ™ >0 partout, on a

Ip < J.je_xz_yz dxdy <1y
o

ou

_ 7R12 _x2 _y2 _ 7R22
n(l-e )< ||e dxdy <n(l—e %)
T

Comme D' — o0, on a aussi R; —o et R, — o, et les
membres extrémes de I'inégalité tendent vers une
seule et méme limite a. Il en est donc de méme du terme intermédiaire
2 2
lim J.J.efx Vdxdy=mn (5)
o

D'—>x

Fig. 317

Supposons notamment que D' soit un carré de coté 2a et de centre a 'origine; on
aura

J.J‘ef’(ty2 dxdy = :f jefxtyzdx dy =

D' -a-a
a a , , a( a , ,
J.Iefx e dxdy= J.[Iex e dedy

2
Sortons maintenant le facteur e de sous I' intégrale interne (ce qui est

permis, car e " ne dépend pas de la variable d'intégration x). On a

J.J.e_xz_y2 dx dy = J.e_y2 (Jle_xz dx} dy
D' —a
Posons J e™ dx =B,. C'est un nombre constant (il dépend seulement de a); on

a donc

.”.e_xz_yzdx dy = J.e_y2 B,dy =B, .[e_yz dy
o

—a —a

a a
. . . r <7 \ —x2 —?
Mais cette derniére intégrale est aussi égale a B, ( car .[e Tdx = J.e Y dy

—a —a

par conséquent,
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J.J.efxty2 dxdy= B,B,= B(f
fot

Passons maintenant a la limite en faisant tendre a vers l'infini dans cette égalité
(D' s'élargit alors indéfiniment)

a 2 +o0 2
: —x?-y? : 2 : —x? -2
lim “.e 7 dxdy = lim B, = lim J.e dx | = J.e dx
D'—»w a—w a—o
D' -a —o0

Mais on a vu que (5)

D'—>w

lim J.J.e_xz_y2 dxdy=m
o

Par conséquent,
2

+00

2
J-e Tdx| =n
—00

ou

+0

je_xz dx=+n

—o
Cette intégrale se rencontre souvent en probabilités et en statistique . Notons
qu'il nous aurait été impossible de calculer directement cette intégrale, étant
donné que la primitive de e-x2 ne s'exprime pas au moyen des fonctions
¢lémentaires.

§ 6. Changement de variables dans une intégrale double (cas général)

Considérons un domaine D du plan Oxy limité par une courbe L. Supposons que
les coordonnées x et y soient des fonctions des nouvelles variables u et v

x=0 (u5 V)s y:‘{j(us V), (1)

ou les fonctions @ (u, v) et ¥ (u, v) sont univoques, continues et possedent des
dérivées continues dans un certain domaine D' que nous définirons par la suite.
I1 correspond alors d'aprés les formules (1) a tout couple de valeurs u et v un
seul couple de valeurs x et y. Supposons en outre les fonctions @ et y telles que
si 'on donne a x et y des valeurs définies du domaine D, il leur correspond alors
des valeurs déterminées de u et v d'apres les formules (1).

Considérons le systéme de coordonnées cartésiennes Ouv (fig. 318). I1 résulte
de ce qui précéde qu'a tout point P (x, y) du plan Oxy
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(fig. 319) il correspond univoquement un point P' (u, v) du plan Ouv de
coordonnées u, v définies par les formules (1). Les nombres u et v sont appelés
les coordonnées curvilignes de P.

Si dans le plan Oxy le point P décrit la courbe fermée L délimitant le domaine
D, le point correspondant décrit dans le plan Ouv une courbe fermée L'
délimitant un certain domaine D' ; il correspond alors a tout point de D' un point
de D.

7 7] ’
v+ / ol ol
[ | ]
W17 Blaum X/
\ 4
™ X
[ u uy M 0 K3
Fig. 318 Fig. 319

Ainsi, les formules (1) établissent une correspondance biunivoque
entre les points des domaines D et D' ou, comme on dit
encore,représentent biunivoquement D sur D'.

Considérons dans D' une droite u = const. En général, les formules (1) lui font
correspondre dans le plan Oxy une ligne courbe. De la méme fagon, il
correspondra a toute droite v = const du plan Ouv une certaine courbe dans le
plan Oxy.

Découpons le domaine D' par des droites u = const et v = const en de petits
domaines rectangulaires (nous ne prendrons pas en considération les rectangles
empiétant sur la frontiere de D'). Les courbes correspondantes du domaine D
découpent ce dernier en quadrilatéres curvilignes (fig. 319).

Considérons dans le plan Ouv le rectangle As' limité par les droites # = const, u
+ Au = const, v = gonst, v + Av = const et le quadrilatére curviligne
correspondant As dans le plan Oxy. Nous désignerons les aires de ces domaines
partiels également par As' et As. On a évidemment

As'= Au Av.

Les aires As et As' sont en général différentes.
Supposons donnée dans D une fonction continue

z=f(x)
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I1 correspond a toute valeur de la fonction z =f'(x, y) du domaine D la méme
valeur de z = f'(u, v) dans D', ou

Considérons les sommes intégrales de la fonction z datis le domaine D. On a
évidemment 1'égalité suivante

D (A=) Fu,m)As (2)

Calculons As, c.-a-d. l'aire du quadrilatere curviligne P,P,P;P, dans le plan Oxy
(voir fig. 319).
Déterminons les coordonnées de ses sommets

P (xp, 1), %0 = 0(u,v), v =y(u,v)
PZ(x2ﬂy2)sx2 :(P(M+AM,V), Y2 =\v(u+Au,v) (3)
Py(x3,3), %3 =@(u+Au,v+Av), vy =y +Au,v+Av)
P4(x4,y4),x4 Z(P(M,V+AV), Yy :\II(M,V+AV)

Nous assimilerons dans le calcul de l'aire du quadrilatére P,P,P;P4 les arcs
P,P,, P,P;, PyP,, P,P; & des segments de droites paralléles ; nous remplacerons
en outre les accroissements des fonctions par leurs différentielles. C'est dire que
nous faisons abstraction des infiniment petits d'ordre plus élevé que Au et Av.
Les formules (3) deviennent alors

xl = (P(M,V), yl = \II(M,V)

x2:(p(uav)+a_(pAua yZZW(u9V)+8_\VAu
ou ou

3?
x3=(p(u,v)+6—(PAu+a—(pAv, y3=w(u,v)+a—WAu+a—WAv) )
Ou ov ou ov
x4 =0 ) + 22 Ay, va =)+ 2L av)
ov ov

Sous ces hypothéses, le quadrilatére curviligne P,P,P;P, peut étre assimilé a un
parallélogramme. Son aire As est approximativement égale au double de l'aire
du triangle P,P,P;, que l'on calcule en appliquant la formule correspondante de
la géométrie analytique:

As = | (3 —x1)(3—y2) = (3 —x2)(3—y1) | =

a—(PAM+@AV a—WAV—@AV a—WAu—i—a—\uAv
ou ov ov ov ou ov

a—(‘Da—\vAuAv—a—(pa—wAuAv =
ou ov ov Ou
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99 Op
0 OV pay—20 MWlnny = Gu Ovlpyny
Ou oOv v Ou oy Oy
ou Ov
Posons
% 09
ou ov|_g
oy oy
ou Ov
Par conséquent,
As=~|I| As’(4)

Le déterminant / est appelé le déterminant fonctionnel ou jacobien (du nom du
mathématicien allemand Jacobi) des fonctions ¢ (u, v) et v (u, v).
L'égalité (4) n'est qu'approximative, étant donné que dans les calculs de l'aire As
nous avons négligé les infiniment petits d'ordre supérieur. Toutefois, plus les
dimensions des domaines élémentaires As et As' sont petites, plus on s'approche
de I'égalité. L'égalité¢ a lieu quand on passe a la limite, les diameétres des
domaines élémentaires As et As' tendant vers zéro

[7]= lim —

diamAs'—>0 As

Appliquons maintenant 1'égalité obtenue au calcul de l'intégrale double. On peut
écrire en vertu de I'égalité (2)

DS A=Y Fuv)| 1 ]As’
(la somme intégrale de droite est étendue a D'). Passant a la limite
lorsque diam As' — 0, on obtient I'égalité rigoureuse

”f(x, P)As = J'J'F(u, V| I |dudv (3)
D D

Telle est la formule de transformation des coordonnées
dans une intégrale double. Elle permet de ramener le calcul d'une
intégrale double dans le domaine D au calcul d'une intégrale double dans le
domaine D', ce qui peut simplifier le probléme. La premiére démonstration
rigoureuse de cette formule est due a M. Ostrogradsky.

R emarque. Le passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées
polaires, examiné au paragraphe précédent, est un cas particulier du changement
de variables dans une intégrale double. On a dans ce casu =0, v=p

" Le double trait vertical signifie que 1’on prend la valeur absolue du
déterminant.
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x=pcosB,y=psin6.
L'arc de cercle 4B (p = p;) du plan Oxy (fig. 320) est représenté par la droite
A'B' dans le plan OBp (fig: 321). L'arc de cercle DC (p = p,) du plan Oxy est
représenté par la droite D'C' du plan O6p

2 ——
4 N
pd ,
¢ M
2 N pd
N T
A L’ BI
W
] 73 ]

Fig. 320 Fig. 321

Les droites AD et BC du plan Oxy sont représentées par les droites 4'D' et B'C'
du plan OBp. Les courbes L; et L, sont représentées par les courbes L’} et L.
Calculons le jacobien de la transformation des coordonnées cartésiennes x et y
en coordonnées polaires 0 et p

o o
1= g g =‘ ppczlsnee :)52 :—psinze—pcoszﬁz—p
00 0op
Onadonc|/|=pet
B[ ®,(6)
[[reevaxar=[| [F@.ppdp |0
D o\ @(0)

On retrouve la formule établie au paragraphe précédent.
Exemple. Soit a calculer I'intégrale double

[Jo-varay
D

ou D est le domaine du plan Oxy limité par les droites
17 1
=x+1, y=x-3,y=——=x+— ,y=——x+5.
y y y 3 3 y 3
Le calcul direct de cette intégrale double est assez fastidieux. mais un
changement de variables simple permet de ramener cette intégrale a 1'intégration

dans un rectangle dont les cotés sont paralléles aux axes de coordonnées.
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Posons

u=y—-x, v=y +§x. (6)

Alors les droites y = x + 1, y = x — 3 sont représentées respectivement par les

. . 1 1
droites u = 1, u = -3 du plan Ouv; les dr01tesy=—§x+% , y=—§x + 5 ont
. . 7
pour images les droites v= — , v =5. .
3 u=-3 u=1
Le domaine D sera donc représenté par le domaine
rectangulaire D' de la fig. 322. Reste a calculer le v=5
jacobien de la transformation. Exprimons a cet effet x E'/
et y en fonction de u et v. On obtient en résolvant le
systéme d'équations (6) v
X=—=u+=v, y=—u+-—v.
4 4 4 4 17 ol q
Par conséquent, Fig. 322
& x| |33
J=|Ou Ov|_| 4 4 9. 3_3
o oy 13 16 16 4
ou ov 4 4

. . 3
et la valeur absolue du jacobien est | 7 |= 2 Donc

Jj(y—x)dxdy=J.J.Hﬂ—%u+%v]—(—%u+%vﬂ%du dv
D D
=J1;j%u du dv=jj;%u dudv=-8
3

§ 7. Calcul des aires de surfaces

Soit a calculer l'aire limitée par une courbe I' tracée sur une surface (fig. 323) ;
la surface est donnée par une équation z = f (x, y), ou f (x, ¥) est continue et
possede des dérivées partielles continues.

Soit L la projection de P sur le plan Oxy. Désignons le domaine du plan Oxy
limité par L par D.

Découpons arbitrairement D en n domaines élérnentaires Asj, As,, . . ., As,.
Prenons dans chaque domaine élémentaire As;, un point arbitraire P; ( &;, n;). I1
correspond au point P; un point sur la surface
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M [ Eﬂ's MNi f( Eai’ nl)]

Menons le plan tangent a la surface au point M,. Il a pour équation
z-z;= fix'(éiani)(x_{;i)""f},’ & mdy-n;)

(voir § 6, chap. IX, t. 1). Délimitons sur ce plan le domaine Ac;

~2=fzy)

Fig. 324

ayant As; pour projection sur le plan Oxy. Considérons la somme de toutes les
aires correspondantes Ac;
n
Z Aoc;
i=1

La limite cr de cette somme, lorsque le plus grand des diamétres des Ac; tend
vers zéro, sera, par définition, l'aire de la surface

n

o= lim Ac; (2)
diamAc; —0 =
Calculons maintenant l'aire de la surface. Désignons par vy, I'angle entre le plan

tangent et le plan Oxy. On sait de la géométrie analytique que (fig. 324)

As;
As;=Aoc;cosy; ou Ac; = 3)
CoSY;

L'angle yi est aussi l'angle entre 1'axe Oz et la normale au plan (1). On obtient
compte tenu de (1) et par application de la formule correspondante de la
géométrie analytique

1

A2+ £ )

cosy; =

Par conséquent,
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Ac; :\/1+fx'2(§iani)+f}/72(éiani)Asi

Substituons cette expression dans la formule (2), on obtient

o= dim 31+ fREN)+ G A,
=1

diamAs; —0 “
1

Comme la limite de la somme intégrale du second membre de cette derniére

2 2
égalité est, par définition, l'intégrale double J.J. \/ 1+ [%} + (Z—ZJ dxdy,ona
x y
D

en définitive

0z : Oz ?
GZJ;)J.\/1+(§) J{@J dx dy (4)

Telle est la formule permettant de calculer 1'aire de la surface z = f (x,y)

L g2ept=q?

Fig. 325
Si I'équation de la surface est donnée sous la forme

x=u (v, z) oubieny =y (x, 2),

les formules correspondantes du calcul de 1'aire deviennent

= 1+6x2+6x2dd3’
0—'[_!. 5 %) v z(3%)
D
Oy : oy :
G:'L[I\/H[a] +[g] dy dz (3")

ou D' et D " sont des domaines des plans Oyz et Oxz sur lesquels se projette la
surface donnée.
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Exemple 1. Calculer l'aire a de la sphére
X+ y2+22:R2.
Solution. Calculons l'aire de I'némisphére supérieur
z=yR?—x2 )2
(fig. 325).Ona
0z X oz y

ox /Rz_xz_yz ’ 5:_ /Rz_xz_yz

Par conséquent,

1+ a_y 2 + Q 2 = R’ = R
ox 0z R*—x*—y? /Rz_xz_yz
Le domaine d'intégration est déterminé par la condition
X +yP <R
On a donc en vertu de la formule (4)

R VR*-x?
~o=

1 J‘ _[ R
2 b W /Rz_xz_yz

Pour calculer cette intégrale double, passons aux coordonnées polaires.
L'équation de la frontiére du domaine d'intégration devient p = R. Par

conséquent,
2n R 2n
pdp |do = ZRI[—w/RZ—pZ] d9=2RJ.Rd6=4nR2
0
0 0

2n( R
c= ZJ. J.—R
oo VR? —p?
Exemple 2. Trouver l'aire de la partie du cylindre x* + y* = a* découpée par
le cylindre x* + 2> = &>

dy |dx

Solution. On areprésenté sur la fig. 326 le huitiéme de la surface en

question. L'équation de la surface est y=+va 2 _x%,
d'ou
0 0

ox a?—x2? 0z

Y () _ x> a
\/1-’(5) +(g] - 1+a2—x2 _\/az—x2

Le domaine d'intégration est le quart de cercle d'équation
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¥+ <d’,x>0,z>0.
Par conséquent,

2 2
a aZ _x2 a”—x
J. dx =
0

IG*J. a dz dx-ai z
8 0 /az_xz Olaz_xzo
a'[dx=a2, c=8a>

0
§ 8. Densité de distribution de matiére et intégrale double

Supposons distribuée dans un domaine D une certaine matiére, de sorte que
chaque unit¢ d'aire de ce domaine contient une certaine quantité de cette
matiére. Nous parlerons par la suite de la distribution de masse, bien que les
raisonnements qui suivent soient valables quand il s'agit de la distribution de
charge électrique, de quantité de chaleur, etc.

Considérons un ¢élément d'aire arbitraire As du domaine D. Soit Am la masse de

la matiére distribuée sur cet élément. On appelle alors le rapport e densité
s

superficielle moyenne de la matiére dans le domaine As.
Supposons maintenant que faire As se resserre autour du point P (x, y).

Considérons la limite limOA—m . Si elle existe elle dépendra, en général, de la
As—>

position du point P, ¢.-a-d. des coordonnées x, y. C'est donc une fonction f (P)
du point P. Nous appellerons cette limite densité superficielle de la matiére au

Am
intP: lim —= f(P)=
poin Jim f(P)=f(x,y)

Ainsi, la densité superficielle est une fonction f'(x, y) des coordonnées du point
considéré dans le domaine.

Inversement, supposons donnée dans le domaine D la densité superficielle d-
"une certaine matiére en tant que fonction continue f'(P) = f'(x, y) ; I'on demande
de déterminer la quantité totale de matiére M contenue dans D. Découpons le
domaine D en aires partielles As; (i =1, 2, . . ., n) et prenons dans chaque aire un
point P; ; f(P;) représente alors la densité superficielle au point P..

Le produit f'(P;) As; représente, a des infiniment petits d'ordre supérieur pres, la
quantité de matiére contenue dans l'aire As;, et la somme

i:f(Pi)Asi

i=l1
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exprime approximativement la quantité totale de matiére distribuée dans le
domaine D. Or, c'est une somme intégrale pour la fonction f (P) dans D. On
obtient une valeur exacte en passant a la limite lorsque As; — 0. Par conséquent

)
M= Alsi_rgoznlf(mmi = [[ rpyds = [[ sy axay
b=l D D

c.-a-d. que la quantité totale de matiére dans le domaine D est égale a l'intégrale
double sur D de la densité f(P) = f'(x, y) de cette maticre.

Exemple. Déterminer la masse d'une plaque circulaire de rayon R, sachant
que la densité superficielle f (x, y) du matériau en chaque point P (x, y) est
proportionnelle a la distance du point (x, y) au centre du cercle

Fo )= kyfx?+y7 .

Solution.On ad'aprés la formule (2)
M =“‘k\/xz +y2 dxdy
D

ol le domaine d'intégration D est le cercle x*+)” <R*.
Passons en coordonnées polaires, on obtient:

2n( R 3 R 2
M :kj '[ppdp d@szn%
0\0 0

=ZknR>.
3

§ 9. Moment d'inertie d'une figure plane

On appelle moment d'inertie I d'un point matériel M de masse m par rapport a
un point O le produit de cette masse m par le carré de la distance » du point M
au point O:

I=mr.
Le moment d'inertie d'un systéme de points matériels my, m,, . . .. ., m, par
rapport a O est la somme des moments d'inertie des divers points du systéme

n
_ 2
= E m;ry .
i=1

Déterminons a présent le moment d'inertie d'une figure matérielle plane D.
Supposons D contenue dans le plan Oxy. Déterminons le moment d'inertie de
cette figure par rapport a l'origine O en supposant la densité superficielle
constante et égale a I'unité.

L'expression As; — 0 signifie ici que le diametre de I'é1ément d'aire As; tend
Vers zEro.
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Découpons D en aires élémentaires AS; (i = 1, 2, . . ., n) (fig. 327). Prenons dans
chaque élément d'aire un point P; de coordonnées &i, ;. Appelons moment
d'inertie élémentaire A/; de 'aire AS; le produit de la masse de AS; par le carré de

la distance 1> =&2 +1? :
AL = (&F +n])AS, 9
et formons la somme de tels moments :

n

D (€7 +n)AS, m

i=1
Elle définit une somme intégrale pour la
fonction f(x, ) = x* + ) dans le domaine D.
Définissons le moment d'inertie de la figure 0
comme la limite de cette somme intégrale
lorsque le diameétre de chaque é¢lément AS;
tend vers zéro

Iy= i 7 +M7AS,
0= lim Z:; (&7 +n7)AS;
Mais la limite de cette somme est l'intégrale double ” (x> +y*)dxdy . Par

D
conséquent, le moment d'inertie de la figure D par rapport a l'origine des
coordonnées est

Iy = J.J‘(x2 +y2)dxdy
D
D étant le domaine défini par la figure plane donii¢e. Les intégrales
I, = “'yzdx dy . (2)
D

1, = [[¥axar )
D

sont appelées respectivement les moments d'inertie de la figure D par rapport
aux axes Ox et Oy.

Exemple 1. Calculer le moment d'inertie du cercle plein D de rayon R par rapport a
son centre O.
Solution. On a, d'aprés la formule (1)

Iy :J.J‘(x2 +y2)dxdy .
D

Passons en coordonnées polaires 0, p. L'équation de ce cercle devient
p=R.



212

Donc
2n( R

4
1, = .[ Ipzpdp a’G:i
0\0 2
Remarque. Siladensité superficielle y n'est pas égale a 'unité mais est une
fonction de x et y, c.-a-d. y =7y (x, y), la masse de faire AS; sera égale, aux
infiniment petits d'ordre supérieur pres, a y (§;, 1) AS; et le moment d'inertie
d'une figure plane par rapport a l'origine devient:

1o = [[¥tr )6 + vy dray (1)
D

Exemple 2. Calculer le moment d'inertie de la figure matérielle plane D limitée par
les courbes > =1 - x ; x =0, y = 0 par rapport & l'axe Oy, sachant que la densité
superficielle en chaque point est égale a y (fig. 328).

Solution.
1(1-x 1 5 5
1 :j yx2dy dx=jxy
w 2
o\ 0 0

1-x

1
dx=ljx (l—x)dle
20 24

Ellipse d'inertie.Déterminons le moment d'inertie d'une figure plane D
par rapport a un certain axe OL passant par un point O que nous prendrons

Yy

/

Fig. 328 Fig. 329

pour origine des coordonnées. Soit ¢ 1'angle formé par la droite OL avec la
direction positive de I'axe Ox (fig. 329).

L'équation normale de la droite OL est
xsin@-ycos@=0.
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La distance » d'un point quelconque M (x, y) a cette droite est égale a

r=|xsinp—ycoso|

Le moment d'inertie 7 de la figure plane D par rapport a la droite OL est par
définition

1 =Ijr2dxdy =Ij(xsin¢—ycos¢)2dxdy=
D D

sin? (pJ.J.xzdx dy —2sin @ cos q)J.J.xyalxdy+cos2 (p“.yzdx dy
D D D

Par conséquent,
I1=1, sin’ ¢—21,sin@cos ¢+ cos’ o(4)

ou [, = ‘[ J x?dx dy est le moment d'inertie de la figure par rapport a l'axe y et
D

I, = J. .[ yzdx dy le moment d'inertie par rapport a 1'axe x ; nous avons pose en
D

outre [, = J. J. xy dx dy . Divisons tous les termes de
D

1'égalité (4) par I ; on obtient

2 . .
cos Sin Ccos s
=1, [T‘PJ 21, [T‘PJ x (T(PJ 1, [ ﬁq’

Prenons sur I'axe OL un point 4 (X, Y) tel que ;

o4=-_L

JI Fig. 330
11 correspond a diverses directions OL,
c.-a-d. a divers angles ¢, diverses valeurs / et donc divers points 4. Cherchons
le lieu géométrique des points 4. On a évidemment

Xchoscp, Ystin(p

Vi Vi

En vertu de I'égalité (5), les quantités X et Y sont reliées entre elles par la
relation

1=1,X ~21,XY +1, Y(6)
Le lieu géométrique des points 4 (X, ¥) est donc la courbe du second degré (6).
Montrons que c'est une ellipse.
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On a I'inégalité suivante dite de Bouniakovsky ") (mathématicien russe)
2

Ijxydxdy < Iszdxdy j'[yzdxdy ou ]mlyy—lfy>0.
D D

Ainsi, le discriminant de la courbe (6) est positif, ce qui montre que c'est une
ellipse (fig. 330). On l'appelle ellipse d'inertie. La notion d'ellipse d'inertie est
fondamentale en mécanique.

Notons que les longueurs des axes de 'ellipse d'inertie et sa disposition dans le
plan dépendent de la forme de la figure plane donnée. Comme la distance de

1
J1

I est le moment d'inertie de la figure relativement a I'axe OA4, ayant construit

l'origine des coordonnées a un point arbitraire 4 de 'ellipse est égale a , ol

" Pour démontrer I'inégalité de Bouniakovsky, considérons I'inégalit évidente:

” [/ (x, )= Ao(x, )] dxdy >0,
D

ou A, est une constante. L'égalité n'est possible que lorsque f'(x, y) - Ao (x, ) =0, c.-a-d.

S(x,p)

si f(x, ) =Ao (x, y). Si l'on suppose que ﬁ # const =\, on aura toujours une
x5 y
inégalité. On obtient donc en développant les parenthéses sous le signe d'intégration:

ijz (x, y)dx dy — ZKJ‘[f(x, V)o(x, y)dx dy + 7»2'[ (p2 (x,y)dxdy >0
D D D

Considérons l'expression du premier membre comme une fonction de A. C'est un
polyndme du second degré ne s'annulant pas; ses racines sont donc complexes, ce qui
implique que le discriminant formé avec les coefficients du polynome du second degré
est négatif, c.-a-d. que

2

I fodx dy —“'fzalxazyj'j(p2 dxdy <0
D D D

Ou
2

J.fq)dxdy <”f2 dxdy”<p2 dx dy
D D D

X
C'est l'inégalité de Bouniakovsky. Dans notre cas, f(x, y) =x, ¢ (x, y) =y, — # const.
y

La remarquable inégalité de Bouniakovsky intervient constamment en mathématiques.
Dans maints ouvrages elle est appelée inégalité de Schwarz. Bouniakovsky 1'a publiée
(ainsi que d'autres inégalités importantes) en 1859 et Schwarz en 1875.
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l'ellipse, on calcule facilement le moment d'inertie de la figure D par rapport a
une droite quelconque passant par l'origine des coordonnées. En particulier, il
est facile de voir que le moment d'inertie de la figure est minimum par rapport
au grand axe de l'ellipse et maximum par rapport a son petit axe.

§ 10. Coordonnées du centre de gravité d'une figure plane

Nous avons indiqué au § 8 du chapitre XII (t. I) que les coordonnées du centre
de gravité d'un systeme de points matériels Py, P,, . . ., P, de masses my, my, . . .,
m, étaient données par les formules

:inmi' ¥ Zyz m;

Déterminons a présent les coordonnées du centre de gravité d'une figure plane
D. Découpons cette figure en aires élémentaires trés petites AS;. Si I'on suppose
que la densité superficielle est égale a 1'unité, la masse de 1'¢lément partiel sera
égale a son aire. Si 'on suppose en outre, en premiére approximation, que toute
la masse de l'aire élémentaire AS; est concentrée en l'un quelconque de ses
points P; (§;, 1;), on pourra assimiler la figure Daunsystéme de points
matériels. En vertu des formules (1), les coordonnées du centre de gravité
de la figure seront alors déterminées approximativement par les
égalités :

X

i=n

ingSi ZTL'ASi

i=1 . o i=l .

Xe ® i=n S i=n ’
Sas s
i=1 i=l1

A la limite, lorsque AS; — 0, les sommes intégrales des numérateurs et des
dénominateurs définissent des intégrales doubles et nous obtenons des formules
exactes pour le calcul des coordonnées du centre de gravité d'une figure plane

J.J.xdxdy J. ydxdy

=E— y.=E—
JJ.dx dy dex dy
D D

Ces formules, qui ont été établies pour une figure plane de densité superficielle
égale a 1, subsistent pour une figure dont la densité serait une constante .

2

Si la densité superficielle est variable

Y=vx ),
les formules correspondantes prennent alors la forme
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I y(x, y)x dxdy .[ Y(x, y)y dxdy

_D . =D
B ﬂY(x, ) dxdy L ”Y(x, ) dxdy
D D

Les expressions

M, = _U y(x, y)xdxdy et M, = Uv(x, )y dxdy
D D

sont appelées moments statiques de la figure plane D par rapport aux axes Oy et
Ox.

¥
A L'intégrale Iy(x, y)dxdy  exprime la

masse de la figure considérée.
Exemple. Déterminer les coordonnées du

b Y C centre de gravité du quart
(4 d'ellipse (fig. 331)

IN_Ze__J 1 LS
a a’  b?
Fig. 331 en supposant la densité superficielle partout
égale a 1.

Solution. Daprés les formules (2)

LN
al a
I J.xdy dx a
0 0 | Va®-x2 b 1( 2 2)4
Y = a 0 4Ll
c b > - = —
ala @ —nab —nab 3n
j Idy dx
0 0
a é LlZ*XZ
‘[ jydy dx
0 0
- b
—nab 3n
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§ 11. Intégrales triples

Considérons un domaine V' de l'espace limité par une surface S. Soit une
fonction f'(x, y, z), ou x, y, z sont les coordonnées rectangulaires d'un point de
l'espace, définie et continue dans ¥ et sur sa frontiére. Pour fixer les idées,
lorsque f (x, y, z) > 0, on pourra supposer que cette fonction représente la
densité de distribution d'une certaine matiere dans V.

Découpons le domaine V' arbitrairement en domaines partiels Av,, ou Av;
représentera également le volume du petit domaine correspondant. Prenons un
point arbitraire P; dans chaque Av; et désignons par f'(P;) la valeur de la fonction

fen ce point. Formons la somme intégrale

DS (P,

et augmentons le nombre de domaines partiels Av; de sorte que leurs diameétres
tendent vers zéro *). Si la fonction f'(x, y, z) est continue, la limite des sommes
intégrales (1) existe (on donne ici a la limite le méme sens que pour les
intégrales doubles *)). Cette limite, qui ne dépend ni du mode de découpage du

domaine 7 ni du choix des points Pi, est désignée par le symbole J J.J.f (P)dv
v

et on l'appelle intégrale triple. On a donc, par définition,
I ®yav=|[[[rPra
by 2T B[ s

ou

[[[rerav=([[rcer.z axar e
4 v

Si l'on considére que f (x, ¥, z) est la densité spatiale de la distribution d'une
matiére dans un domaine V, l'intégrale (2) donne la masse de toute la matiére se
trouvant dans V.

" On appelle diamétre du domaine Av; la plus grande distance entre les points de
sa frontiére.

" Nous ne démontrerons pas ce théoréme d'existence de la limite des sommes
intégrales (théoréme d'existence des intégrales triples), qui a lieu pour toute
fonction continue dans un domaine fermé ¥ (y compris la frontiere).
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§ 12. Calcul des intégrales triples

Supposons qu'un domaine spatial (tridimensionnel) V' limité par une surface
fermée S jouisse des propriétés suivantes

1) toute paralléle a 1'axe Oz passant par un point intérieur (c.-a-d. non tangente a
la frontiére S) de ¥ coupe la surface S en deux points;

Z=([’/I,_l/}

Fig. 332 Fig. 33
2) le domaine tout entier V" a pour projection sur le plan Oxy un domaine
régulier D (2 deux dimensions) ;
3) toute partie de V" obtenue en découpant V par un plan paralléle & un plan de
coordonnées quelconque (Oxy, Oxz, Oyz) jouit également des Ixropriétés 1) et
2).
Un domaine ¥ a trois dimensions jouissant des propriétés indiquées sera dit
régulier.

Tels sont, par exemple, l'ellipsoide, le parallélépipéde droit, le tétraédre, etc. On
donne un exemple de domaine irrégulier a trois dimensions sur la figure 332.
Dans ce paragraphe, nous ne considérerons que des domaines réguliers.
Supposons que la surface délimitant le domaine V ait pour équation dans sa
partie inférieure z = y (x, y) et dans sa partie supérieure z = y (x, ») (fig. 333).
Donnons un procédé de calcul d'une intégrale triple I, dans un domaine V
pour une fonction de trois variables f (x, y, z) définie et continue dans V.
Supposons que la projection D de V sur le plan Oxy soit limitée par les courbes

Y=01(x),y =@ (x),x=a,x=b.
On a alors
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b {92(0)]| w(x,»)
=[] [reerad |avpa. ay
a | o (x) | x(x,»)

Observons qu'aprés intégration par rapport a z et substitution des bornes dans
les accolades de (1) on obtient une fonction de x et y.

I1 reste alors une intégrale double sur D que l'on sait intégrer.

Donnons un exemple de calcul d'une intégrale triple.

Exemple 1. Calculer l'intégrale triple de la
fonction f'(x, y, z) = xyz dans le volume ¥ limité par
les plans

x=0,y=0,z=0, x+y+z=1.

Solution. Ce domaine est régulier, il est limité
supérieurement et inférieurement par les plans z =0
etz=1-x -y, et sa projection sur le plan Oxy est un
domaine régulier D qui est le triangle limité par les
droites x =0,y =0,y =1 - x (fig. 334). Par
conséquent Fig. 334

1-x—y
]V:J‘J. jxyzdz do
DL o

Introduisons les bornes d'intégration dans I'intégrale double sur le domaine D

1 [1=x| 1=x=y 1 lixx 5 z=l-x—y
z
Isz j jxyzdz dy dx=I ij dy pdx =
ol o 0 ol o z=0

1-x 1

1
1 2 X 4 1
== 1—x— d:J—l— dy=——0
2.([ !xy( XY)” 024( 0 =g

Considérons a présent quelques propriétés des intégrales triples.

Propriété 1.Sil'on coupe le domaine V en deux domaines Vi et V, par un
plan paralléle a un plan de coordonnées quelconque, l'intégrale triple dans V
est la somme des intégrales triples dans V, et V.

La démonstration de cette propriété est analogue en tous points a celle de la
propriété correspondante des intégrales doubles. Il n'y a donc pas lieu de la
reprendre.
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Corollaire. Quel que soit le découpage du domaine V en un nombre fini de
domaines V, . . ., V,, par des plans paralléles aux plans de coordonnées, on a
Iy=1y, +1y +..+1, .

Propriété 2 (Théoreme sur 1'évaluation d'une
intégrale triple). met M étant la plus petite et la plus grande valeur de f
(x, v, z) dans V, on a l'inégalité

mV <1y <MV,
ou V est le volume du domaine donné et Iy l'intégrale triple de f (x, y, z) dans V.
Démonstration. Evaluons d'abord I'intégrale interne dans l'intégrale triple

v(x,y)
I, = ” _[f(x,y,z) dz |do -
D | x(x.y)
v(x,») v(x,»)
If(x,y,z)dzﬁ J.Mdzz
x(x,5) x(x.»)
v(x,y)
=M J. dz = Mz| 1}((;;)) = M[\V(x, ) —x(x, y)]
x(x.y)

L'intégrale interne n'est donc pas supérieure a l'expression M [w(x, ) —x(x, y)].
Par conséquent, en vertu du théoréme du § 1 sur les intégrales doubles, on
obtient (en désignant par D la projection de V sur le plan Oxy)
W(x,»)
1y =([| [ rer2dz|dos [[alye ) -xx)]do
D

D | x(x.y)

- MJ;;[ [v(x, »)—x(x, »)]do

Mais cette derniére intégrale double est égale au volume du domaine compris
entre les surfaces z = y(x, y) et z= vy (x, ), c.-a-d. au volume du domaine 7. On
a donc

Iy <MV.
On démontre d'une maniere analogue que I/ > mV. La propriété 2 est ainsi
démontrée.

Propriété 3 (Théoréeme de la moyenne).

L'intégrale triple Iy d'une fonction continue f (x, y, z) dans un domaine V est
égale au produit de son volume V par la valeur de la fonction en un certain
point P du domaine:
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b | 92| w(x,p)
L= [ | [revnd|aia=reyy
a (¢1(x) L2(x.y)
La démonstration de cette propriété est analogue a celle de la propriété

correspondante des intégrales doubles (voir § 2, propriété 3, formule (4)). Nous
pouvons maintenant démontrer le théoréme sur le calcul des intégrales triples.

Théoreme. Lintégrale triple d'une fonction f (x, y, z) dans un domaine
régulier V a pour expression
b |92 w(x,»)
[[[reraa=[ [ | [repzd|dvia

v a (¢ (x) [ x(x,y)
Démonstration. Découpons le domaine ¥ par des plans paralléles aux
plans de coordonnées en » domaines réguliers

Avi, Avy, ..., A,

Désignons, comme plus haut, par I, l'intégrale triple de f'(x, y, z) dans V et par
1,, lintégrale triple de cette fonction dans I'élément de volume Av;. On peut

écrire en vertu de la propriété 1 (de son corollaire):
Iy=1Ip, +1p, + . F 1y, . (3)

vl

Transformons chaque terme du second membre d'aprés la formule (2)

Iy=f(P1) Avi +f(Py) Avy + ...+ f(P,) Avy, (4)
ou P; est un point de Av;.
On a clans le second membre de cette égalité une somme intégrale. f'(x, y, z) est,
par hypothése, une fonction continue dans le domaine 7 et la limite de cette
somme, lorsque le plus grand diamétre des Avi tend vers zéro, existe et définit
l'intégrale triple de ' (x, y, z) dans V. On obtient donc en passant a la limite dans
1'égalité (4) lorsque diam Av; — 0

1y =[[[ ree vz av
Vv

soit encore
b | 02(x)| w(x,y)
J'J' f(x,y,z)dv=J' J' J'f(x,y,z)dz dy b dx
14 a | ¢(x) | x(x.y)
Le théoréme est démontré.

Ici z =y (x, y) et z =y (x, ¥) sont les équations des surfaces délimitant le
domaine régulier V inférieurement et supérieurement.
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Les courbes y = @ (x), ¥ = @2 (¥), x = a, x = b délimitent le domaine D,
projection de V sur le plan Oxy.

Remarque. Ainsi que pour les intégrales doubles, on peut former des
intégrales triples avec des ordres différents d'intégration par rapport aux

variables et avec d'autres bornes, si toutefois la forme du domaine ¥ le permet.

Calcul du volume d'un corps au moyen d'une
intégrale triple. Silafonction a intégrer est f'(x, y, z) = 1, l'intégrale
triple dans le domaie ¥ exprime le volume ¥ de ce domaine:

V:J'ﬂdxdydz. (5)

Fig. 335
Exemple 2. Calculer le volume de I'ellipsoide
RS

a’? b* P

Solution. L'ellipsoide (fig. 335) est limité inférieurement par la surface

{ 2 2 , 2 2
=—c l—x—2 - y_ et supérieurement par la surface z = c,|1- x_ - y_2 La
a b? b

projection de cet ellipsoide sur le plan Oxy (domaine D) est l'elhpse

2 2
X L .
— y_2 =1.On a donc en ramenant au calcul d'une intégrale triple
a” b
2 2 2
X Xy
1——7 c l—a—z—b—2

V= j j jdz dy |dx =

2 2
b 17—2 —e -5
a a” b
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b 17—
—2c I Jl————dy &
1_7

Lorsqu'on calcule I'intégrale interne, on considére x constant. Faisons le
changement de variables

, 2 , 2
y=b 1—x—zsint, dy=>b l—x—zcostdt.
a a

. EI 2 . T, T
La variable y va de -5,/1-"- & 5 1-"5 , donc ¢ varie de Y a 3 Portant ces
a a

nouvelles bornes dans l'intégrale, on obtient:

T

r E x2 x2 x2
szcj' j 1= 1= |sin? 7 b /1= cosrdt | dx =
p a2 a2 (12

—a| ™
2

a

_zch. (1——Jj.cos tdt dx—_J.( d = 4n;zbc

T
2

Ainsi,
V= i nabe
3
Sia=b=c, on retrouve le volume de la sphere:
4
V="ra’.
3
§ 13. Changement de variables dans une intégrale triple
1. Intégrale triple en coordonnées cylindriques. On
appelle coordonnées cylindriques les trois nombres 0, p, z définissant la
position d'un point P dans l'espace, O et p étant les coordonnées polaires de la
projection du point P sur le plan Oxy et z la cote de P, c.-a-d. sa distance au plan

Oxy prise avec le signe plus si le point se trouve au-dessus du plan Oxy et avec
le signe moins dans le cas contraire (fig. 336).

On découpe le domaine spatial donné ¥ en volumes €¢lémentaires par les
surfaces de coordonnées 6 = 0;, p = p;, z = z; (demi-plans contenant I'axe Oz,
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cylindres circulaires d'axe Oz, plans perpendiculaires a Oz). Un volume
¢élémentaire est alors un « prisme » curviligne (représenté sur la figure 337).
L'aire de la base de ce prisme est égale, a des infiniment petits d'ordre supérieur
pres, a p AB, Ap sa hauteur est Az (nous omettons les indices i, j, k pour abréger
I'écriture). On a donc Av = p AB Ap Az. L'intégrale triple de la fonction F (6, p,
z) dans le domaine ¥ s'écrit donc

1= UIF(G, 0,2)p d0 dp dz

Les bornes d'intégration sont déterminées par la forme du domaine V.

Fig. 336 Fig. 337

Si l'intégrale triple de f'(x, y, z) est donnée en coordonnées rectangulaires, il est
facile de donner son expression en coordonnées cylindriques. En effet, prenant
en considération que

x=pcosO;y=psin0;z=z,
on obtient

J..Uf("’y’z)dx‘iydz=IffF(9,p,Z)pd6dpdz
v v

ou
f(pcos0,psin®,z)=F (0, p,z2).

Exemple. Déterminer la masse M d'un hémisphére de rayon R et de centre &
l'origine des coordonnées sachant que sa densité F.est proportionnelle en chaque point
(x, y, z) a la distance de ce point a la base : F'= kz.

Solution.L'équation de I'hémisphére supérieur

. le_xz _ )2

s'écrit en coordonnées cylindriques

= R? _p2
p

Par conséquent,
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21| R VR*-p?

Mzm'kzpdedpdzzfj J.kzdz pdp |do =
V 00 0

VR -p? xR
_ " 22 _
0dp de_£ .([Z(R pX)pdp | do

kT RY R kR kR
2 4 4

2. Intégrale triple en coordonnées sphériques. En

coordonnées sphériques, la position d'un point P dans l'espace est définie par

trois nombres 0, p, @, ou p est la distance du point a I'origine des coordonnées,

Fig. 338 Fig. 339
dite encore le rayon vecteur du point, ¢ 'angle entre le rayon vecteur et I'axe Oz
et 0 l'angle entre la projection du rayon vecteur sur le plan Oxy et I'axe Ox
calculé dans le sens trigonométrique (dans le sens contraire des aiguilles d’une
montre) (fig. 338). On a pour tout point de 1'espace

0<r<ow,0<p<m0<0<2m.

Découpons le domaine donné ¥ en éléments Av par les surfaces de coordonnées
r = const (sphére), ¢ = const (cones de sommets a l'origine), 6 = const (demi-
plans passant par I'axe Oz). A des infiniment petits d'ordre supérieur prés, on
peut considérer que le domaine élémentaire Av est un parallélépipede d'arétes
Ar, r A, r sin @ AB. Le volume ¢élémentaire s'exprime alors (voir fig. 339)

Av=7r*sin ¢ Ar AD Ag.
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L'intégrale triple de la fonction F' (6, r, @) dans le domaine V s'écrit

/= ”jF(G, r,@)r2 sinpdr dodo . (1)
4

Les bornes d'intégration sont déterminées par la forme du domaine V. On déduit
facilement de la fig. 338 les expressions des coordonnées cartésiennes en
fonction des coordonnées sphériques
X =rsin ¢ cos 0,
y=rsin @ sinb,
Z=1rCcos ¢.

La formule permettant de passer d'une intégrale en coordonnées cartésiennes a
une intégrale en coordonnées sphériques est donc

I_”f(X,y,z)dxddez
4

jj /(rsin @ cos 0, 7 sin sin 0, » cos ¢)r> sin ¢ dr dO do
v

3.Changement de variables général dans une intégrale
trip1e. Le passage des coordonnées cartésiennes en coordonnées cylindriques
ou sphériques dans une intégrale triple est un cas particulier de Ia
transformation générale des coordonnées dans I'espace.

Supposons que les fonctions

x=¢ (u, t,w),
y=v(u, t,w),
Z:X(u!t’w)

représentent biunivoquement le domaine 7 en coordonnées cartésiennes x, y, z
dans un domaine »" en coordonnées curvilignes u, ¢, w. Supposons que I'élément
de volume Av du domaine V soit représenté par 1'élément Av' du domaine
correspondant 7' et soit

Alors
J.j fe,y,z)dxdydz = J.H.f[(p(u,t,w), y(u,tw), x(u,t,w)“ 1 |du dt dw
v 14
De méme que pour les intégrales doubles, ici encore [ est appelé le jacobien de

la transformation ; de méme que pour les intégrales doubles, on mont.re que le
jacobien est représenté par le déterminant du troisiéme ordre
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o o ax
ou Ot oOw
PG
lou ot ow
e o o
ou Ot oOw

Ainsi, dans le cas des coordonnées cylindriques
x=pcosh,y=psind,z=z(p=u,0=1,z=w);
cos® —psin® O
I=|sin® pcos® O
0 0 1

En coordonnées sphériques
x=rsin @ cosh, y=rsin @ sind,z=rcosp (r=u, p=t,0=w)
sin(cos® rcos@cos® —rsin@sind
I =|sin@sin® rcospsin® rsingcos|=rsing
cos @ —rsin@ 0

§ 14. Moment d' inertie et coordonnées du centre de gravité d'un corps

1.Moment d'inertie d'un corps. Les moments d'inertie d'un point
matériel M (x, y, z) de masse m par rapport aux axes de coordonnées Ox, Oy, Oz
(fig. 340) s'expriment respectivement par les formules
Ln=("+2)m
I, = O+ m, L.= (> + ) m.

Les moments d'inertic dun ¢ o r p s s'expriment par les intégrales
correspondantes. Ainsi, le moment d'inertie d'un corps par rapport a l'axe Oz

s'exprime par l'intégrale 7, = J.J.J.(x2 +y2)xy(x, v, 2)dxdydz , ou y (x, y, 2)
4
est la densité de la matiere.

Exemple 1. Calculer le moment d'inertie d'un cylindre circulaire droit de hauteur 2/
et de rayon R par rapport a un diameétre de sa section moyenne, la densité y, étant
constante.

Solution. Choisissons un systtme de coordonnées comme suit : confondons I'axe
Oz avec l'axe du cylindre et prenons l'origine au centre de symétrie (fig. 341).

Le probléme révient alors a chercher le moment d'inertie du cylindre par rapport a 'axe
Ox:
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I, :“. (x2 +y2)y0 dx dy dz
4

Passons en coordonnées cylindriques

z
{ ———
|
1
t
|
i
| h
4
L0 R
’ P B e
vaullk
* h

s

Fig. 340 Fig.341
2. Coordonnées du centre de gravité d'un corps.On ales
formules analogues a celles du centre de gravité de figures planes données au §
8, chap. XII, t. I:

”Ixy(x, v,z)dxdy dz
v

et J.J. y(x,y,z)dxdydz
y

‘”J.y(x, v,z)dxdy dz
4

Ye” J.j v(x,y,z)dxdy dz

v
J.sz(x, v,z)dxdy dz
v

z, =
J}[ y(x,y,z)dxdydz

ouy (x, y, z) est la densité.
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Exemple 2. Déterminer les coordonnées du centre de gravité de la moitié supérieure
d'une sphére de rayon R et de centre a l'origine. On considére que la densité vy, est
constante.

Solution.L'hémisphére est limité par les surfaces

z=ﬂR2—x2—y2, z=0

La cote du centre de gravité est donnée par la formule
[[[zvote .2 dxav =
4

zZ,=
-U Yo(x,y,z)dxdydz
v

Passons en coordonnées sphériques, on a
ia
2n| 2| R
Yo J. J. J.rcosq)r2 sin dr {do ydo

0]10LO0

e
yoj. I[Irz sin(pdr}(p do
oloLo

On a, évidemment, en vertu de la symétrie de 1'hémisphére, x. =y, = 0.
§ 15. Intégrales dépendant d'un paramétre
Considérons l'intégrale suivante dépendant du paramétre o
b
(@) = J' f(x, a)dx
(Nous avons considéré de telles intégarales au § 10, chap. XI, t. I.) Indiquons

sans démonstration que si la fonction f (x, o) est continue par rapport & x sur le
segment [a, b] et par rapport a o sur le segment [ay, o], 1a fonction
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b
I(a) = j £(x, 00)dx

est continue sur le segment [ay, o,]. On pourra donc intégrer la fonction 7 (o)
par rapport a o sur le segment [o, 0]

Tl((x)d(x = T[j. f(x, a)dx]d(x

oy op\a
L'expression du second membre est 1'intégrale double de f'(x, a) sur le rectangle
correspondant du plan Oxa.. On peut intervertir 1'ordre d'intégration
(b ab( a,
j [ j 1, a)dx]da - J' j f(x, 0)da |dx
a\a a\ o,

ce qui montre qu'il suffit d'intégrer par rapport au paramétre o sous le signe
somme. Cette formule sert aussi au calcul de certaines intégrales définies.

Exemple. Calculer l'intégrale
00 —, —
‘[e a_ g bx
x
0
On ne sait pas calculer cette intégrale au moyen des fonctions élémentaires.
Mais partons de l'intégrale suivante, facile a calculer:

@>0,b>0)

©

- 1
Ie W=~ (o> 0)
o
0
On obtient en intégrant cette égalit¢t de a=a a o = b:

b (o b
J[Je“”‘dx]da = jd—a = Logé.
x a
a\ 0 a

Changeons l'ordre d'intégration dans le premier membre, on a

wb b
J‘{J‘e”a’a]dx = Log; ;

0la

on obtient en calculant l'intégrale entre crochets
9 -ax —bx

=L0g2
a

Calculer les intégrales ")

L.

8.

12
”(x2+y2)dxdy. Rép§

dx dy
(x+3)?
3
.[xy dxdy .

0 We— s O
—_—— o —

X
T X

N =

Exercices

|
Rép. —ma
p2

1
Rép. M 4 arctg —
4 a

1a*

Rép.
P 24

3 .2
Rép. —nb
P 16
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Définir les bornes d'intégration pour l'intégrale j I f(x,y)dxdy,le domaine

D

d'intégration étant délimité par les courbes :

x=2,x=3,y=-1,y=5.

Rép. i if(x, y)dxdy .
2-1

“ Comme nous I'avons indiqué plus haut, I'ordre a'intégration

NL
dans .[I]'(x, y)dxdy
MK

est celui des différentielles, c.-a-d. que J.

N

MK

L
[reeydrdy =

N(L
| [If’(x,y)dx]dy
M\ K



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

y=0,y=1-x".
x2_+_y2__ aZ
2
y_ zsy:xz
1+x

y=0,y=a,y=x-2a .

1 1-x?

Rép.I If(x, y)dxdy
-10

2
a az—x“

Rép. j j f(x, ) dxdy
e e
Rép. _j} [ f(x,y)dedy .

y+2a

Rép. 1. Jy. f(x,y)dxdy

Intervertir I'ordre d'intégration dans les intégrales suivantes:

24
”f(x,y)dxdy.
1

1«/§
.[If(x,y)dxdy.
0

3
X"

)2

2ay—

j f(x,y)dudy .

0

<

O —y

1 V1-x?
[ 1 yaxay.
1 0

—

1-y

J;f(x,y)dxdy.

2

Sy S—

—y1-y

Rép. ij.f(x, y)dxdy .

Rép. I j f(xy)dxdy.

Rép. jf j.f(x, y)dxdy.
0

0 v1-x? 11-x
Rép. ‘[

-1 00

Calculer les intégrales suivantes en passant en coordonnées polaires:

A

O —y

].\/a —x?=y% dxdy .Rép. J.J.w/a —-p? pdpde—
0

jf(x y)dxdy+J‘ .[f(x,y)dxdy.
0

19.

20.

21.

2

23.

24.

25.

26.

27.

0

2
a'—x2

O ey 8 O )

Je_(x2+y2) dx dy .
0

2av2ax—x?
I dxdy.
0 0

j(xz +y3)dxdy.
0
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Rép. jj p dpde—

Rép. jj e’ pdpdG— h

(;n_._,N\:

acos 0
j dp do =
0

Transformer les intégrales doubles suivantes en introduisant les nouvelles
variables u et v liées a x et y par les formules x =u - uv, y =uv :

e Bx

B e

4B -y

ij(xy)dxdy Rép. J Jf(u uv,uv)u du dv .

0 o

j_lif(x,y) dx dy . Rép.
00

b ¢
bic 1-v

l+a

b

J. J.f(u uv,uv)u du dv + J. J.f(u uv,uvu du dv .

b+c

Application de l'intégrale double au calcul des aires
Calculer l'aire de la figure délimitée par la parabole y* = 2x et la droite y

2
=x.Rép. —
P 3
Calculer I'aire de la figure délimitée par les courbes y* = 4ax, x + y = 3a,
y=0.Rép. ?az .
Calculer I'aire de la figure délimitée par les courbes x'*+ y"*= 4" x +y
2
a
=a.Rép. —
P73

Calculer 'aire de la figure délimitée par les courbes y = sin x, y = cos x,

x=0.Rép. V2 -1.



234

28.
29.

30.

2
Calculer l'aire de la boucle de la courbe p = a sin 26. Rép. %

Calculer l'aire délimitée par la lemniscate p* = a* cos 2¢. Rép. a’.
2 2
. 2
Calculer l'aire de la boucle de la courbe (x_z + ;;—2] = %
a

¢
Indication. Passer aux nouvelles coordonnées x = pa cos 0 et y = pb sin
2,2

0. Rép. a D
c

Calcul des volumes
Calculer les volumes des corps délimités : ,

31.

32.
33.

34.

35.
36.

37.

38.

39.

40.

41.
42.

Par les surfaces i+l+£=l,x:0,y:0,220. Rép. a_bc.
a b ¢ 6

z=0x"+y*=1,x+y+z=3.Rép. 3m.
(x-1)*+ (v-1P?=1,xy=2z2z=0.Rép. 1.

¥+ —2ax=0,z=0,x+)* =2~ Rép.%a3

569
2 2 2 p
=x,x=y,2z=0,z=12+y—x". Rép. —
Y y y P 120
Par les plans de coordonnées, le plan 2x +.3y — 12 = 0 et le cylindre
1 5
z=—y".Rép. 16.
2 y P
Par le cylindre circulaire droit de rayon a dont l'axe est confondu avec

Oz, les plans de coordonnées et le plan TiEog. Rép. a® [2 —%}
a c

Par les cylindres x* + y* = a*, ¥ +2* =d* . Rép. ? a’.

2., 2 O
+z'=x,x=y,z=0.Rép.—.
Y bz p o4

4
C+y+2=a ¥ +)y" =R, a>R. Rép.gﬂ:[a3 -(Wa? —R2)3]

3
az=x*+y*z=0,x*+y* = 2ax. Rép.zna3.

p2 = a2 c0s26, x> + ) + 2> = a’, z = 0. (Calculer le volume intérieur au

cylindre.) Rép. éa3 (Br+20-16v2)
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Aires de surfaces

43.

44,

45.

46.

47.

48.

49.

50.

S1.

52.

53.

Calculer l'aire de la partie du céne x> + y* = 2% découpée par le cylindre x* +

»* = 2ax. Rép. 2na’ \/5 .
Calculer l'aire de la partie du plan x + y + z = 2a se trouvant dans le premier
triédre formé par les axes de coordonnées et limitée par le cylindre x> + y* =

2
a*. Rép. % NER
Calculer l'aire du segment sphérique (du petit), le rayon de la sphére étant a

et le rayon de la base du segment b. Rép. 2n(a* —ava® —b?).
Trouver l'aire de la partie de la sphére x* + y* + z* = 4 qui est découpée par

2 2 [2 2

le cylindre x_2+y_2 =1.Rép. 4na’ — 8a” arc sin va~=b"

a b a
Trouver l'aire de la surface du corps qui est formé par l'intersection de deux
cylindres x* + y* = %, y* + 2> = a*. Rép. 164"
Calculer 'aire de la partie de la surface cylindrique x* + y2 = 2ax comprise
entre le plan z = 0 et le cone x* + y* = z2. Rép. 84°.
Calculer l'aire de la partie de la surface cylindrique x* + y* = a* comprise
entre les plans z = mx et z = 0. Rép. 2ma’.
Calculer l'aire de la partie du paraboloide y* + z* = 2ax comprise entre le

cylindre parabolique y* = ax et le plan x = a. Rép. % na’ (3\/5 -1).

Masses, centres de gravité et moments d'inertie de figures planes (Nous
supposerons dans les problémes 51 a 62 et dans le probléme 64 que la
densité superficielle est constante et égale a 1.)
Quelle est la masse d'un disque circulaire de rayon a sachant que la densité
en chaque point P est inversement proportionnelle a la distance au centre
(on désignera par K le coefficient de proportionnalité). Rép. 2nak.

Calculer les coordonnées du centre de gravité d'un triangle équilatéral. On
confondra I'axe Ox avec la hauteur et le sommet avec 1'origine.

a3

Rép.x=——,»y=0.
P 3 y

Trouver les coordonnées du centre de gravité d'un secteur circulaire de
rayon a. On confondra la bissectrice de 1'angle au centre (2a) avec l'axe

o
OxRép. x, =211 ¢

,y.=0.
3a .
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54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

Trouver les coordonnées du centre de gravité du demi-cercle supérieur

4
d'équation x* +y* = a*. Rép. x, = 0, y, = 3a
T
Trouver les coordonnées du centre de gravité de l'aire définie par un arc
. 5
de cycloidex=a (¢-sinf),y=a(l-cost). Rép.x.=, y, = ?a .

Trouver les coordonnées du centre de gravité de 1'aire de la boucle de la

a2
8

courbe p® = a* cos 20. Rép. x, = ,.=0.

Trouver les coordonnées du centre de gravité de 1'aire intérieure a la
- . Sa
cardioide p=a (1 + cos 0). Rép. x. :? ,Ye=0.

Calculer le moment d' inertie de 1' aire du rectangle limité par les droites
x=0,x=a,y=0,y=>b par rapport a l'origine des coordonnées.
b(a® +b*
Rép. % _

2 2
Calculer le moment d'inertie de I'ellipse x_2 + y—2 =1 : a) par rapport a
a b

na’hb

l'axe Oy ; b) par rapport a I'origine des coordonnées. Rép. a)

nab

;b) —( b*).

Calculer le moment d'inertie du cercle plein p =2a cos 6 par rapport au
pole. Rép. % nat .
Calculer le moment d'inertie de l'aire de la cardioide p =a (1 — cos0) par

35mat

16
Calculer le moment d'inertie du disque (x - a)* + - b)* = 24" par
rapport a I'axe Oy. Rép. 3na
La densité en chaque point d'une plaque carrée de coté a est
proportionnelle a la distance de ce point & un sommet du carré. Calculer le
moment d'inertie de la plaque par rapport a un c6té passant par ce sommet.

rapport au pole. Rép.

1 .
Rép. 4—0ka5 [7\/5 +3Log (\/E + 1)], ou k est le coefficient de

proportionnalité.

64.

65. C

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.
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Calculer le moment d'inertie de l'aire de la figure délimitée par la parabole y*

= ax et la droite x = a par rapport a la droite y = - a. Rép. %a“ .

Intégrales triples

dx dy d. . . .
Calculer j J I raydz sachant que le domaine d'intégration est borné
(x+y+z+1)°
Log2

par les plans de coordonnées et le planx + y +z=1. Rép. % —%

a |x|y a6
Calculer I j Ixyz dz |dy tdx . Rép4—8 .

ololo

Calculer lie volume du corps délimité par la sphére x* +1> + 2> =4 et le
1
paraboloide x* + y* = 3z. Rép. ?6 T .
*). Calculer les coordonnées du centre de gravité et les moments d'inertie de

la pyramide formée par les plans x=0,y=0,z=0; RN AL

a b ¢
a b c a’be blac c3ab
XC:Z’yC:Z’ZCZZ;Ix: 60 71x: 60 >1x: 60 5

I, =6—(a2 +b2 +c?)
Calculer le moment d'inertie d'un cone circulaire droit par rapport a son.
1
axe. Rép. m mhr* | ol h est la hauteur et  le rayon du cercle de base.
Calculer le volume délimité par la surface d'équation (x> + y* + 2°)* = a’x.
1 3
Rép.—ma” .
P 3

Calculer le moment d'inertie d'un cone circulaire par rapport au diamétre de

2
sa base. Rép. mhr (2h* +3r%).

Calculer les coordonnées du centre de gravité du corps délimité par une
sphére de rayon «a et un cone d'angle au sommet 20, le sommet coincidant

“ Dans les problémes 68, 69, 71, 72, 73 on suppose que la densité est
constante et égale a l'unité.
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avec le centre de la sphere. Rép. x. =0, y.=0, z. = %a (1+cosa)(ona

confondu l'axe du cone avec l'axe Oz et on a placé le sommet a l'origine).
73. Calculer les coordonnées du centre de gravité du corps délimité par
une sphere de rayon a et par deux plans passant par le centre et

formant un angle de 60°. Rép. p= % a,0=0,0 :g (la droite

d'intersection des plans a été prise pour axe Oz, le centre de la sphére a
servi d'origine aux coordonnées sphériques p, 6, ¢).

74. Se servir de 'égalité o oy (a>0) pour calculer les

1 25
Rl

, T cosxdx [ sindx , b T
ntégrales J. et .[ .Rép. [= ; 4|=
. Jx 0 Jx 2 2




] Chapitre XV
INTEGRALES CURVILIGNES ET INTEGRALES DE SURFACE

§ 1. Intégrale curviligne

Considérons un point P (x, y) se mouvant sur une courbe plane L d'un point M a
un point N. Le point P est sollicité par une force F qui varie en grandeur et en
direction lorsque P se déplace, c'est-a-dire qu'elle est fonction des coordonnées
de P

F=F (P).

Calculons le travail 4 de la force F lorsque le point est déplacé de M en N (fig.
342). Découpons a cet effet la courbe MN en n morceaux arbitraires par les
points M = M,, My, M, .. ., M, =N

J E
/ My N
!lL*A!/L £ ety
Y, 4s;
0 Il: .Z'l:'AIi rx
Fig. 342

en partant de M vers N et désignons par As; le vecteur M ;M , . Désignons par

F; l'intensité de la force F au point M;. On peut alors considérer que le produit
scalaire F; As; représente approximativement le travail de F le long de l'arc

i i+l
A; = F; As,.
Soit
F=Xxy)i+tYxy)j,
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ou X (x, y) et Y (x, ) sont les projections du vecteur F sur les axes Ox et Oy.
Désignant par Ax; et Ay; les accroissements des coordonnées x; et y; lorsqu'on
passe de M; a M., on obtient

As; = Ax;i - Ay;j.
Par conséquent,
F; As;, = X (xi, yi) Ax; + Y (xi, yi) Ay;

La valeur approchée du travail 4 de la force F tout le long de la courbe MN est

n n
A~ zFiAsi = Z[X(xiayi)Axi +Y(xi7yi)Ayi]' ey
i=1 i=1
Sans faire de raisonnements rigoureux, indiquons en attendant que si la limite
de 'expression du second membre existe lorsque As; —0 (il est alors évident
que Ax; — 0 et Ay; — 0), elle exprime le travail de la force F' le long de la
courbe L entre les points M et N

A:A!C%IEOZ[X(XDJ}I')AX[+Y(xi’yi)Ayi]' (2
Ay, —0 i=1

La limite ") du second membre est appelée l'intégrale curviligne de X (x, y) et ¥
(x, ) le long de la courbe L et est désignée par

A= JX(x, V)dx+Y(x,y)dy 3)
L
ou
(N)
A= J'X(x, W+ Yo )dy. (3
(M)

On rencontre souvent des limites de sommes (2) en mathématiques et en
physique, X (x, y) et Y (x, y) étant des fonctions de deux variables dans un
domaine D.

Les lettres M et N dans l'intégrale (3') ont été mises entre parenthéses pour
indiquer que ce ne sont pas des nombres mais les extrémités de la courbe a
laquelle est étendue l'intégrale curviligne. Le sens de M a N le long de la courbe
est dit sens d'intégration.

Si L est une courbe gauche, on définit d'une maniére analogue l'intégrale
curviligne des trois fonctions X (x, y, z), Y (x, y, 2), Z (x, y, 2):

* On donne ici 4 la limite de la somme intégrale le méme sens que pour
l'intégrale définie, voir § 2, chap. XI, t. I.
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J. X(x,y)dx+Y(x,y)dy+Z(x, y)dz =
L

4 lim ZX(xk Vi Z)AY +Y (s Vi Z) A + Z (x5 Yis 25 )AzZy,
Ax;, —0 4
Ay —0 i=1
Az, —0
La lettre L sous le signe somme indique que l'intégrale est étendue a la courbe
L

Indiquons deux propriétés de l'intégrale curviligne.

Propriété 1. Une intégrale curviligne est définie par l'expression sous le
signe somme, la forme de la courbe d'intégration et le sans d'intégration.
L'intégrale curviligne change de signe en méme temps qua le sens d'intégration,
étant donné qua le vecteur As et, par conséquent, ses projections Ax et Ay
changent de signe.

Propriété 2. Découpons la courbe L en deux

LZ‘ N parties L, et L, de sorte que
K MN = MK + KN (fig. 343). 1l résulte alors
directement de la formule (1)
L ! (N) (K) (N)
dex+Ydy= Ide+Ydy+ J‘de+Ydy

(M) (M) (K)

M Cette relation est valable quel qua soit le nombre

Fig. 343 d'arcs partiels.

Indiquons encore qua l'intégrale curviligne
conserve son sens lorsque la courbe L est fermée.
L'origine et I'extrémité de la courbe coincident alors. On ne peut plus écrire

(N)
dans le cas d'une courbe fermée J‘X dx+Y dy , mais J Xdx +Ydy et il faudra
(M) L

indiquer forcément le sens de parcours le long de la courbe fermée L.
On désigne aussi fréquemment une intégrale curviligne sur une courbe
fermée L parle symbole

§de+ Ydy
L

Remarque. Nous avons été conduits a la notion d'intégrale curviligne en
considérant le probléme du travail d'une force F sur un parcours curviligne L.

On considérait alors qua la force F était une fonction vectorielle des
coordonnées du point d'application (x, y) ; les projections du vecteur variable F
sur les axes de coordonnées sont égales aux fonctions scalaires (c'est-a-dire
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numériques) X (x, y) et Y (x, y). On peut donc considérer une intégrale

curviligne de la forme J.de +Ydy comme lintégrale de la fonction
L

vectorielle F donnée par ses composantes X et Y.

L'intégrale de la fonction vectorielle F sur la courbe L est désignée par le

symbole
J.F ds .
L

Si le vecteur F est déterminé par ses composantes X, Y, Z, cette intégrale s'écrit
.[de+Ydy+Zdz
L

Notamment, si le vecteur F se trouve dans le plan Oxy, l'intégrale de ce vecteur
se réduit alors a

'[de-dey.
L

Lorsque l'intégrale curviligne d'une fonction vectorielle F est étendue a une
courbe fermée L, on 1'appelle encore la circulation du vecteur F sur le contour
fermé L.

§ 2. Calcul de I'intégrale curviligne
Nous nous proposons dans ce paragraphe de préciser la notion de limite de la

somme (1) § 1 et, par 1a méme, nous aurons précisé la notion d'intégrale
curviligne et nous indiquerons un procédé de calcul. Supposons la courbe L

donnée sous forme paramétrique : y v

x=9.y=y T e
My (2.4

Considérons l'arc de courbe MN (fig. 344). Y

Soient o et B les valeurs du paramétre M, z

correspondant aux points M et N. Partageons M

I'arc MN en morceaux As; par les points M, i =

(o1, 1), Mo (2, 72), - 5 My, (3, ) et posons x; Az

=0 ), yi=v (1) Fig. 344

Considérons l'intégrale curviligne définie au paragraphe précédent
[ yydx+ v e vy (1)
L

Enongons sans démontrer un théoréme sur 1'existence des
intégrales curvilignes. Si les fonctions ¢(f) et y(¢) sont continues et
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possédent des dérivées continues @' (f) et ' (t) sur le segment [a, B] et si les
fonctions de t X [¢ (1), v ()] et Y [ (¢), v (¢)] sont continues sur ce segment, les
limites

lim > X(E.5)Ax = 4
AHO; (%, V)AY,

i

. 2
AEIEO ; Y(x;,y)Ay; =B

existent, x; et y; étant les coordonnées d'un point de l'arc As;. Ces limites ne

dépendent pas du mode de découpage de la courbe L en arcs partiels As;
lorsque As; — 0, ainsi que du choix du point(M ;(X;,y;) sur l'arc As;, on les
appelle les intégrales curvilignes et on les désigne par:

A= .[X(x, y)dx
L

B= [ Y. y)dy
L

Remarque. Il résulte du théoréme que tendent aussi vers cette méme limite
(c'est-a-dire vers l'intégrale curviligne) les sommes définies au paragraphe
précédent, ou les points M,(x;,y;) sont les extrémités de l'arc As;, le

découpage de L en arcs partiels As; étant arbitraire.

Le théoreme qui vient d'étre formulé donne un procédé de calcul des intégrales

curvilignes.
Ainsi, par définition
(N) n
[ X dr= lim 3 X F)Ax L ()
Ax; >0 «
() =
ou

Axi=x; = X1 = @ (8) - @ (ti1).
Appliquons la formule des ' accroissements finis de Lagrange
Ax; =@ () - ¢ (1) - ¢ " (1) (- 1) = ¢ ' (1) Aty

T; étant une certaine valeur de ¢ comprise entre les valeurs 7, et ¢, Le point
X;,y; ¢tant arbitraire sur l'arc As; choisissons-le de maniére que ses

coordonnées correspondent a la valeur du paramétre t;
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=01,y =y (1)

Substituant les valeurs trouvées de X;,y; et Ax; dans la formule (3), on trouve

(N) n

[ e yae= lim > Xot vz’ )Ax,

At; >0 «

(M) i=1

Le second membre représente la limite d'une somme intégrale pour la fonction

continue d'une seule variable X [¢ (7), v (1)] ¢' (¢) sur le segment [o,B].
Par conséquent, cette limite est égale a I'intégrale définie de cette fonction

(N) B
[ %2 =[ Koo' e
(M) o

On obtient d'une maniére analogue la formule
(N) B
[ ¥ pae =] ¥lo. v v ey
(M) a
On obtient en ajoutant ces égalités membre & membre
(N) B
[ e v+ v )y =[ (Xlo, w090+ Yo w0} dr (4)
(M) a
Telle est la formule permettant de calculer une intégrale curviligne.

On calcule de la méme fagon l'intégrale curviligne
j Xdx + Ydy + Zdz

le long d'une courbe gauche définie paramétriquement : x = (¢), y =y (t), z =

x (0

Exemple 1. Calculer l'intégrale curviligne portant sur les fonctions
¥’ ;3207 3 —x% (c'est-a-dire sur la fonction vectorielle x*i + 3z)% — x*yk)
le long du segment de droite allant du point M (3, 2, 1) au point N (0, 0, 0) (fig. 345).

Solution. Pour trouver les équations.paramétriques de la droite d'intégration,
écrivons-la sous la forme :

X y z

3 21
désignant par t la valeur commune de ces rapports, on obtient I'équation paramétrique de
la droite

5

x=3t,y=2t,z=t.

11 correspond a I'origine du segment MN la valeur du parametre t =1 et a
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I'extrémité la valeur # = 0. On trouve facilement les dérivées de x, y, z par rapport a ¢
(on en a besoin pour calculer l'intégrale curviligne)

x; =33y, =2z, =1

% =

J=z?

Fig. 345 Fig. 346
On calcule maintenant l'intégrale curviligne proposée a l'aide de la formule (4)
N) 1 1 %7
Jx3dx+3zy2dy —x2ydz = .[ 30?3430 2- (30?211t = .‘-87t3dt ==
(M) 0 0

Exemp 1e 2. Calculer I'intégrale curviligne pour le couple de fonctions: 6x%p, 10x)?
sur la courbe plane y = x° entre les points M (1, 1) et N (2, 8) (fig. 346).

S o fution. Pour calculer l'intégrale proposée

N)

IéxzydxwL 10xy%dy

(M)
il faut avoir les équations paramétriques de la courbe. Il est évident qu'ici x peut servir de
parameétre

X=X y= x.

Le parametre x varie de x; = 1 a x, = 2. Les expressions des dérivées par rapport au

parametre x sont

x. =1, y;,=3x2.

Par conséquent,
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(N) 2
J6x2ydx+10xy2dy - J(6x2x3 A+10xx® 3% )dx =
(M) 1

2
:J'(6x5 #30x%)dv = [v0 +3x10F =3132
1
Donnons maintenant quelques applications des intégrales curvilignes.
l.Expression de l'aire d'un domaine délimité par une
courbe en fonction d'uneintégrale curviligne.

y
g Y=Y, (T)
Mf
N
M
S -
0 0l « A
Fig. 347 Fig.348

Soit donné dans le plan Oxy un domaine D limité par un contour L tel que toute
paralléle a un quelconque des Dxes de coordonnées passant par un point
intérieur du domaine coupe la frontiére L en deux points au plus (c'est-a-dire
que le domaine est régulier) (fig. 347).

Soit [a, b] le segment de 1'axe Ox sur lequel se projette le domaine D, limité
inférieurement par la courbe (/)

Y=y ),
et supérieurement par la courbe (/)

y=»®), i<yl

L'aire du domaine D est alors égale a
b b
S = [ y2 (e[ v (xyax
a a

Mais la premiére intégrale est une intégrale curviligne le long de la courbe /,
(MPN), étant donné que y = y* (x) est l'équation de cette courbe ; par
conséquent,
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b
[r2de= | yax
a MPN

La seconde intégrale est une intégrale curviligne étendue a la courbe 7, (MQON)

b
jyl (x)dx = jydx
a MON
On a, en vertu de la propriété 1 des intégrales curvilignes
I ydx =— J ydx
MPN NPM
Par conséquent,

S=- J‘ydx— J‘ydx:—J.ydx(S)
NPM MON L

L étant parcouru dans le sens inverse des aiguilles d’une

montre.

Si une partie de la frontiére L est constituée d'un segment MM paralléle a I'axe
(N)

Oy, on j ydx =0 et 1'égalité (5) est encore vraie (fig. 348).
(M)
On peut montrer d'une maniére analogue que

S:dey (6)
L

Ajoutant membre & membre (5) et (6) et divisant par 2, on obtient encore une
formule pour calculer l'aire S :

SZ%.[xdy—ydx (7

Exemp 1l e 3. Calculer l'aire de l'ellipse
x=acost, y=bsint.
Solution. On trouve d'apres la formule (7)
17 . .
S= 5 J. [a cost bcost—bsint(—asin t)]dt = nab
0

Remarquons que la formule (7) ainsi que les formules (5) et (6) conviennent
aussi pour l'aire de domaines dont les frontiéres sont coupées par les paralleles

aux axes de coordonnées en plus de deux points (fig. 349). Pour le démontrer,
partageons le domaine donné (fig. 349) en deux domaines réguliers au moyen
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de la courbe /*. La formule (7) est vraie pour chacun d'eux. Ajoutant
membre & membre, on obtient dans le premier membre 1'aire du domaine donné
et dans le second l'intégrale curviligne (précédée du coefficient 1/2)

y L
2 M,(@,.b,.c,)
~(mak
0 Fa X y

Fig. 349 Fig. 350
étendue a toute la frontiére, étant donné que l'intégrale sur la ligne de partage /*
est prise deux fois, dans le sens direct et dans le sens inverse, et s'annule donc.

2. Travail d'une force variable F sur un chemin
curviligne L. Nous avons indiqué au début du § 1 que le travail d'une force
F=Xxy,2)i+Y(x y,2)j+Z(x, y,z) kle long d'une courbe L = MN était
égal a l'intégrale curviligne :

(N)

A= j X(x,y,2) dx+Y(x, y,2) dy + Z(x, y, 2) dz

(M)

Prenons un exemple concret de calcul du travail d'une force.

Exemple 4. Calculer le travail 4 de la force de pesanteur F déplagant une masse m
du point M, (ay, by, ¢)) au point M, (a,, by, ¢;) le long d'un chemin arbitraire L (fig. 350).
Solution. Les projections de la force de pesanteur F sur les axes de coordonnées
sont

X=0,Y=0, Z=-mg.

Le travail accompli est donc
(M;) €
A= J.de+Ydy+Zdz = J.(—mg)dz =mg (c;—¢y)
(M) <

On voit que, dans le champ de la pesanteur, le travail ne dépend pas du chemin suivi
mais seulement du point initial et du point final. Plus exactement, le travail de la force de
pesanteur ne dépend que de la différence des niveaux déterminés par le point final et le
point initial.
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§ 3. Formule de Green

Montrons qu'une intégrale double dans un domaine plan D s'exprime par une
intégrale curviligne prise le long de la frontiére L de ce domaine.

Soit un domaine D du plan Oxy limité par un contour L, D étant régulier aussi
bien selon Ox que Oy. Supposons ce domaine limité inférieurement par la
courbe y = y;(x) et supérieurement par la courbe y = y,(x), ¥; (x) <y, (x) (a <x <
b) (fig. 347).

A elles deux, ces courbes forment le contour fermé L. Soient dans D deux
fonctions continues X (x, y) et Y (x, y) douées de dérivées partielles continues.

Considérons l'intégrale
i X)) ey,
oy
Ona

1(x)

”aX(x Y iy ;f yl.!;)gdy dx = IX(x y)|y2( )dx—(l)

b

— [0y ()= Xy, (o)

a

Notons que l'intégrale
b
[ e ps () ax

est numériquement égale a l'intégrale curviligne
IX (x,y)dx
(MPN)
le long de la courbe MPN d'équations paramétriques
x=x, y=yAx),
x étant le paramétre.
On a donc

j Xy () dv= [X(xpde @)
MPN
D'une maniere analogue, l'intégrale

[ Gy (o ar

est numériquement égale a
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j Xy @dr= [X(ny)de. ()
(MON)

Substituant les expressions (2) et (3) dans la formule (1), on obtient

”_d"dy_ J.X(X’Y)dx— fX(x,y)dx.(4)

MPN MON

.[X(x,y) dx =— .[X(x,y) dx
MON NOM

(voir § 1, propriété 1). On peut donc recopier la formule (4) sous la forme :

”—dxdy— [xemdes [x0ey)ar
MPN NOM

Mais la somme des intégrales curvilignes du second membre est égale a
l'intégrale curviligne sur le contour L tout entier parcouru dans le sens des
aiguilles d'une montre. On peut donc mettre cette derniére égalité sous la
forme :

J;;[%—)y(dxdyz-[)((x,y)dx, (5)

ou L indique que le contour fermé L est parcouru dans le sens des aiguilles
d'une montre. Si une partie de la frontiére est constituée par un segment /;

parallele a I'axe Oy, on a J.X (x,y)dx =0 etl'égalité (5) reste vraie.
l
On trouve de la méme facon

j j— dxdy = J'Y(x, V) dx . (6)
L

On trouve en retranchant (6) de (5):

g(z—f—g—ijdxdy:-[de+Ydy
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Si I'on parcourt le contour L dans le sens inverse des aiguilles d'une montre,

ona*)
J;I[Z—i—g—fjdxdy:-[z\’dx+)’dy

C'est la formule de Green (mathématicien anglais, 1793-1841) ™).

Nous avons supposé le domaine D régulier. Mais, comme pour le calcul d'une
aire (voir § 2), on peut montrer que cette formule reste vraie pour un domaine
quelconque admettant un découpage régulier.

§ 4. Conditions pour qu'une intégrale curviligne ne dépende pas du chemin
d'intégration

Considérons l'intégrale curviligne
(N)
I Xdx+Ydy
(M)

étendue a une courbe plane L réunissant les points M et N. On supposera que les
fonctions X (x, y) et Y (x, y) possedent des

a N dérivées partielles continues dans le domaine

considéré D. Voyons dans quelles conditions
l'intégrale curviligne ne dépend pas de la

u forme de la courbe L, mais seulement de la
. P position des points M et N.
Fig. 351 Considérons deux courbes arbitraires MPN et

MON du domaine considéré D
réunissant les points M et N (fig. 351).
Soit
J'dewdy: J'dewdy, (1)
MPN MON
c'est-a-dire
Jde+Ydy— dex+Ydy:0
MPN MON

" Lorsque dans une intégrale curviligne sur un contour fermé L on n'a pas
indiqué le sens d'intégration, il est sousentendu qu'il s'agit du sens inverse des
aiguilles d'une montre. Si le parcours a lieu dans le sens des aiguilles, il faut
avoir soin de le spécifier.

™ Cette formule est un cas particulier d'une formule plus générale établie par le
mathématicien russe M. Ostrogradsky.
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En vertu des propriétés 1 et 2 des intégrales curvilignes (§ 1), on peut écrire

J.de+Ydy+ dex+Ydy=o
MPN NOM
qui représente 'intégrale curviligne sur le contour fermé L

Jde+Ydy=0 )
L

Dans cette derni¢re formule, l'intégrale curviligne est prise sur un contour L
constitué¢ des courbes MPN et NOM. 11 est évident que ce contour peut étre
considéré comme arbitraire.

Par conséquent, il résulte de la condition que l'intégrale sur une courbe
réunissant deux points arbitraires M et N ne dépend pas du chemin suivi, mais
seu)ement de la position de ces deux points, que l'intégrale
curviligne est nulle sur tout contour fermé.

La réciproque est vraie : si une intégrale curviligne est nulle quel que soit le
contour fermé, elle ne dépend pas du chemin d'intégration entre deux points,
mais seulement de la position de ces deux points. En
effet, 1'égalité (2) entraine (1).

Dans l'exemple 4 du § 2 l'intégrale curviligne ne dépend pas du chemin
d'intégration; elle dépend du chemin dans I'exemple 3. étant donné que
l'intégrale sur le contour fermé considéré nest. pas nulle, mais donne l'aire
limitée par ce contour; clans les exemples 1 et 2 les intégrales curvilignes
dépendent également du chemin d'intégration.

La question se pose naturellement : a quelles conditions doivent satisfaire les

fonctions X (x, y) et Y (x, y) pour que l'intégrale curviligne IX dx+Y dy soit
nulle quel que soit le contour fermé. Le théoréme suivant répond a cette

question.

Théoreéme. .Soient X (x, y) et Y (x, y) deux fonctions continues dans un
Xy , ¥(x))
oy Ox

. Pour

domaine D, ainsi que leurs dérivées partielles

que l'intégrale curviligne sur tout contour fermé L de ce domaine soit nulle,
c'est-a-dire pour que l'on ait

J' X(x,y)dx+Y(x, ) dy =0, (2)
L

il faut et il suf fit que
oX oY
=20
dy Ox

en tous les points du domaine D.
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Démonstration. Prenons un contour fermé arbitraire L dans le
domaine D et écrivons la formule de Green correspondant a ce contour:

oF XY
J.‘[[ dedy -[de+Ydy

Si la condition (3) est satisfaite, I'intégrale double de gauche est identiquement
nulle et 'on a

.[de+Ydy:0

On a donc démontré que la condition (3) estsuffisante.
Montrons qu'elle est nécessaire, c'est-a-dire que si 1'égalité (2) a lieu pour
tout contour fermé L dans D, la condition (3) a forcément lieu en chaque point
du domaine. Supposons, au contraire, qu'ait lieu I'égalité (2)

Ide+Ydy=O,

oY oX
mais que la condition (3) n'ait pas lieu, c'est-a-dire que ————#0

ox 0Oy
ne serait-ce qu'en un seul point. Soit, par exemple, en un point P (x,, V)
oY oX

ox 0Oy

Comme on a dans le premier membre une fonction continue, elle est positive et
supérieure a un certain nombre & > 0 en tous les points d'un domaine
suffisamment petit D' contenant le point P (x,, ,). Prenons 1'intégrale double de

la différence 66_Y - aai sur ce domaine. Elle est positive. En effet,
X vV

J.J.[a_y_a_)y(JdXdy >.”.5d“ly :5_[_|.dxdy= 8D'>0
S

Or, d'aprés la formule de Green, le premier membre de cette derniére inégalité
est égal a l'intégrale curviligne sur la frontiére L' du domaine D', qui est nulle
par hypothése. Donc cette inégalité contredit la condition (2), et la supposition

oY oX . i . .
que i est différente de zéro, ne serait-ce qu'en un point, est fausse. On

x Oy
a donc
6Y 8X

o 6’y

en tous les points du domaine D.
Le théoréme est complétement démontré.
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Y(x,y) _0X(x,y)

Nous avons montré au § 9, chap. XIII que la condition
Ox oy

traduit le fait que I'expression X dx + Ydyestladifférentielle totale

d'une certaine fonction u(x,y), c'est-a-dire que
Xdx+Ydy=du(x, y)

avec

ou Oou
X(xay):gv Y(xvy)za'

Mais alors le vecteur
ou, Ou ,
F=Xi+Y j=—i+—]
ox Oy
est le gradient de la fonction u (x, y) ; la fonction u (x, y), dont le gradient est le
vecteur Xi + Yj, est appelée le potentiel de ce vecteur.
(N)
Montrons que, dans ce cas, ' intégrale curviligne I = JX dx+Y dy sur une
(M)
courbe arbitraire L réunissant les points M et N est égale a la différence des
ualeurs de la fonction u en ces points:

(N) (N)
dex+Ydy - fdu(x, V)= u(N)—u(M)
(M) (M)

Démonstration. Si Xdx+ Ydyestladifférentielle totale de la fonction u
N)
(x, y),ona X= u , Y= 6_u et l'intégrale curviligne s'écrit : .[ a—af +6_u dy
Ox oy ox oy
(M)
Pour calculer cette intégrale, écrivons les équations paramétriques de la courbe
L réunissant M et N:

x=00),y=v(®.

Nous admettrons qu'il correspond a la valeur ¢ = ¢, du paramétre le point M et a
la valeur ¢ = T le point N. L'intégrale curviligne se ramene alors a l'intégrale

définie
J‘ ou dx 6u dy dr
ox dt 6y dt

L'expression entre crochets est une fonction de ¢ qui exprime la dérivée totale de
la fonction u [¢ (), v (¢)] par rapport a ¢. Par conséquent,
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T
1=] fi—‘t‘dr =ulo), v, =ulo®), wo)]-ulotts), wito)] = u(N) ~u(a)

On voit que l'intégrale curviligne d'une différentielle
totale ne dépend pas du chemin d'intégration.

L'intégrale curviligne étendue a une courbe gauche jouit de la méme propriété
(voir § 7).

Remarque. On a parfois a intégrer l'intégrale curviligne d'une fonction X (x,
y) par rapport a l'arc de la courbe d'intégration L

X(x,y)ds = li X(x;,y)As; , (4
! (5 )ds = fim B X,y (4

ds étant la différentielle de I'arc. On calcule ces intégrales comme les intégrales
curvilignes considérées ci-dessus. Supposons la courbe L donnée par ses
équations paramétriques

x=@ 0,y =y,

¢ (), v (), ¢' (9), y' (¢) étant des fonctions continues de .
Soient a et f les valeurs du paramétre ¢ correspondant aux extrémités de l'arc L.

Comme
ds =o' +y'(6)? dt,

on obtient la formule suivante pour calculer l'intégrale (4)

B
[ Xy ds = [ Xo.vONo'0) +y'()” dr
L [+

On peut considérer l'intégrale curviligne par rapport a un arc de la courbe
gauchex=¢ (1), y =y (1), 2=y ()

B
[xCev.21ds = [ Xl wO.0ONo' @ +v'@)? +1'0) di
L [

A l'aide des intégrales curvilignes avec pour élément différentiel l'arc ds, on
peut déterminer, par exemple, les centres de gravité de courbes pesantes.
Raisonnant comme au § 8, chap. XII (t. I), on obtient les formules suivantes
pour le calcul des coordonnées du centre de gravité d'une courbe gauche:

des jyds Izds

Xo=t—, yo=t—, 7, =4 (5)
Ids ‘!ds ‘Ids

L
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Exemp 1e. Trouver les coordonnées du centre de gravité d'une spire de
I’hélice
x=acost,y=asint,z=bt (0<t<2n),
sachant que sa densité linéaire est constante.
Solution.On trouve en appliquant la formule (5)
2n 2n
J‘acost\/a2 sin? r+a* cos? t+b? dt Jacost a’ +b? dt
a
Xo = 0 = 0 =—=0
2n 2n o
J.t\/a2 sin? r+a* cos? t+b? dt jt a’+b? dt
0 0

D'une maniére analogue y. =0,

2n
Ibt\/az sin? t+a? cos® t+b% dt
b-4n?
z = 0 = _ch

2mva? +b? -2

On a donc pour les coordonnées du centre de gravité d'une spire de 1'hélice

X.=0,y.=0,z.=mb.
§ 5. Intégrales de surface

Soit donné en coordonnées rectangulaires Oxyz un domaine V. Dans V est
donnée une surface c limitée par une courbe gauche A.

Quant a la surface o, nous supposerons qu'on a défini en chaque point P un sens
positif en indiquant la normale unitaire n (P), dont les cosinus directeurs sont
des fonctions continues des coordonnées des points de la surface.

Donnons-nous en chaque point de la surface un vecteur

F=X(xy,2)i+Y(xy,2)jtz(xy2)k,
X Y, Z étant des fonctions continues des coordonnées.

Découpons arbitrairement la surface en aires élémentaires Ac;. Prenons un point
arbitraire P; dans chaque élément et considérons la somme

D (F(P)n(P))As,

F (P)) étant la valeur du vecteur F au point P; de Ac;, n (P;) le vecteur unitaire
de la normale en ce point, Fn le produit scalaire de ces vecteurs.
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Fig. 352 Fig. 353

La limite de la somme (1) relative a toutes les aires Ac; lorsque le plus grand
diametre de ces aires tend vers zéro est, par définition, une intégrale de surface
que I'on désigne par le symbole

.[ Fndo
On a donc, par définition *),
lim Fi”iAGi_[ Fndo (2)
diamAc; —0

(o2
Chaque terme de la somme (1)
F,' n; AG,' = F,' AG[ Ccos (n,~, F,)(3)

admet l'interprétation suivante : ce produit est égal au volume d'un cylindre
¢élémentaire de base Ac; et de hauteur F; cos (n;, F;). Si F est la vitesse d'un
fluide traversant la surface o, le produit (3) est égal a la quantité de fluide

traversant 1'élément Ac; en I'unité de temps dans la direction du vecteur n; (fig.
352).

L'expression J‘ Fn do du donne la quantité totale de fluide traversant en I'unité
c

de temps la surface a dans le sens positif, F étant le vecteur vitesse du fluide au

point donné. C'est pourquoi l'intégrale de surface (2) est encore appelée flux du

champ vectoriel F a travers la surface o

I1 résulte de la définition de l'intégrale de surface que si I'on découpe la surface

G en morceaux Gy, Gy, . . ., Ok, ON aura

" Si la surface a admet en chaque point un plan tangent variant continGment
avec P et si la fonction vectorielle F est continue sur cette surface, cette limite
existe (nous admettrons sans démonstration ce théoréme d'existence des
intégrales de surface).
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Le vecteur unitaire n s'écrit :
n=cos (n,x)i+cos (n,y)j+cos(n,z)k.

Substituant dans l'intégrale (2) les expressions des vecteurs F et n en fonction
de leurs composantes, on obtient

J' Fnds. (2)

Le produit Ac cos (n, z) est la projection de 1'aire Ac sur le plan Oxy (fig. 353) ;
on a également pour les autres produits

Accos(n,x)=Ac .,
Accos(n,y)=Ac,,, 4)

Ac cos(n, z) = Ac,,,

ou AG,., AG,., Ac,, sont les projections de faire Ac sur les plans de coordonnées
correspondants.

Ceci étant, on écrit encore 1'intégrale (2') sous la forme
IJ Fndo = ” [X cos(n, x)+Y cos(n, y)+ Z cos(n, z)]dc =.

j Xdydz+Y dzdx+Z dedy. (2"

c
§ 6. Calcul des intégrales de surface

Le calcul d'une intégrale sur une surface gauche se rameéne au calcul d'une
intégrale double sur un domaine plan. Indiquons un procédé de calcul de
l'intégrale

J. Z cos(b,z)do

(o2

Supposons la surface a telle que toute droite paralléle a 1'axe Oz la coupe en un
seul point. L'équation de la surface peut étre mise alors sous la forme

z=f(x, ).
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Désignons par D la projection de la surface a sur le plan Oxy, on a (en vertu
de la définition des intégrales de surface)

n
J' Z(x;.y1z,) cos(ng, 2)do = riiAr(r;_)OZ;Z(xi ,v:.2,)cos(n;, 2)AG,
c =

Prenant ensuite en considération la derniére formule (4) du § 5, on obtient

n
J]7costn, o= | tim Z}“Z(x,- D S yNAG ), =
c =

n
=+ lim Zl Z(x1.3; [ (x1.7)| Aoy

1

la derniere expression étant une somme intégrale pour l'intégrale double de la
fonction Z (x, y, f (x, ¥)) dans le domaine D. Par conséquent,

j J' Zcos(n;, z)d =+ j jZ(x, v, f(x, ) dx dy
G D
Le signe plus correspond a cos (1, z) > 0 et le signe moins a cos (, z) < 0.
Si la surface a ne satisfait pas a la condition indiquée au début de ce paragraphe,
on la découpe en morceaux satisfaisant a cette condition et on calcule l'intégrale
séparément sur chaque morceau. On calcule d'une maniére analogue les
intégrales

j X cos (n, x) dG;J. Y cos(n,x)doc

c c
Ainsi se trouve justifiée 'expression d'une intégrale de surface sous la forme
(2")du § 5.
On pourra considérer alors que le second membre de l'égalité (2") est une
somme d'intégrales doubles sur les projections correspondantes du domaine o,

les signes de ces intégrales doubles (ou, comme on dit encore, les signes des
produits dy dz, dx dz, dx dy) étant pris conformément a la régle indiquée.

Exemple 1. Considérons une surface fermée a coupée en deux points au
plus par toute parall¢le a I'axe Oz. Considérons l'intégrale

” zcos(n, z) do

Nous choisirons comme normale positive la normale extérieure. Nous pouvons découper
cette surface en deux parties, inférieure et supérieure, d'équations

z=filx y)etz=1(x ).

Désignons par D la projection de 6 sur le plan Oxy (fig. 354) ;on a
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[[zcostn2ydo=[[ 20 dvay=[[ £ vy dx
G D D
La seconde intégrale a été affectée du signe moins, car dans l'intégrale de surface le

produit dx dy pour la surface z = f; (x, y) doit étre précédé du signe moins, étant donné
que cos (n, z) est négatif.

Fig. 354 Fig. 355
Or, la différence des intégrales du second membre représente le volume délimité par la
surface o. Donc le volume du corps délimité par la surface fermée o est égal a l'intégrale
de surface

V= ”z cos(n, z) do

Exemple 2. Une charge électrique positive e placée a l'origine des coordonnées
crée un champ vectoriel dont la distribution du vecteur F est donnée en chaque point par
la loi de Coulomb

F=k iz r
r
r étant la distance du pointconsidéré a l'origine et r le vecteur unitaire du rayon vecteur
dirigé vers le point considéré (fig. 355) ; k est un facteur constant.
Calculer le flux du champ de vecteurs a travers une sphére de rayon R centrée a l'origine.

Solution . Considérant que » =R = const,on a :

J‘jk%mdczg—i‘”m do
r

c (e}
Mais la derniére intégrale est égale a l'aire ¢ de la sphére. En effet, le produit scalaire 7n
est constamment égal a l'unité, et il reste
”rndcs: lim rnyAc, = lim ZAGk =c.
0
(e}

Ac,—0 Ac,—

Par conséquent, le flux cherché est

£G=£-4TER2 = 4nke .
R* R’



260
§ 7. Formule de Stokes

Soit donnée une surface a telle que toute paralléle a Oz la coupe en un seul
point. Désignons par A, sa frontiére. La normale positive a la surface n sera
celle formant avec Oz un angle aigu (fig. 356).

Soit z = f(x, y) 'équation de la surface. Les cosinus directeurs de la normale a la
surface ont pour expression (voir § 6, chap. IX, t. I)

ox

cos(n, x) =

Nous supposerons que la surface o se trouve tout entiére dans un domaine
spatial V. Soit donnée dans ¥ une fonction continue X (x, y, z) avec ses dérivées
partielles du premier ordre. Considérons l'intégrale curviligne prise le long du
contour A,

J.X(x,y,z)dx.
A

On ale long de Az =f(x, y), x, y étant les coordonnées des points de la courbe
L, projection de A sur le plan Oxy (fig. 356). On peut écrire, par conséquent,

[XCer.2)= [ X o @)
A L

Cette derni¢re intégrale est une intégrale curviligne prise le long de L.
Transformons-la en appliquant la formule de Green, en posant

Xy fem=X (x),0=Y (x ).

Remplagant dans la formule de Green X et ¥ par leurs expressions, on obtient
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ay

le domaine D étant limité par L. Dérivons la fonction composée X (x, y, f (x, »))
par rapport a y

0X(x,y, f(x,3)) _ 0X(x,¥,2)  0X(x,y.2) Of(x,¥)
oy oy 24 v
On obtient en substituant 1'expression (4) dans le premier membre de (3):

N ﬂam, ».2) | X p,2) F(, y)} dx dy =
’ oy 0z o

- [[ RS gy = [ (v £ s )
D L

“4)

= [ Xy oo ar
L
Compte tenu de (2), cette derniére égalité s'écrit
oX oxX of
X == A
J. (x,y,z)dx J.DJ. S dx dy J.DJ. o o dx dy

A

. (5
Les deux derniéres intégrales se transforment en
intégrales de surface. En effet, il résulte de la
formule (2 ") du § 5 qu'on a pour toute fonction 4
(x, y, z) I'égalité

IJ.A(x,y, z)cos (n,z)dG:JJ.Adxdy
D

(e}

Fig. 356

Ceci étant, les intégrales du second membre de (5) se transforment comme suit

-”aﬁ_i/( dxdy = J.Iaa—j}( cos(n, z) do
D c

Uaa—)z(g—idx dy = Haa—)z(%cos(n, z)do
D o

(6)

Transformons la derniére intégrale en appliquant les formules (1) du présent
paragraphe : on trouve en faisant le quotient de la seconde égalité (1) par la
troisiéme

cos(n,y) _ 3 %

cos(n,z) Oy
ou

1 cos (n,z) =—cos (n, y)
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Par conséquent,

J' ‘Z—X Y ixd
5 0z oy
On obtient en substituant les expressions (6) et (7) dans (5):

IX(x, y,z)dx = —Ha—X cos (n,z) dG+I a—Xcos (n,y)do . (8)
1 c Oy : oz

:_J a—Xcos(n,y)dcf.(7)
& 1574

Le sens de parcours de A doit étre tel qu'un observateur traversé des pieds a la
téte par la normale n verrait le contour parcouru dans le sens inverse des
aiguilles d'une montre.

La formule (8) est vraie pour toute surface pouvant étre découpée en deux
parties d'équations de la forme z = f'(x, y).

On obtient d'une fagon analogue les formules

oY ox ,
‘IY(x,y,z)dx—J;J{—gcos (n. )+ cos (n,z)}dcs.(i%)

oz oz
Z(x,y,z)dx=|||—-—— , V) +— ,X) |do . (8"
_I (x,y,z)dx J;J{ = cos (n,y) & cos (n x)} c.(8")

Ajoutons membre a membre les égalités (8), (8") et (8") ; on obtient la formule
Ide+Ydy+Zdz:

HK@_Y_@_QCOS< m%z-g—jjcos( e —Z—fjcos(w)}dc

C'est la_formule de Stokes (mathématicien anglais (1819-1903)). Elle permet de
transformer une intégrale de surface a en une intégrale curviligne prise sur la
frontiére A de cette surface, le sens de parcours de la frontiére étant celui
spécifié plus haut.

Le vecteur B de composantes
0Z oY oxX BZ'B oY oX

T T E w T w
est appelé le vecteur tourbillon ou rotationnel de la fonction vectorielle F = X i
+ Yj + Zk et on I'écrit symboliquement rot F.

Par conséquent, on peut recopier la formule (9) sous la forme vectorielle

IFds:jjnrothc,(9')
A s

et le théoréme de Stokes s'énonce :
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La circulation d'un vecteur le long d'un contour fermé limitant une surface
est égale au flux de son rotationnel a travers cette surface.

Remarque. Silasurface 6 est un morceau de plan paralléle a Oxy, on a Az =
0 et on retrouve la formule de Green comme cas particulier de la formule de
Stokes.
11 résulte de la formule (9) que si
oz oY 06X 4 06Y oX
6y oz oz o o Oy
l'intégrale curviligne est nulle sur toute courbe gauche fermée A:

_[de+Ydy+z dz=0(11)

2 -0(10)

L'intégrale curviligne ne dépend donc pas de la forme de la courbe d'intégration.
Comme dans le cas d'une courbe plane, on montre que les conditions
mentionnées (10) sont non seulement suffisantes mais aussi nécessaires pour
avoir 1'égalité (11).

Ces conditions étant satisfaites, I'expression sous le signe somme est la
différentielle totale d'une certaine fonction u (x, y, z)

Xdx+Ydy+Zdz=du(x, y,z)
et, par conséquent,

) @
J.de+Ydy+Zdz - J'du = u(N)—u(M)
(M) (M)

On le démontre comme pour la formule correspondante dans le cas d'une
fonction de deux variables (voir § 4).

Exemple 1. Ecrivons les formules fondamentales de la dynamique du point
matériel

dv dV
=X; m——=Y, =Z.
dt dt dt
Ici m est la masse du point ; X, Y, Z sont les composantes de la force sollicitant le point ;

dx a dz
4 v, =—les composantes de la vitesse v. Multiplions les deux

v, =—, Vv, =—,

fodtT Y atT T dt
membres des équations ci-dessus par les expressions : v, dt = dx, v, dt = dy, v. dt = dz.
On obtient en ajoutant membre a membre les égalités données:

medvetv,dv,tv.dv.)=Xdx+Ydy+Zdz
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1
mEd(vi+v§+vzz):de+Ydy+Zdz.
2, 2, 2 _ 2 - I 5
Comme vy +Vv, +Vv; =v", on peut écrire d(;mv j:de+Ydy+Zdz;

Calculons les intégrales des deux membres entre deux points M et M, sur la
trajectoire:

1 1 (M)
Emv% —Emvl2 = dex + Ydy + Zdz,
(M)

vy et v, étant les vitesses aux points M, et M,.

Cette dernicre égalité traduit le théoréme des forces vives : la variation de
I'énergie cinétique entre deux points est égale au travail de la force agissant sur
la masse m.

Exemple 2. Calculer le travail de la
force d'attraction newtonienne d'une masse
immobile m agissant sur une masse unité se
déplagant entre deux points M, (a;, by, ¢1) et
Mz (az, bz, Cz).

Solution. Prenons l'origine des
coordonnées au centre attractif. Désignons
par r le rayon vecteur (fig. 357) mené de
l'origine au point ou se trouve la masse
Fig. 357 unité, et soit r° le vecteur unitaire de cette

L. km ,
direction. On a alors F = ——2r0 , k étant
r

la constante universelle de gravitation. Les composantes de F sur les axes sont
respectivement

X——kmsz, Y=—kmlzl; Z=—kmL2i
r-r ro r r-r
Le travail de la force F sur 'arc M| M, est
(M)
A=—km J.XdX“Ly—ierZdZ _km .[ rdr kmjd(l)
(i) r ity T ary N

(étant donné que > = x>+ y* + 2%, r dr = x dx + y dy + z dz). Désignant par r, et
r, les longueurs des rayons vecteurs des points M, et M, on obtient:

A:km[i_ij
non
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Par conséquent, ici encore l'intégrale curviligne ne dépend pas du chemin

d'intégration. La fonction u = — est appelée le potentiel du champ d'attraction
r

de la masse m. Dans notre cas
x= y_ a_”, 7=
B oy oz
=u (M) —u (M)
c'est-a-dire que le travail pour déplacer la masse unité est égal a la différence de
potentiel entre les points final et initial.

§ 8. Formule d'Ostrogradsky

Soit un domaine régulier " de 1'espace a trois dimensions, limité par une surface

fermée a et ayant pour projection sur le plan Oxy un domaine régulier D a deux

dimensions. Nous supposerons que l'on peut partager la surface ¢ en trois

parties o, 0,3, 63 de sorte que les équations des deux premicres s'écrivent
z=filx y)etz=f(x ),

fi (x, y) et f5 (x, y) étant continues dans le domaine D, et la troisiéme partie o3

étant une surface cylindrique de génératrices paralléles a 1'axe Oz.

Considérons l'intégrale

1= ”J'Z(Ld v dy dz

Intégrons d'abord sur les z:

f2(x»)
1=J.J. J. a—Za’z dxdy =
Oz
D\ fi(x,)

[[ 2t asdv=[[ 2y, iy dxdy. (1)
D D

Définissons sur la surface ¢ la normale positive, dirigée vers I'extérieur. Alors
cos (n, z) sera positif sur la surface o, et négatif sur la surface o : il est nul sur
la surface o3.

Les intégrales doubles du second membre de 1'égalité (1) sont égales aux
intégrales de surface correspondantes

”Z(x v, £ (%, ) dx dy = ”Z(x y,2)cos (n,2) do (2)

G,

”Z(x v, f1(x, ) dx dy = HZ(x v, 2)(= cos (n, 2)) do

Oy
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Nous avons écrit dans la derniére intégrale (-cos (n, z)) parce que 1'élément
d'aire Ao de o est li¢ a I'¢lément d'aire As du domaine D par la relation As =
Aoy [ - cos (n, z)], étant donné que 'angle (, z) est obtus. Ainsi,

j [2Ge v, fiGe v dvdy ==[[ 20e, v, £ (x, ) cos (n,2)) do . 2)

oy

Substituant (2') et (2") dans (1), on obtient

I= Ijj%dx dy dz = ”Z(x, y,2)cos (1, 2) dc+j Z(x,y.,z)cos (n,z) do
Vv o o

Pour la commodité des calculs a suivre, recopions cette derniere égalité en lui

ajoutant la quantité j Z(x,y,z)cos(n,z)do =0 (onacos (n,z) =0 sur o3) :
I= J'”—dz(x Y2 iy dy dz =

= -”Z(x, V,z) dc5+‘”.Z cos(n,z)dc + '”Z cos(n,z)dc
SF) oy O3
Or, la somme des intégrales du second membre est égale a l'intégrale sur toute
la surface ¢ fermée; par conséquent,

Z
J.J. Z—dx dy dz = J. Z(x,y,z)cos (n,z)dc
Vv z c
On obtient d'une maniére analogue les relations

J.J. %dx dydz = J. Y(x,y,z)cos (n,y)doc
% ©

j{[ Z—i/dx dydz = J; X(x,y,z)cos(n,x)do

Ajoutant membre & membre ces trois derniéres égalités, on obtient la formule
d'Ostrogradsky )

Cette formule (appelée parfois formule d'Ostrogradsky-Gauss) a été
découverte par le célebre mathématicien russe M. Ostrogradsky (1801-1861)
qui l'a publiée en 1828 dans son article « Notes sur la théorie de la chaleur ».

267

J'“’(@X 6_Y + a_ZJ dxdy dz = ” (X cos(n, x)+Y cos(n, y)+ Z cos(n, z)) do
oy Oz

L)
oY

. . 0X oz . .
L'expression — +—+— est appelée la divergence du vecteur
ox 0oy Oz

F=Xi+Yj+Zk
et on I'écrit div F:

Indiquons que cette formule est vraie pour tout domaine pouvant étre partagé en
domaines partiels satisfaisant aux conditions mentionnées au début de ce
paragraphe.

Donnons une interprétation hydrodynamique de la formule établie.

Supposons que F = X i+ Yj+ Zk soit le vecteur vitesse d'un fluide traversant le
domaine V. L'intégrale de surface dans (2) est alors l'intégrale de la projection
de F sur la normale extéricure n ; elle donne la quantité¢ de fluide sorti du
volume ¥ a travers la surface a pendant l'unité de temps (ou qui y est entré, si
l'intégrale est négative). Cette quantité s'exprime au moyen de l'intégrale triple
de div F.

Si div F =0, 1" intégrale double sur toute surface fermée est nulle, la quantité de
fluide entré ou sorti est nulle. Plus précisément, la quantité de fluide entré dans
le volume donné est égale a la quantité de fluide sorti.

Sous forme vectorielle, la formule d'Ostrogradsky s'écrit

” didesz Fnds (1)
V

et elle s'énonce : /'intégrale de la divergence d'un champ vectoriel F dans un
volume est égale au flux du champ vectoriel a travers la surface limitant ce
volume.

§ 9. Opérateur hamiltonien et quelques applications

Soit donnée une fonction u = u (x, y, z). En chaque point du domaine ou la
fonction a (x, y, z) est définie et dérivable, est déterminé le gradient:

gradu—ta—+ u k@_u
Ox 6y oz

Parfois le gradient de la fonction V (x, y, z) est désigné ainsi
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Vu :ia_u+j6_u+k6_u
Ox oy oz

le signe V se lit « nabla »
1. Il est commode d'écrire sous une forme symbolique I'égalité (2) .

Vu=|i ;0 +j 0 +k— 0
ox " Oy oz
et de considérer le symbole

Vi—+tj—+k— (3
o (3)

comme un «vecteur symbolique ». Ce vecteur symbolique est appelé opérateur
hamiltonien ou opérateur nabla (opérateur V). Il découle des formules (2) et (2")
que quand on « multiplie » l'opérateur symbolique V par une fonction scalaire
u, on obtient le gradient de cette fonction

Vu=grad u. (4)

2. On peut former le produit scalaire du vecteur symbolique V par le vecteur F
=iX+jY+kZ

VF = ti+]i+ki (iX +jY+kZ) =
ox oy oz

iXWLiY+iZ = oX +8_Y+a_Z: div F

Ox oy oz ox Oy Oz
(voir § 8). Ainsi,

VF=div F. (5)
3. Formons le produit vectoiiel du vecteur symbolique V par le vecteur F =i X
+jY+kZ:
VxF = zi+1i+k 9 x(iX+jY+kZ)=
ox " Oy oz

PoJ ke a8 1o o) |0 e

O 9 Ay wl-ila ke 3
= =iloy oz Oz X Oy|=

ox ay oz X 7

Y v 7 Y Z X Y

oz oY oZ oX oY oX
=i —|-Jj +k
o ox o oz o 8y

oz oY oX oz oY oX
=i —|+j|——— |+k| ——-——|=T10t F
6y oz 0z Ox ox Oy
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(voir § 7). Ainsi,
Vx F=rotF. (6)

I1 découle de ce qui vient d'étre dit que I'utilisation du vecteur symbolique V
permet d'exprimer sous une forme trés siiccincte les opérations vectorielles.
Considérons encore quelques formules.

4. Le champ vectoriel F (x, y, z) = iX + jY + kZ est dit champ vectoriel potentiel
si le vecteur F est le gradient d’une certaine fonction scalaire u (x, y, z):

F=gradu
ou
Pl i
Ox 5y oz
Dans ce cas les projections du vecteur F seront
X_@u, Y_@u Z:6_u
Ox oy’ Oz

11 découle de ces égalités (voir t. ch. VIIL, § 12)
X oY oY oz oX _oZ
Gy T oz 8y oz ox

ou
6X6Y06Y6206X82
o o 6z oy 0z
Par conséquent, pour le vecteur F considéré
rot F=0.

Nous obtenons ainsi

rot (grad u) = 0. (7)
En appliquant l'opérateur V, on peut écrire en vertu des formules (4) et (6)
1'égalité (7) sous la forme

(VxVu)=0. (7")
Utilisant la propriété que lors de la multiplication d'un produit vectoriel par un
scalaire il suffit de multiplier par ce scalaire I'un des facteurs seulement, nous
écrirons

(VxV)yu=0. (7"
L'opérateur V posséde de nouveau les propriétés d'un vecteur usuel : le produit
vectoriel du vecteur par lui-méme est nul.
Le champ vectoriel F' (x, y, z) pour lequel rot F = 0 est dit irrotationnel. 11
découle de 1'égalité (7) que tout champ potentiel est irrotationnel.
L'inverse est vrai également ; autrement dit, si un certain champ vectoriel F est
irrotationnel, il est potentiel. La validit¢é de cette affirmation découle des
raisonnements conduits a la fin du § 7.
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5. Le champ vectoriel F (x, y, z) pour lequel

div F=0,

c'est-a-dire le champ vectoriel, qui ne recéle pas de sources (voir § 8), est appelé

solénoidal ou tubulaire. Démontrons que

div (rot F) =0, (8)
autrement dit que le champ rotationnel ne recele pas de sources.
En effet, si F=iX+jY + kZ, alors

oz oY oX oz oY oX
rot F =i +j +k
6y oz & o o ﬁy
et c'est pourquoi

0(0Z oY) o(oX oz) 0oy oX
div (rot F) = +— +—
o ay oz oy oz ox) oz\ax 8y

L'égalité (8) s'écrira a 'aide de 'opérateur V:
V(VxF)=0. (8

La partie gauche de cette égalité peut étre considérée comme le produit mixte
vectoriel-scalaire des trois vecteurs V, V, F dont deux sont identiques. Ce
produit est évidemment égal a zéro.

6. Soit donné un champ scalaire u = u (x, y, z). Définissons le champ des
gradients .

gradu:ia—u+16u ka—u
Ox

oy oz

Nous trouvons ensuite

div (gradu) = — (Zuj+ai[2—uj+§[g—uj
X v\ oy z \ Oz

ou
2 2
div (gradu) = 6—” +6_u+8_ ©)]
oyt oz’
Le second membre de cette égalité est noté
2 2 2
Au= O"u — 6—2 + 6—2 (10)
ox~ oy° Oz

ou symboliquement

2 2 2
Au = 8—2 + 8— + 6—2 u
o ot oz
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Le symbole
2 2 2
A= 6_ + 6_ + a_
ot e’
est appelé opérateur de Laplace.
Par conséquent, 1'égalité (9) peut s'écrire
div (grad u) = Au. (11)
A T'aide de l'opérateur V 1'égalité (11) s'écrira sous la forme
(VVu) = Au, c.-a-d. A= V*. (11"
Notons que I'équation

2 2 2
Ox 8 oz2
ou
Au=0 (12

est appelée équation de Laplace. Les fonctions vérifiant 1'équation de Laplace
sont appelées fonctions harmoniques.

Exerci ces

Calculer les intégrales curvilignes suivantes:

1. jyzdx+2xydy sur le cercle x =a cos t, y = a sin ¢. Rép. 0.

2. Jy dx—xdy sur l'ellipse x =a cos ¢,y = b sin t. Rép. 2nab.

3. J~ . x - y --dy sur un cercle centré a l'origine. Rép.0.
X +y Xty
dx+xd .
4. % sur la droite y=xdex=1ax=2. Rép. Log 2.
X" +y

5. J.yz dx +xz dy +xy dz surI'hélice x =a cos t, y = a sin t, z = kt, t variant
entre 0 et 2m. Rép. 0.

6. Jx dy —y dx sur I'hypocycloide x = a cos® £, y = a sin’t. Rép. %naz (le
double de 1'aire limitée par la courbe).

7. J xdy—ydx étendue a la boucle du folium de Descartes

2
X = Sat y= Sat T+ - Reép. 34* (le double de l'aire limitée par la boucle).

146277 1+t
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8. dey—ydx sur lacourbex=a (¢ -sint),y=a(l —cos?) (0<¢t<

21). Rép. -6ma’* (le double de l'aire comprise entre un arc de la cycloide et
l'axe Ox).

Démontrer que

9.
10.
11.

12.

13.
14.
15.

16.
17.

grad (co) = ¢ grad @, ou ¢ est constant.
grad (c; @ + coy) = ¢ grad ¢ + ¢, grad y, ou ¢ et ¢, sont constants.
grad (¢y) = ¢ grad y + y grad ¢

Calculer grad r, grad #2, grad 1 ,grad £(r), o0 r=+/x% +y? +2z% Rép. r
r r

S AL
r r

Démontrer que div (4 + B) = div A + div B.

Calculer div r, ou r =xi + yj + zk. Rép. 3.

Calculer div (A@), ou 4 est une fonction vectorielle et ¢ une fonction sca
laire. Rép. ¢ div 4 + (grad ¢A).

(e-r)

r

Calculer div (r.c), ou ¢ est un vecteur constant. Rép.

Calculer div B (r A). Rép. AB.

Démontrer que

18.
19.
20.
21.

rot (¢c; Ay + ¢; Ay) = ¢y rot A1+ ¢, rot A,, Ol ¢ et ¢; sont des constantes.
rot (Ac) = grad A x ¢, ou ¢ est un vecteur constant.

rot rot 4 = grad div A — AA.

A x grad ¢ =rot (¢ A).

Intégrales de surface

22.
23.

24.

Montrer que .[J. cos(nz) do =0, n étant la normale a la surface fermée .

Trouver le moment d'inertie d'un segment sphérique d'équation x” + y* + z*
= R? coupé par le plan z = H par rapport a 'axe Oz. Rép.

%(2R3—R2H+H3).

Trouver le moment d'inertie de la portion du paraboloide de révolution x* +

= 2¢z coupée par le plan z = ¢ par rapport a I'axe Oz. Rép. 4nc? 6\/1§5+1

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.
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Calculer les coordonnées du centre de gravité de la partie de la
, R’ , ,
surfaceconique x? + y2 =— z? coupée par le planz=H. Rép. 0; 0 ;
H
2
—H.
3
Calculer les coordonnées du centre de gravité du segment de la
surface.sphérique x* + y* + 2> =R? coupé par le plan z = H. Rép.

(O,O, Mj ,
2

Calculer ” [x cos (nx)+ y cos (ny) + z cos (nz)] do sur une surface fermée.
c

Rép. 3V, V étant le volume intérieur a la surface c.

Calculer ”z dx dy ,ou S désigne le c6té extérieur de la sphére x* + )% + 2
s

= R%. Rép. % TR3.
Calculer ”xz dy dz+ y?dz dx+z>dx dy , ou S est le coté extérieur de la
s

surface de la sphére x* + )* + 22 = R*. Rép. nR*.

Calculer ”\/xz +y? ds, ou S désigne la surface latérale du cone
s

2 2 2 [ 2 52
T+ 2 —00<z<h.Rép. 2mava” +b7
a a b 3
A l'aide de la formule de Stokes transformer l'intégrale I ydx+zdy+xdz.

L

Rép. — ” (cosa.+cosP+cosy)ds
s

Trouver les intégrales curvilignes directement et en appliguant la formule de
Stokes:

32.

J(y+z)dx+(z+x)dy+(x+y)dz,OflL est le cercle x* + )2 + 22 = &%,

L
x+y+z=0.Rép.0.
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33. J.x2y3dx+dy+zdz , ol L est un cercle x* +3? = R% z=0. Rép.

_mR®
:

Appliquant la formule d'Ostrogradsky, transformer les intégrales de surface en
intégrales de volume:

34, .”(xcosot+ycos[3+zcosy)ds . Rép. “-J.?adxdyd2=3V
s v

35. J.J.(xZ+y2+22)(dydz+dzdx+dxdy.Rép. ZJ.J.J.(X+y+Z)dxdydz
s 4

36. J.J.xy dy dz+ yz dz dx+zx dx dy . Rép. 0.
s

37. J.—d &z +—dzdx+g—dxdy Rép

j”( u i+%}xdxdydz

Appliquant la formule d'Ostrogradsky calculer les intégrales suivantes:

” (xcosoa+ ycosB+zcosy)ds,ousS est la surface de I'ellipsoide
s

2 2 2
x—2+y—2+z——1 Rép. 4nabc.
a b c

39. ”(x cosa+y> cosP+z°> cosy)ds, ou S est la surface de la sphére x* +
s

¥+ 22 = R%. Rép. I?ZWRS .
40. ”xz dydz+y? dzdx+z* dxdy, ou S est la surface du cone

2 2 2 22
+2- 220 (0<z<b). Rép. ™ b
a b2

a|><
(3]

42.
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41. ”x dydz+ydzdx+zdxdy,ou S est la surface du cylindre x* + y* =
s
-H<z<H Rép.6na’H.
Démontrer l'identité ” _u + 8_u dxdy = J'ﬁ_u ds , ou C est le contour
ox? 6y v on

43.

limitant le domaine D et 6_ la dérivée selon la normale extérieure.
n

Solution.
_”(al-t—a—y}dxdy=j—Ydx—Xdy:J[—Ycos(s,x)+X(s,x)]ds
c c

ou (s, x) est I'angle entre la tangente au contour C et I'axe Ox. Si l'on
désigne par (7, x) I'angle entre la normale et Ox, on a sin (s, x) = cos (n, x),
cos (s, x) = - sin (n, x). Par conséquent,
J‘J‘(ai + 6_Yj dxdy = .[ [X cos(n, x) + Y (n, x)]ds
o c
Ou

Posant X:a— au, Y =—,
Ox Oy

2 2
on obtient . II ou + O dxdy = j ou cos(n, x)+ ou sin(n, x) |ds
S o oy v Ox oy

ou

Etablir l'identité (appelée formule de Green)

J. J (VAu —uAv)dx dy dz = ” (v Z—u —u Z—VJ do u et v étant des fonctions
n n
14 G

continues et ayant des dérivées du second ordre Continues dans le domaine
D. Les symboles Au et Av représentent:

2 2 2 2 2 2
Au:6_21+6_;t+6_21, Av=a—;+a—;+a—:, Solution.Dansla
Oox oy oz ox oy 1074
formule

J‘J‘J'[ oX 8_Y + G_ZJ dxdydz = I (X cos(n, x)+Y cos(n, y) + Z cos(n, z)) do
oy Oz .

posons
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44,

45.

46.

X=vw' —uv’,
Y =vu',—uv’,
Z =vu',—uv’..

Ona

X oY oZ

6_ a_+a_:v(uzx+u ")- u(v”+v +vI ) =vAu—uAv,
ox Oy Oz g

X cos(n,x)+Y cos(n, y)+ Z cos(n, z) =
v(u', cos(n, x)+u), cos(n, y)+u’. cos(n, z)) —u(v' cos(n, x)+

_v cos(n, y)+v_ cos(n, z)) = Va_u_”@
on  On
Par conséquent, _” (VAu—uAv) dx dy dz = j I (V ——u 2—VJ do
n
2 2 2
) 6n ox” oy oz

Solution.Posons dans la formule de Green, établie dans 1'exemple
précédent v = 1. Alors Av = 0 et l'identité est démontrée.

Si u (x, y, z) est une fonction harmonique dans un certain domaine, c'est-a-
dire une fonction telle qu'en chaque point de ce domaine est vérifiée

o*u 0*u *u
'équation de Laplace ———+——+———=0, on a sur toute surface fermée

”—dc 0

o’ oy? ozt
So 1 ution. Cela résulte directement de la formule du probléme 44.
Soit u (x, y, z) une fonction harmonique dans un domaine ¥ et considérons
dans ¥ une sphére G de centre M (x, v}, z)) et de rayon R. Montrer que

1 . 1. .
u(x;,y1,2,) = —ZJ.Jlu do .Solution. Considérons le domaine Q
4mR” o
limité par les deux sphéres o, G de rayons R et p (p < R), de centres au

point M (x;, y;, z;). Appliquons a ce domaine la formule de Green du
probléme 43, ou u sera la fonction indiquée ci-dessus et v la fonction

1 1 .
v=—= .On s'assure directement en
2 2 2
roJa-x)? =) (- 2)
o*v d%v 0%y .
dérivant et en substituant que —-+ — = 0 . Par conséquent,
ox? oy~ oz
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1

Ijlau rdcs 0 ou

r on
G+G
1
J‘J‘ 1 ou ‘” 1 ou r do =0 Sur les surfaces s et G
ron ron

1 1 1 . .
la quantité — est constante ( z et — ) et on peut la sortir de sous le signe
r p

d'intégration. En vertu du résultat établi dans le probleme 45:

—”—do 0
—H—dc 0

Par conséquent,

), 4
- J.u—rdc-k J.u—rdczo
on ) on
mais
) )
r)_\r)__ 1
on  dn 2
Donc
1 1
JquG_IJquGZO
ST s
ou

p%“.u dcz%ﬂ.u do . (1)

Appliquons le théoréme de la moyenne a l'intégrale de gauche

piz‘”u do = —u(é‘;?, %) -U do (2)
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ou u (&, m, €) est un point sur la surface de la sphére de rayon p et de centre
au point M (xi, y1, z1). Faisons tendre p vers zero ; alors u (&, 1, §) — u (xy,

Vi, Z1) .
1 4np?
_2.”. d02%=4n
P p

Donc, lorsque p — 0, on obtient
%J.J. do = u(x;,y,z;)4n
P

En outre, étant donné que le second membre de 1'égalité (1) ne depend pas
de p, lorsque p — 0, on obtient en definitive

1” 1
— ||« do =4nu(x,, y,,z,) ou u(x,y,z)z—‘”udc
e A 1> Y1, 21 1> Y1521 AR’ .
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Chapitre XVI

SERIES

§ 1. Série. Somme d'une série

Définition 1. Soit donnée une suite numérique infinie *)
Uy, Uy, U3y o o oy Upy o . .
L'expression

uytuytus+.. . tu,+... (1)
est appelée une série numérique, les nombres uy, 2, . . ., u,, . . . sont les termes
de la série.

Définition 2. Lasomme des n premiers termes de la série est appelée
somme partielle s,
Sp=ugtuytust+.. . tu,
Considérons les sommes partielles
Sp=u
Sp=upt+ iy
Sp=u tuy +us

Sp=ugtu,tus+...+u,

Si la limite suivante existe et est finie

s=lims,,
n—0

on l'appelle la somme de la série (1) et on dit que la série converge.

Si lim s, n'existe pas (par exemple, s, — o lorsque n — ), on dit que la série
n—w

(1) diverge et qu'elle n'a pas de somme.”

Exemp 1e. Considérons la série

" On dit qu'une suite est donnée lorsqu'on connait la loi permettant de calculer
tout terme un, une fois donné n.

278
atagtagd+.. . vag"' +... (2)

C'est une progression géométrique de premier terme a et de raison g (a # 0).
La somme des n premiers termes de la progression géométrique (lorsque ¢ # 1) est égale
a
a—aq" a aq”
=————ou §,="—-
1-¢ I-qg 1-¢
1)Si|g|<1,4"— 0lorsque n — o et, par conséquent,

s n

n
lim s, = lim| —— 24 |- 4
n—w n—w ]—q ]—q l—q

. . a
Ainsi, lorsque | ¢ | < 1, la série (2) converge et sa somme est § = 1—

-9
2)Si|g|>1,|4g"| — o lorsque n — o et N — +oo lorsque n — oo, c'est-a-dire
-9
que lim s, n'existe pas. Ainsi, lorsque | ¢ | > 1, la série (2) diverge.
n—>0
3) Si ¢ = 1, la série (2) s'écrit
atata+t. ..

Par conséquent,

s,=na, lim s, = o0,
n—>o0

la série diverge.
4) Si g =-1, la série (2) s'écrit
0si n est pair
a-ata—a+... et s, = . . .
a sl n est impair
s, n'a pas de limite, la série diverge.
Ainsi, la progression géométrique (de premier terme non nul) converge si, et seulement
si, sa raison est plus petite que I'unité en valeur absolue.

Théoreéme 1. Sila série obtenue en supprimant dans (1) plusieurs termes
converge, la série proposée converge également.

Réciproquement, si la série proposée converge, la série obtenue en supprimant
plusieurs termes converge également.

En d'autres termes, on n'affecte pas le caractére de la convergence d'une série
en y supprimant un nombre fini de termes.

Démonstration. Soient s, la somme des n premiers termes de la série (1),
¢y la somme des k termes supprimés (notons que si n est suffisamment grand,
tous les termes rejetés sont compris dans la somme s,) et soit encore G, la
somme des termes de la série entrant dans s, mais non pas dans ¢;. On a
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Sp = Ck + OG-k

¢y étant un nombre constant ne dépendant pas de 7.

II résulte de cette derniére relation que si lim 5,_; existe, alors lim s, existe
n—ow n—w

aussi; si lim s, existe, il en est de méme de lim o,_;, ce qui démontre le
n—ow n—0

théoréme.
Pour terminer ce paragraphe, indiquons deux propriétés élémentaires des séries.

Théoréme 2. Sila série
ata+.. (3)
converge et si sa somme est s, la série

caytcary+...,(4)
ou ¢ est un nombre arbitraire fixe, converge aussi et sa somme est cs.

Démonstration. Soient s, et , respectivement les sommes partielles de
(3)et(4).0Ona
o,=cayt...tca,=c(a+...+a,)=cs,

I1 en résulte que la limite de la somme partielle on de (4) existe, car

limo, = lim(cs,)=clims, =cs .
n—0 n—ow n—0

Ainsi, la série (4) converge et sa somme est cs.

Théoréme 3. Siles séries

a1+a2+....(5)
et

bi+by+...(6)

convergent et ont pour sommes s et s, les séries
(@ +b)+(am+tb)+...(7)

et
(a1 =b) +(ay—by) + o (3

convergent également et ont pour sommes s + s et §— 5.

Démonstration. Montrons la convergence de la série (7). Désignons sa
somme partielle d'indice n par o, et les sommes partielles de (5) et (6)

respectivement par § , €t sy jona
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© |l

Go=(a+b)+... 4@ +b) =(@+...+a)+ b+ .. +b)=75+

Passant dans cette égalité a la limite lorsque » — o, on a

limo, = lim(sp+sy)=lims, +lims, =5, +5n
n—>0 n—»0 n—0 n—>0

Ainsi, la série (7) converge et elle a pour somme § + 5.
On démontre d'une maniére analogue que la série (8) converge aussi et qu'elle a

pour somme 5 — s .

On dit que les séries (7) et (8) ont été obtenues en ajoutant ou soustrayant terme
a terme les séries (5) et (6).

§ 2. Condition nécessaire de convergence d'une série

Lorsqu'on étudie une série, I'une des questions fondamentales est celle de la
convergence ou de la divergence de cette série. Nous établirons plus bas des
critéres suffisants qui résolvent cette question. Nous nous proposons maintenant
d'établir un critére nécessaire de convergence.

Théoréme. Siune série converge, son terme général un tend vers zéro
lorsque n tend vers l'infini.

Démonstration. Supposons que la série
uytuytus+. o tu, .

converge, c'est-a-dire que I'on ait I'égalité

lims, =s
n—>0

ou s est la somme de la série (un nombre fini fixe) ; mais on a alors également
I'égalité

lims, ; =s

n—0

car n et (n - 1) tendent vers I'infini en méme temps. Retranchons terme a terme
la seconde égalité de la premicre, on obtient
lims,-lims, ;=0

n—o n—w
ou
lim(s, —s,.,)=0
H—>00
Or,

Sp—Sp-1 = Up
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Donc

limu, =0
n—>0

c.q.f.d.

Corollaire. Sileterme général un d'une série ne tend pas vers zéro
lorsque n — o, la série diverge.
Exemple. La série

diverge, car

limun:lim( ]:l;eo

n—w n—o\ 2n+1 2

Soulignons que le critére examiné donne une condition nécessaire, mais non
suffisante, c'est-a-dire qu'une série peut trés bien diverger bien que son n-iéme
terme tende vers zéro.

Ainsi, la série suivante, dite série harmonique

1+l+l+l+...+l+... diverge bien que lim u, =liml:0
2 3 4 n n—o n—o n

Pour le démontrer, recopions un plus grand nombre de termes de la série
harmonique

(1 1111111 1 1 1 1 1 1 1 1
I+—+—+—+—F+—F+—F—F+—F+—+—F—+—+—+—+—+—+...(1
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

)
Ecrivons encore la série auxiliaire
—
1 1 1 1 1 1 1
1+E+Z+Z+§+§+g+§+
(2)
16 termes
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
—t—t—t—t—t—t—F—F— ..t —
16 16 16 16 16 16 16 16 32 32

On construit la série (2) comme suit : son premier terme est égal a 1, le second a

1 o | . . N
5 le troisiéme et le quatrieme a ik les quatre suivants sont égaux a 3’ les

huit suivants a L , les 16 suivants a L etc.
16 32
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Désignons par sf,l) ' la somme des n premiers termes de la série harmonique

(1) etpar s 512) la somme des » premiers termes de la série (2).
Comme chaque terme de la série (1) est plus grand,que le terme correspondant

de la série (2) ou lui est égal, on a pour n — 2

1 2
s> 5P (3)

Calculons les sommes partielles de la série (2) pour les valeurs de n égales a 2",
2%,2%,24 2%

s2=l+%=1+l~%
sy =14+—+ l+l :1+l+l:1+2 —
4 4 2 2 2
1 (1 1 1 1 1 1 1
Sg=l+=+|—+—|[+| =F+=+=+=|=1+3-—
2 \4 4 &8 8 8 8 2
1 1 1 1 1 1 1
Sg=l+—+|—+— |[+| =+ += |+ —=+.. +—|=1+4-—
2 4 4 8 8 16 16 2
4 termes 8 termes
1 1 1 1 1 1 1 1 1
Sg =l+—+|=+—|[+| =+ A= |+ =+ — |+ =+ — |=1+5-—
4 4 8 8 16 16 32 32 2
4 termes 8 termes 16 termes

. 1 1
on calcule de la méme man iére Sy = 1+ 6-5 ) Sy = 1+7 E et, en général,

1
Szk :l+k'5 .

Par conséquent, les sommes partielles de la série (2) peuvent étre supérieures a
tout nombre positif en prenant k suffisamment grand, c'est-a-dire que

lim s'? =0
n—0

mais il résulte alors de la relation (3) que

lim 5 = oo
n—>00

c'est-a-dire que la série harmonique (1) diverge.
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§ 3. Comparaison des séries a termes positifs

Soient deux séries a termespositifs
uytuytu;+.. . tu,+...,(1)
vitvytvst+.. .. +y,+... (2)
Nous avons les Théorémes suivants.

Théoréme 1. Siles termes de la série (1) ne sont pas supérieurs aux termes
correspondants de la série (2), c'est-a-dire que

u,<v,(n=1,2,...),03)
et si (2) converge, la série (1) converge aussi.

Démonstration. Désignons par s, et o, les sommes partielles de la
premiére et de la deuxieme série :

n
Sp = z Ui, On = Vi
i=l1 ]

11 résulte de la condition (3) que

=

Sy < 0p. (4)
Comme la série (2) converge, ses sommes partielles ont des limites

limo, =0

n—0
Les termes des séries (1) et (2) étant positifs, on a 6, < o, et, en vertu de
l'inégalité (4),

s, <o.

Ainsi, nous avons démontré que les sommes partielles s, sont bornées. Notons
que, lorsque n croit, la somme partielle s, croit, et il résulte du fait que la suite
des sommes particlles est bornée et croit qu'elle a une limite *)

lims, =s
n—>0

et, évidemment,
s<o.
Le théoréeme 1 permet de se prononcer sur la nature de certaines séries.

* Pour se convaincre que la variable sna une limite, rappelons-nous un critére
d'eiistence de la limite d'une suite (voir Théoréme 7, § 5, chap 11, t.I) « une
variable bornée et croissante a une limite ». Dans notre cas, la suite des sommes
s, est bornée et croit, donc elle a une limite, la série converge.
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Exemple 1.Lasérie

converge, étant donné que ses termes sont plus petits que les termes correspondants de la
série

. . . 1
qui est une progression géométrique de raison E a partir du deuxiéme terme. Sa somme
1 o o ,
est 1 E .Envertudu Théoréme 1, la série proposée converge donc, et sa somme est

1
plus petite que 1 5 .

Théoréme2. Siles termes de la série (1) ne sont pas inférieurs aux termes
correspondants de la série (2), c'est-a-dire que si
Uy 2V, (5)

et si la série (2) diverge, la série (1) diverge également.

Démonstration. Il résulte de la condition (5) que

Sy 2 G, (6)
Comme les termes de la série (2) sont positifs, sa somme partielle en croit avec
n, et comme elle diverge,

limo, =©
n—>00

Mais alors, en vertu de 1'inégalité (6),
lim s, =00
n—>0

la série (1) diverge.
Exemple 2. Lasérie

1 1 1
+—=+—+...+—+...

V2 43 Jn
diverge, car, a gartir du second, ses termes sont supérieurs aux termes correspondants de
la série harmonique
1 1 1
I+—+—+...+—+...
2 3 n
dont on sait qu'elle diverge.

Remarque 1. Les deux critéres que I'on vient de donner (théorémes 1 et 2)
ne sont légitimes que pour les séries & termes positifs. Its restent en vigueur
lorsqu'il manque plusieurs termes dans l'une ou l'autre série. Toutefois, ces
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critéres ne sont plus vrais si I'une quelconque des séries posséde des termes
négatifs.

Remarque 2. Lesthéorémes 1 et 2 sont également vrais lorsque les
inégalités (3) ou (6) commencent a étre vérifiées seulement pour n > Net non
paspourtouslesn=1,2,3,...

§ 4. Régle de d'Alembert

Théoreme (régle de d'Alembert). Sidans une série a termes

positifs
utupytus+.. . tu,+... (1)

le rapport = 4 une limite finie [ lorsque n — o ;
u

n

lim 2 —p ()
n—>0 uﬂ
1) la série converge lorsque [ <1,
2) la série diverge lorsque [ > 1
(si/=1, on ne peut rien dire).

Démonstration. 1) Soit/< 1. Considérons le nombre a tel que / < g <1
(fig. 358).

g-l q-l

W N T TNy

U tyyg 1
uﬂ

Fig. 358
1l résulte de la définition des limites et de la relation (2) que 1'on a pour tous les
n a partir d'un certain numéro N, c'esta-dire pour n > N, 'inégalité

u

Intl <gq. (2"
un

Uyt

u

En effet, comme la quantité

tend vers la limite 1, on peut rendre la

n

cror u . . . P
différence entre —*L et le nombre 1 (a partir d'un certain N) inférieure en

u,

valeur absolue a tout nombre positif, en particulier a g - /, c'est-a-dire que

Upl —1
u

<q-I.

n
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Cette derniere inégalité entraine (2'). Ecrivons cette inégalité pour divers n a
partir de NV:

Uyy <qUy,
2
Unpp <qUyy <q Uy

3
Unyz <qUy,p <g Uy

3)

Considérons a présent les deux séries
u1+u2+u3+. . .+MN+MN+1+MN+2+. . (1)
uy Tquy+qtuy +... (1)

(1') est une progression géométrique de raison positive ¢ < 1. Donc elle
converge. Les termes de la série (1) sont, & partir de uy 1,

-/ L1
NN

1wl

Upyy
Uy

Fig. 359
inférieurs aux termes de la série (1'). Il résulte du théoréme 1, § 3 et du
théoréme 1, § 1 que la série (1) converge,
2) Soit /> 1. Il résulte de (/> 1) que, a partir d'un certain numéro N, c'est-a-
dire pour n > N, on a I'inégalité el
url

>1

(fig. 359) ou u,+1 > u, pour tous les n > N. Mais cela veut dire que les termes de
la série croissent a partir de l'indice N + 1, donc le terme général ne tend pas
vers zéro. La série diverge.

U+l

Remarque 1. La série diverge également dans le cas ou lim = . En
n—o Yy,
T Uyl A ST . . vor i
effet, si lim —— = o0, on a, a partir d'un certain numéro n = N, l'inégalité

0
n—» un

u
—1L > 1, ou encore u, +1 > u,

u,

Exemp 1 e 1.Etudier la nature de la série

1 1 1
1+—+ +...+ +...

1.2 1.2.3 1-2-3-...-n

Solution.Ona
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1 1 1 1

U, =————=—, u, = = ;
T2 nn+ ) (n+])

" 12-.on

Uy 1! 1

u, (n+D!l n+l

Par conséquent,
. u . 1
lim —L = lim —=0<1
n—oo Y, n—w n+

La série converge.
Exemp 1e 2. Etudier la nature de la série

2 22 23 n
et JE
1 2 3 n
Solution. Onaici
n n+l
2 2 M, M 1im"’"—“=1imzil=2>1

Uy =75 Uppyy =7
n n+l  u,
La série diverge, d'ailleurs son terme général un tend vers l'infini.

n+1 nsw Y, n—o 1+

Remarque?2. Laregle de d'Alembert permet de voir si une série positive

converge seulement dans le cas ou lim —*1 existe et est différente de 1. Si
noo Y,
cette limite n'existe pas ou si lim —“L =1 la régle de d'Alembert ne permet pas
n—wo Y,

de conclure que la série converge ou qu'elle diverge, car elle peut alors aussi
bien converger que diverger.
Pour déterminer la nature d'une telle série, on aura recours a un autre critére.

Remarque3.Si lim—"L =1et que le rapport —“*L soit plus grand que
noo Yy, u,
l'unité pour des n suffisamment grands, la série diverge. En effet, si —L > 1,
u

n
alors u,+1 > u, et le terme général ne tend pas vers zéro lorsque n — oo.
Illustrons ce qui a été dit par des exemples.
Exemp 1e 3. Etudier la convergence de la série

Solution.Ona
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n+1
2
.u . . n+2n+1
lim 2l fim 22 _ iy =1
n—0o Y, n—wo N n—o n2+2n
n+1
Uyl U, _n2+2n+l

La série diverge, car > 1 pour tous les n >1.

u, u, n*+2n
Exemp 1e 4. Appliquons la régle de d'Alembert a la série harmonique
1 1 1
I+—+—+... +—+...
2 n

—_

1
Onau,= — , u,,; =—— et, par conséquent,
n n+l

. u . n
lim 2L = [im —— =1.
n—w iy, n—o n+1

Par conséquent, la régle de d'Alembert ne permet de rien dire sur la convergence ou la
divergence de la série harmonique. Mais on 'a établi autrement que cette série diverge.

Exemp le 5. Etudier la convergence de la série
1 1 1 1

— Fob———+
1.2 23 3.4 n(n+1)
Solution.Ona

1 1
n= s Upy = 5
n(n+1) (n+)(n+2)
lim 2t jigg D

n—o Yy, e (n+D)(n+2) oo n+2

La régle de d'Alembert ne donne rien. Mais on peut démontrer que cette série converge
par d'autres considérations. En effet,

1 1 1

n(n+l) n n+l
et I'on peut recopier la série donnée sous la forme
1 1 1 1 1 1 1 1
——— || == | = |+ | ——— |+
1 2 2 3 3 4 n n+l
Réduisant les termes semblables, on obtient I'expression de la somme partielle s,
1
Sp = l-—

n+l1
Par conséquent,
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lims, = lim(l—L)zl

n—»o n—w! n+1

La série converge et sa somme est égale a 1.

§ 5. Régle de Cauchy

Théoréeme (regle de Cauchy).Etant donnée la série
uytuytus+.. . tu,+... (1)

a termes positifs, si la quantité %fu, a une limite finie | lorsque n — o,

lim 4fu,, =1

n—>o0

c'est-a-dire si l'on a
1) la série converge si 1 < 1
2) la série diverge si 1> 1.

Démonstration. 1) Soit/< 1. Soit ¢ un nombre tel que /< g < 1.
On aura a partir d'un certain n = N

|n\lun 'l|<q'l

#u, <g oubien u,<gq"

il en résulte que

pour tous les n > N.
Considérons a présent les deux séries

u1+u2+u3+'~-+uN+NuN+1N+1uN+2N+2~'-(1)
+ + s
q" +gq +q +...(1)

La série (1') converge, car ses termes forment une progression géométrique
décroissante. Les termes de la série (1) sont, a partir de uy, inférieurs aux termes
respectifs de (1'). Donc la série (1) converge.

2) Supposons /> 1. On aura a partir d'un certain n = N

%u, >1 oubien u,>1.

La série diverge évidemment.

Exemp 1 e. Etudier la convergence de la série
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5] G el
—+| =]+ =]+t +
3 (5 7 2n+1

S o 1ution. Appliquons la régle de Cauchy

1y n 1
lim §fu, = lim# = lim =—<l1
PR (2}14—1) noo2n+1 2

La série converge.

Remarque. Comme pour la régle de d'Alembert, le cas ou

lim gu, =i=1

n—>00
exige une étude particuliére. La série peut alors aussi bien converger que
diverger. Ainsi, pour la série harmonique (qui, comme on le sait, diverge)

lim %fu, = Hnlvtj=l

1
n—o n—wo \ 1

. / 1
Pour s'en assurer, montrons que lim Log#/— = 0. En effet,
n

n—o

. . =L
lim LOg n l = lim ﬂ
n—o n n—o0 n

Le numérateur et le dénominateur de cette fraction tendent vers 1'infini.
Appliquons la régle de L'Hospital:
1
. . -L o
lim Log'Jzz lim —28" _ jjm 2 -0
n

n—o n—»m n n—o n

. 1 . 1 . . / 1
Ainsi, Log#/— — 0, mais alors #|— — 1, c'est-a-dire que lim #|— =1
n

n n n—o
Il en est de méme de la série
l+L+L+...+L+...
1 2% 32 n’

/ 1 /1 /1
lim fu, = lim n|— = lim 2/— 2|— =1
n—»o “n n—»o nZ n—wo \ n n

Mais cette série converge, car, a partir du second, ses termes sont inférieurs a
ceux de la série convergente
1 1 1 1

— et —t—+...+ +
1.2 2.3 3.4 n(n+1)

pour laquelle

(voir exemple 5, § 4).
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§ 6. Comparaison avec une intégrale

Théoréme. Soit la série a termes positifs non croissants
uytuytus;+.. . tu,+....,(1)
c'est-a-dire
u2u2u3>. .., (1"

et soit f (x) une fonction continue non croissante telle que

S =urs f@Q)=uzs ... f(n) = up (2)
On peut alors af f irmer que
1) si l'intégrale

T f(x)dx
1

converge (voir § 7, chap. X1, t. 1), la série (1) converge également;
2) si l'intégrale diverge, la série (1) diverge.

Yy g4

ol 1 2 3 n ot T ol 1 2 3 n onef T

Fig. 360 Fig. 361
Démonstration. Représentons les termes de la série géométriquement, en
reportant sur l'axe des abscisses les numéros des termes 1,2,3,...,n,n+ 1, ...
et verticalement leurs valeurs uy, u,, . . ., U, . . . (fig. 360).

Construisons sur la méme figure le graphique de la fonction non croissante

y=/)
satisfaisant a la condition (2).
On remarque sur la figure 360 que le premier rectangle construit a pour base 1
et pour hauteur f (1) = u;. L'aire de ce rectangle est donc u;. L'aire du second
rectangle est u,, etc., et l'aire du n-iéme et dernier rectangle construit est u,. La
somme des aires des rectangles construits est égale a la somme s, des n
premiers termes de la série. Par ailleurs, la figure en escalier formée par ces
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rectangles contient le domaine limité par la courbe y = f'(x) et les droites x =
I,x=n+1,y=0; l'aire de ce domaine est égale a

n+l
[rea
1

Par conséquent,
n+l

s> [f@de 3)
1

Considérons maintenant la figure 361. Ici, le premier rectangle construit a pour
hauteur u, et son aire est aussi #,. L'aire du second rectangle est 3, etc. L'aire du
dernier rectangle construit est u,.1. Par conséquent, 1'aire de tous les rectangles
construits est égale a la somme des (n + 1) premiers termes de la série moins le
premier, soit s,+; — u;. Par ailleurs, comme il est facile de le voir, la figure en
escalier formée par ces rectangles est comprise dans le trapéze curviligne formé
par la courbe y = f'(x) et les droites x =1, x =n + 1, y = 0. L'aire de ce trapéze
n+l

curviligne est égale a j f(x)dx.Donc

1
n+l n+l

swr—w < [ f@dv, dois < [ £ dx+u, @)
1 1

Considérons maintenant les deux cas.
0

1. Supposons que l'intégrale .[ f(x)dx converge, c'est-a-dire qu'elle ait une
1

valeur finie.

Comme
n+l n+l

[r@ar < [rar
1 1
on a, en vertu de 1'inégalité (4),
Sp<Spr1 < J.f(x) dx+u,,
1

c'est-a-dire que la somme partielle s, est limitée quel que soit 7.
Or, elle croit avec n, car tous les un sont positifs. Donc s, a une limite finie
lorsque 7 — ©

lims, =s
n—>0

la série converge.
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0 n+l
2. Supposons ensuite que j f(x)dx =o0. Cela veut dire que .[ f(x) dx croit
1 1
indéfiniment avec n. Mais alors, en vertu de 1'inégalité (3), s, croit aussi
indéfiniment avec 7, c'est-a-dire que la série diverge.
Le théoréme est donc complétement démontré.

Remarque. Lethéoréme reste aussi 1égitime si les inégalités (1') sont
vérifiées seulement a partir d'un certain N.

Exemp 1 e. Etudier la convergence de la série
1 1 1 1

— ot

17 27 37 n?
S o 1ution. Comparons avec l'intégrale de la fonction

F)=—
xP

qui satisfait a toutes les conditions du théoréme. Considérons l'intégrale

N 1

J.ﬂ_ 1-p
x? N
1 Logx|1 =Log N pour p=1

N
x17p| :L(lep) pour p =1
1 l—p

Faisons tendre N vers l'infini et étudions la convergence de l'intégrale selon les cas.
On pourra alors juger de la convergence de la série selon les valeurs de p.

o0
dx 1
Sip>1, J.— =——, l'intégrale est finie, donc la série converge ;
x¥ p-1
1
o0

sip<l, J. — =0, l'intégrale est infinie, la série diverge;
p
X
1

0

. dx . e o
sip=1, — = l'intégrale est infinie, la série diverge.

| X

Remarquons que ni la régle de d'Alembert ni celle de Cauchy ne résolvent la question de
la convergence de cette série. En effet,

P
limu”—”:lim( " ] -1

n—owo U, n—o\ n+1
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. [ (Y
lim %/u, = lim o|]— = lim| 7|— | =17 =1
n—»o n—o \ p P n—o| \ n

§ 7. Séries alternées. Théoréme de Leibniz

Nous avons considéré jusqu'a présent des séries a termes positifs. Nous allons
considérer dans ce paragraphe des séries dontlessignes des termes
sont alternés, c'est-a-dire des séries de la forme

Uy—uUytuy—ust+...
ou uy, Uy, . . ., Uy, . . . SONt positifs.

Théoréme de Leibniz. Sidans une série alternée

Uy —uytuzs—ust...,(u,>0)(1)
les termes vont en décroissant
Uy >uy > u3> (2)
et si
limu, =0,(3)

H—>0
la sérte (1) converge, sa somme est positive et n'est pas supérieure au premier
terme.

Démonstration. Considérons la somme des » =2m premiers termes de la
série (1)
Som = Uy —up) + (U3 —ug) + . ..+ (Uop -1 — Usm)

11 résulte de la condition (2) que les expressions entre parenthéses sont
positives. Donc la somme S,,, est positive
SZm >0
et croit avec m.
Recopions maintenant cette somme sous la forme

Som =1 — (uy —uz) — (Ug—us) — . .. = (Uzm -2 — Uz 1) — U

En vertu de la condition (2), chaque expression entre parentheses est positive,
donc, retranchant toutes les expressions entre parenthéses de u;, on obtient un
nombre inférieur a u;, c'est-a-dire que

Som < Uj.

Par conséquent, nous avons établi que S,, croit avec m et est bornée
supérieurement. I1 en résulte que S,,, a une limite s
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lim s,, ==
m—>0

et
0<s<u.

Toutefois, nous n'avons pas démontré encore que la série converge; nous avons
démontré seulement que la suite des sommes partielles paires a une limite s.
Démontrons maintenant que les sommes partielles impaires tendent aussi vers s.
Considérons, a cet effet, la somme des n = 2m + 1 premierstermes de la série (1)

Som+1= Som T Uzm+1
Comme, d'apres 1 a condition (3), lim u,,,,, =0 ,ona
m—>0

lim s,,,,, = lim s,, + lim u,,,,, = lim s,,, ==
m—>0 m—0 m—>0 m—>0

Par 1a méme, nous avons démontré que lim s, = s aussi bien
n—0

pour z pair que pour 7 impair. Donc la série (1) converge.

le >
U3 >
tju" .
Ug
Ug—
— O 1 —
5, S, S5 S5 55 5 5,4,
Fig. 362

Remarquel. Lethéoréeme de Leibniz est 1égitime si les inégalités (2) sont
vraies a partir d'un certain N.

Remarque?2.Lethéoréme de Leibniz peut étre illustré géométriquement
comme suit. Reportons sur I'axe numérique les sommes partielles (fig. 362)

S = UL, Sy = U— Uy =S — Uy, S3= S+ Uz, S4=53— Uy, S5 =54+ Us,
et ainsi de suite.
Les points représentant les sommes partielles tendent vers un point s qui

représente la somme de la série. Les sommes partielles paires se trouvent a
gauche de s, les sommes partielles impaires a droite de s.
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Remarque 3. Siune série alternée satisfait a la condition du théoréme
de Leibniz, il n'est pas difficile d'évaluer I'erreur commise lorsqu'on remplace sa
somme s par une somme partielle s,. Ceci revient a négliger tous les termes a
partir de u,+;. Mais ces termes forment une série alternée dont la somme est, en
valeur absolue, inférieure au premier terme négligé (u,+;). Par conséquent,
I'erreur commise lorsqu'on remplace s par s, ne dépasse pas en valeur absolue le
premier terme négligé.

Exemple 1.Lasérie harmonique alternée

1—l+l—l+...

2 3 4

converge, car
1) 1>l>l>...;
2 3

2) limu, = lim ~=0
n—w n—w n

La somme des n premiers termes de cette série

1 1 1 1
$, =l (=) =
! 2 3 4 -
se distingue de la somme s de la série par une quantité inférieure a 1
n+
Exemple 2.Lasérie
1 1 1
20 31 4

converge en vertu du théoréme de Leibniz.

§ 8. Séries a termes de signes quelconques. Convergence absolue et semi-
onvergence

Une sérieestditeatermes de signes quelconques sil'on trouve
parmi ses termes des termes aussi bien positifs que négatifs.

Les séries alternées du paragraphe précédent sont, évidemment, un
cas particulier des séries a termes de signes quelconques.

Nous allons examiner quelques propriétés des séries a termes de signes
quelconques.

Contrairement a la convention adoptée au paragraphe précédent, nous
admettrons dorénavant que les nombres u, u,, . . ., u,, . . . peuvent étre aussi
bien négatifs que positifs.
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Donnons, en premier lieu, un important critére suffisant de convergence des
séries a termes de signes quelconques.

Théoréme 1. Silasérie a termes de signes quelconques

uytupt..  tu,+...(1)

est telle que la série formée avec les valeurs absolues de ses termes

luy [+ ua |+ A+ u, | +...(2)
converge, la série proposée converge aussi.

Démonstration. Soients, et ¢, les sommes des n premiers termes des
séries (1) et (2).

Soient encore s, la somme de tous les termes positifs et s; la somme des
valeurs absolues de tous les termes négatifs contenus dans les # premiers termes
de la série proposée

— ’ 4
Sp= S,-8,

; On=S,ts, .

Par hypothése, o, a pour limite ¢ ; sn et sn sont des quantités positives
croissantes inférieures a o. Elles ont donc des limites s' et s". I1 résulte de la
relation s, = s,,-s, que s, aussi a une limite qui est égale a s' - s", c'est-a-dire

que la série a termes de signes quelconques (1) converge.

Le théoréme démontré permet de juger de la convergence de certaines séries a
termes de signes variables. L'étude de la question de la convergence d'une telle
série se raméne alors a I'étude d'une série a termes positifs.

Considérons deux exemples.

Exemple 1. Etudier la convergence de la série
sinoe  sin2o  sin3a sin na
+ +...+ +...(3)
12 52 32 2

n
ou o est un nombre quelconque.
S o 1ution. Considérons parallélement a la série proposée les séries

sina| [sin2a| [sin3a sin no
|ﬁ|+|22|+|32|+m+|n2|+"(®
et
1 1 1 1
1—2+2—2+3—2+...+n—2+... (5)

La série (5) converge (voir § 6). Les termes de la série (4) ne sont pas supérieurs aux
termes de la série (5) ; donc (4) converge aussi. Il résulte du théoré me démontré que la
série proposée (3) converge aussi.
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Exemp 1 e 2. Etudier la convergence de la série

cos ™ cos3”  cos5 T cos(2n—1)E
4 4 +...+ 4+...(6)
3 32 33 3"

S o 1ution. Considérons en méme temps que la série proposée la série
1 1 1 1
—t+—=+—+...+—+...(7)

3 32 33 371

Cette série converge, car c'est une progression géométrique de raison 5 .

Il en résulte la convergence de la série donnée (6), car ses termes sont inférieurs en
valeurs absolues aux termes de la série (7).

Notons que le critére de convergence démontré ci-dessus est simplement
suffisant pour qu'une série a termes quelconques converge, mais non
nécessaire : il existe des séries a termes de signes variables qui convergent, mais
dont les séries des valeurs absolues divergent. Des lors, il est utile d'introduire
les notions de convergence absolue et de semi-convergence pour les séries a
termes quelconques et de classer ainsi ces séries.

Définition. La série a termes de signes variables

wtut.. . tu, ... (1)
est dite absolument convergente si la série formée avec les valeurs absolues de
ses termes
|M1‘+|l/l2|+...+|l/ln|+...(2)
converge.
Si la série (1) converge, mais si la série (2) diverge, la série proposée (1) est dite
semi-convergente ou non absolument convergente.

Exemp e 3. Lasérie harmonique alternée

111
It
23 4

est semi-convergente, car la série des valeurs absolues est la série harmonique
1 1 1
I+—+—+—+...
2 3 4
qui diverge. La série harmonique alternée converge, comme il résulte du critere de
Leibniz.
Exemple 4. Lasérie
1 1 1
l-—+=———+
20 31 4
estabsolument convergente, étant donné que la série des valeurs absolues
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I 1 1
I+—+—+—+

21 31 4
converge, comme il a été établi au § 4.
Utilisant la notion de convergence absolue, on formule souvent le théoréme 1
comme suit : une série absolument convergente est convergente.
Indiquons pour terminer (sans démonstration) les propriétés suivantes des séries
absolument convergentes et semiconvergentes.
Theéoreme 2. Si une série converge absolument, elle converge absolument
lorsqu'on change arbitrairement l'ordre de ses termes. La somme d'une telle
série ne dépend pas de l'ordre de ses termes.
Cette propriété n'est pas conservée pour les séries semi-convergentes.
Theéoreéme 3. Si une série est semi-convergente, on peut regrouper ses
termes de fagon que la somme de la nouvelle série obtenue soit égale a un
nombre A donné a l'avance. En outre, on peut regrouper les termes d'une série
semi-convergente de fagon que la nouvelle série soit divergente.
La démonstration de ces théorémes sort du cadre de ce cours.
Pour illustrer le fait qu'on peut regrouper les termes d'une série semi-
convergente de maniére a modifier sa somme, considérons I'exemple suivant.
Exemple 5. La série alternée

1—l+l—l+... ®)
2 3 4
ne converge pas absolument. Soit s sa somme. On a, évidemment, s > 0.
Regroupons les termes de (8) de sorte qu'un terme positif soit suivi de deux
termes négatifs

1—l—l+l—l—l+...+;—;—i+...(9)
2 4 3 6 8 2k—1 4k-1 4k
[y e —

Montrons que la série obtenue converge, mais que sa somme s'est deux fois plus
petite que la somme de la série (8), c'est-a-dire qu 'elle est égale a 5 s. Soient

s, et s, les sommes partielles des séries (8) et (9). Considérons la somme des
3k termes de la série (9)

, 1 1 1 1 1 1 1 1
Sy =|1=-===|+| =———= +ot| ————— =
2 4 3 6 8 2k—-1 4k-2 4k

1 1) (11 1 1Y) 1] 1 (11
=l == |+ === |+ | ———— | == l—=+| = —— |+
(2 4) (6 8} (41(—2 4kj 2{ 2 [3 6]

1 1 1 1 1 1 1
=— 1——+———+...+_—_ :_SZk
2[ 2 3 4 2k -1 ZkJ 2

11
+ —_—
(Zk—l 2k
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Par conséquent,

lim s5% lim ! s ! s Puis lim s3 lim| s5, + ! ! s
= — = — u = — = —
3 TS Sk T oS3kt = I S3k T TS

k—o
lim s4 lim| s5; + ! ls On obtient d
= —_ =—s On obtient donc
koo T el T T 2k 4l 4k+2) 2
. , , 1
lims, =s"'=—s
n—o 2

On voit que la somme de la série a changé apres regroupement de ses termes (elle a
diminué de moitié).

§ 9. Séries de fonctions

On appelle série de fonctions toute série dans laquelle le terme général est une
fonction d'une variable x.
Considérons la série de fonctions

wm )t tus@)+.. . tu, x)+... (1)
Donnant a x différentes valeurs numériques, on obtient différentes séries
numériques qui peuvent aussi bien converger que diverger.
L'ensemble des valeurs de x pour lesquelles la série de fonctions converge est
appelé le domaine de convergence de cette série.
Il est évident que, dans le domaine de convergence d'une série de fonctions, sa
somme est une certaine fonction de x. C'est pourquoi on la désigne par s (x).
Exemp | e. Considérons la série

T+x+xX7+x+...

Cette série converge pour tous les x dans l'intervalle (-1, 1), c'est-a-dire pour
tous les x satisfaisant a la condition | x | < 1. Pour toute valeur de x de cet

. . , N .
intervalle, la somme de la série est égale a - (la somme d'une progression
—x

géométrique décroissante de raison x). Par conséquent, la série proposée définit
dans l'intervalle (-1, 1) la fonction

1
s()= —
1-x
. L Lo 1
que représente la somme de la série, c'est-a-dire ——=1+x+x*+x>+...
-Xx
Désignons par s, (x) la somme des n premiers termes de la série (1). Si cette
série converge et si sa somme est s (x), alors
s () =5, () +r, (),
ou 7, (x) est le reste de la série (1)
P (X) =ty (X) + 10 (X) + . ..



301
Nous avons pour tous les x de l'intervalle de convergence lim s, (x) = s(x),
n—>00

donc
lim 7, (x) = lim[s(x) -5, (x)]= 0
n—»o0 n—0

ce qui montre que le reste r(x)d’une série convergente tend
vers zéro lorsque n—oo.

§ 10. Séries majorables

Définition. La série de fonctions
u () Fuy () Fus @)+ tu, )+ (1)
est dite majorable dans un certain domaine de variation de x s'il existe une série
numérique convergente a termes positifs
o to,tazt+...to,t...(2)
telle que 1'on ait pour tous les x du domaine envisagé
\ul(x)\S,otl,|u2(x)|S,0L2,...,|u,,(x)|£,a,,,...(3)

En d'autres termes, une série est majorable si chacun de ses termes n'est pas
supérieur en valeur absolue au terme correspondant d'une série numérique
convergente a termes positifs.
Ainsi, la série

cosx  cos 2x L gos 3x cos nx

N 52 . w3

est majorable sur tout 'axe Ox. En effet, on a pour toutes les valeurs de x la
relation

cos2xl L o100
52 2
et on sait que la série
1 1 1
[ERETEY

converge.

I1 résulte immédiatement de la définition qu'une série majorable dans un certain
domaine est absolument convergente en tous les points de ce domaine (voir §
8). En outre, une série majorable jouit de I'importante propriété suivante.

Théoreéme. Supposons que la série de fonctions
)+ (X)) Fus )+ Fu, ().

soit majorable sur le segment [a, b]. Soient s (x) la somme de cette série, s, (x)
la somme de ses n premiers termes. Alors, il correspond a tout € > 0
arbitrairement petit un nombre positif N tel que pour tous les n > N

ls (¥) -5, () [<e,
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quel que soit x sur le segment [a, b].
Démonstration. Désignons par ¢ la somme de la série (2)

c=0o;to,taz+...+o,+o,t+...
ona
GC=0,1¢,
ou o, est la somme des n premiers termes de (2) et €, le reste de cette série:
€ =0t T Qi+ ...
Comme cette série converge, on a

limo, =0
n—>0

et, par conséquent,
lime, =0
n—0

Mettons, a présent, la somme de la série de fonctions (1) sous la forme
s (X) =5, (x) + 1, (x),
ou
Sn(x):ul ()C)"F. . -+un(x)9
P (X) =ty (X) F Uiy (X) T 13 () +. 0.
I1 résulte de la condition (3) que
‘ Up+1 (x) ‘ < Oly+1, | Up+2 (X) | < Oly+2, + - -

et. donc

|7a (x) | <&,
pour tous les x du domaine considéré.
Ainsi,

ls (x) -5, (¥) [ <&,
pour tous les x du segment [a, b] et g, — 0 lorsque n — .

Remarque 1. Le résultat obtenu peut étre illustré géométriquement comme
suit.

Considérons le graphique de la fonction y = s (x). Construisons une bande de
largeur 2¢, a cheval sur cette courbe, c'est-a-dire construisons les courbes y = s
(x) + g, ety =5 (x) - g, (fig. 363). Dans ces conditions, quel que soit g,, le
graphique de la fonction s, (x) sera contenu tout entier dans cette bande qui
contiendra également les graphiques de toutes les sommes partielles suivantes.

Remarque2. Une série de fonctions arbitraire convergeant sur le segment
[a, b] ne jouit pas forcément de la propriété démontrée dans le théoréme. Mais
il existe des séries non majorables jouissant de ladite propriété. Toute série
jouissant de cette propriété est dite uniformément convergente sur le segment |a,

bl.
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Ainsi, la série de fonctions u; (x) +uy (x) +...+u, (x)+...estdite
uniformément convergente sur le segment [a, b] s'il correspond a tout € >0

arbitrairement petit un nombre N tel que, pour tous les n > N, l'on ait
ls () -5, () [<¢
quel que soit x sur le segment [a, b].
¥

Fig. 363
I1 résulte du théoréme démontré qu'une série majorable est uniformément
convergente.

§ 11. Continuité de 1a somme d'une série

Soit une série de fonctions continues
m ) Ftu ) Ftus; )+ Fu, ().

convergente sur un segment [a, b].

Nous avons démontré au chapitre II (t. I) un théoréme sur la continuité de la
somme d'un nombre fini de fonctions continues. Cette propriété n'est plus
conservée pour la somme d'une série (qui contient une infinité de termes).
Certaines séries de fonctions continues ont pour somme une fonction continue,
d'autres séries de fonctions continues ont pour somme des fonctions
discontinues.

Exemp1e. Considérons la série
! L R ! !
(3 =)+ (x3 =x3)+(x7 =x3)+.. A+ (x 2 —x 21
Les termes de cette série (figurant entre parenthéses) sont des fonctions continues quel
que soit x. Montrons que cette série converge et que sa somme est une fonction
discontinue.

Trouvons la somme des n premiers termes de cette série
1

— +2n+l _
S, =X X

Calculons la somme de la série

304

Six>0,
1
lim s, = lim(x 2" —x)=1-x
n—»0 n—»0
Six <0,
1
lim s, = lim(—|x|m —-x)=-1-x
n—>0 n—»00
Six=0,onas,=0,doncs=1lims,=0.0Onadonc
s(x)=-1-x pour x <0,
s(x)=0 pour x =0,
s(x)=1-x pour x > 0.

Ainsi, la somme de la série envisagée est une fonction discontinue. Nous avons
représenté son graphique sur la fig. 364, ainsi que ceux des sommes partielles s, (x), 5,
(x) et s3 (x).

Y]

-{-r pour x< 0
s{z)=y 0 pour z=0 -1
-z pour x>0

Fig. 364
Le théoréme suivant concerne les séries majorables.

Theéoreme. La somme d'une série de fonctions continues majorable sur le
segment [a, b] est une fonction continue sur ce segment.

Démonstration. Considérons la série de fonctions continues majorable sur
le segment [a, b]
uy (¥) tuy () Fus (x) +.. (1)
Ecrivons sa somme sous la forme
5 (x) =5, (x) + 7y (x),
ou
$p () =y () + .+, (x)
et
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Pu (X) =ty (X) + thpr () + . ..

Prenons sur le segment [, b] un x arbitraire et donnons-lui un accroissement Ax
tel que x + Ax appartienne a [a, b].
Introduisons les notations
As=s5(x+Ax) -5 (x);

As, =5, (x + Ax) - 5, (X) 5

alors
As = As, + 1, (x + Ax) - ry (),
d' ou
|As [ <[ As, |+ [ r, (x+ Ax) [+ ] 7, (x) |- (2)

Cette inégalité est vraie pour tout 7.
Pour démontrer la continuité de s (x), il faut démontrer que, quel que soit € > 0
arbitrairement petit donné a I'avance, il existe & > 0 tel que, pour tous les | Ax | <
S, l'onait | As | <e.
Comme la série proposée (1) est majorable, il correspond a tout € > 0 un N
(pour tous les n > N et, en particulier, pour n tel que

|maﬂ<§,m

quel que soit x sur le segment [, b]. Le nombre x + Ax appartient au segment
[a, b], donc

|mu+MM<§wm

Par ailleurs, pour le N choisi, la somme partielle sy (x) est une fonction continue
(la somme d'un nombre fini de fonctions continues), et, par conséquent, on
peut choisir J positif tel que, pour tout Ax satisfaisant a la condition | Ax | <9,
l'on ait

[ Asy| <5 @)
11 résulte des inégalités (2), (3), (3"), (4)
|As|<£+£+£=s,
3 33

c'est-a-dire

| As | <& pourvu que | Ax | <9,
ce qui prouve que s (x) est une fonction continue au point x (et donc en tout
point du segment [a, b]).

Remarque.Il résulte du théoréme démontré que si la somme d'une série

est discontinue sur un segment donné [a, b], la série ne peut étre majorée sur ce
segment. Ainsi, la série étudiée dans I'exemple ne peut pas étre majorée sur tout
segment contenant le point x = 0 en lequel la somme de la série est discontinue.
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Notons, enfin, que la réciproque n'est pas vraie : il existe des, séries non
majorables sur un segment mais qui convergent sur ce segment vers une
fonction continue. Notamment, toute série uniformément convergente sur le
segment [a, b] (méme si elle n'est pas majorable) a pour somme une fonction
continue (si, bien entendu, tous ses termes sont continus) .

§ 12. Intégration et dérivation des séries
Théoreme 1. Soit la série de fonctions continues
m )+, () +tus;(x)+... (1)
majorable sur le segment [a, b] et soit s (x) sa somme. L'intégrale de s (x) entre

a et x, appartenant a [a, b] , est égale a la somme des intégrales des termes de
la série entre les mémes bornes

jis(t)dt:j'ul(t)dt+jlu2(t)dt+...+Iun(t)dt

Démonstration. La fonction s (x) peut étre mise sous la forme
s (X) =5, (x) + 1y (x)

ou
s@=up () Ftup () +.. Fu, () +r,(x)
On a
js(z)dt=jul(z)dt+ju2(t)dt+...+jun(t)dx+jr,,(t)dz )

(lintégrale d'une somme finie de termes est égale a la somme de leurs

intégrales).

Comme la série proposée (1) est majorable, on a, quel que soit x, | 7, (x) | <&,

ou g, — 0 lorsque n — 0. Donc
Jrn(t)dt Siﬂ r () |dz<ijgn dt =+, (x—a) < (b—a).
o o o

Les termes du second membre de 1'égalité sont affectés du signe « + » lorsque x
> a et du signe « - » lorsque x < a. Comme ¢, — 0, on a

X

lim (r,(t)dt=0

n—>0
Mais on déduit de (2)
jrn(r)dz :Is(t)dt— _[ul(r)dz+...+jun(z) di +
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Par suite,
lim Js(t)dt— ju,(t)dt+...+ju,,(z)dt+ -0
n—ow
ou
lim jul(z)dt+...+jun(t)dt :js(t)dt

La somme entre crochets est une somme partielle pour la série

X X
jul(t)dt+...+jun(z)dz+... @)
o o
Comme les sommes partielles de cette série ont une limite, cette série converge

X
et sa somme est égale, en vertu de (3), a Is(t) dt

o

Is(t)dtzjul(t)dt+]iu2(t) dt+...+]iun(t)dt+...

C'est I'égalité que nous nous proposions de démontrer.

Remarque 1. Silasérie n'est pas majorable, il n'est pas toujours possible de
X

l'intégrer terme a terme, c'est-a-dire que 1’intégrale J s(t)dt dela somme de la
o

série (1) n'est pas toujours égale a la somme des intégrales de ses termes. (c'est-

a-dire a la somme (4)).

Théoréme 2. Sila série
U (x) Fuy () uz () ... (5)

de fonctions ayant des dérivées continues sur [a, b] converge sur ce segment
vers la somme s(x) et si la série
up () +us(X)+...4+u, (x)+..., (6)

formée avec les dérivées de ses termes, est majorable sur ce segment, alors la
somme de la série des dérivées est égale a la dérivée de la somme de la série
proposée

s' () =uj () +uy () +.+u, (X)+...

Démonstration. Désignons par F (x) la somme de la série (6)
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F'(x)=uj (x)+uy(x)+...+u, (x)+...
et démontrons que
Fx)=s"(x).
Comme la série (6) est majorable, on a, en vertu du théoréme précédent,

jF(z)dz:jul(z)dz+qu(t)dt+...+jfun(t)du...

o o o
On obtient en intégrant dans le second membre

jF(t) dt = [uy (x) =1, (@) |+ 1y (%) =10y (00) ..+ i, () =12, ()] + ...

Mais
s@=u X)Ftu@)+...tu, @ +...,
s(a) = uy(a) + up(a) +. . .+ u,()+...,

quels que soient x et a sur le segment [a, b]. Par suite,
X
J' F(t) dt = s(x)—s(a0)
o
On obtient en dérivant par rapport a x les deux membres de cette égalité
F(x)=s"(x).

Par conséquent, nous avons démontré que les conditions du théoréme étant
satisfaites, la dérivée de la somme d'une série est égale a la somme des dérivées
de ses termes.

Remarque?2. Il est trés important que la série dérivée soit majorable, car si
cette condition n'est pas observée, la dérivation terme a terme peut s'avérer
impossible. Pour confirmer ce fait, apportons un exemple de série majorable ne
pouvant étre dérivée terme a terme.
Considérons la série
sinl*x  sin2%x sin34x+ sinn'x
1? 22 3’ n’

Cette série converge vers une fonction continue, car elle est majorable. En effet,
quel que soit x, ses termes sont inférieurs en valeur absolue aux termes de la
série numérique convergente

! + ! + ! +.o+ ! +

[tE R et

Ecrivons la série formée avec les dérivées des termes de la série proposée
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cosx+2%cos 2%+ ... +nfcosntx+. ..
Cette série diverge. Ainsi, lorsque x = 0, elle devient
1+27+ 3+ +n+. ..
(On pourrait démontrer qu'elle diverge non seulement pour x = 0.)
§ 13. Séries entiéres ou séries de puissances. Intervalle de convergence

Définition 1. On appelle série entiere ou série de puissances une série de
la forme
Gotaxtaxi+..  tax"+...,

oua,, aj, a, . - ., 4, . . . sont des constantes données appelées coefficients de la
série.
L'ensemble des points de convergence d'une série entiére est un intervalle,

pouvant se réduire a un point. Pour s'en assurer, démontrons d'abord le
théoréme suivant, fondamental dans la théorie des séries entiéres.

Théorémel (d'Abel). 1) Siune série entiere converge pour une certaine
valeur de xo non nulle, elle converge absolument pour toute valeur de x telle
que

| X[ <[x;
2) si la série diverge pour une certaine valeur de x,, elle diverge pour tout x tel
que

| x> [;
Démonstration. 1) Comme, par hypothése, la série numérique

ag +axy +a,x0 +...+a,xp +...(2)

converge, son terme général a,x; — 0 lorsque n — oo, ce qui prouve qu'il

existe un nombre positif M tel que tous les termes de la série sont inférieurs en
valeur absolue a M. Recopions la série (1) sous la forme

2 n

X X X
ag +ayxy| — [+a,xg| —| +..+a,xt| =] +...(3)
Xo Xo Xo
et considérons la série des valeurs absolues de ses termes:
2 n
x ol x Al x
|a0|+|a0x0| — +|a0x0| — +...+|a0x0| — +...(4
Xo X0 Xo
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Les termes de cette série sont inférieurs aux termes correspondants de la
série
2 n
x X x
MAM|—I|+M|—| +..+M|—| +...(5)
X0 X0 Xo

Lorsque | x | <|x, |, cette derniére série est une progression géométrique de

. x iy
raison | — | <1, donc elle converge. Comme les termes de la série (4)

Xo
sontoinférieurs a ceux de (5), il en résulte que la série (4) converge aussi, ce qui
signifie que la série (3) ou (1) converge absolument.

2) 11 n'est guere difficile a présent de démontrer la deuxiéme partie du
théoréme : supposons que la série (1) diverge en un certain point x;. Alors

elle divergera aussi en tout point x tel que | x | > |x;| . En effet, si elle

convergeait en un certain point x satisfaisant a cette condition, en raison de la
premiére partie du théoréme, elle convergerait également au point x;, car

|xo| <] x| Mais ceci est contraire a I'hypothése que la série diverge au point
x, . Donc la série diverge aussi au point x. Le théoréme est complétement

démontré.

Le théoréme d'Abel permet de juger de la disposition des points de
convergence et de divergence d'une série enti¢re. En effet, si x, est un point de
convergence, tous les points de l'intervalle (- | x, |, | x, |) sont des points de
convergence absolue. Si x; est un point de divergence, toute la demi-droite a

droite de | x; | et la demi-droite & gauche de - | x{ | sont constituées de points de

divergence.

Ceci permet de conclure qu'il existe un nombre R tel que les points | x | < R sont
des points de convergence absolue et les points | x | > R des points de
divergence.

On a donc le théoréme suivant sur la structure de 1'ensemble des points de
convergence d'une série entiére

Théore¢me2. L'ensemble des points de convergence d'une série entiére est
un intervalle centré sur l'origine des coordonnées.

Définition 2. On appelle intervalle de convergence d'une série entiére
l'intervalle compris entre les points -R et +R tel que la série converge, et méme
absolument, aux points x de cet intervalle et diverge aux points x qui lui sont
extérieurs (fig. 365). Le nombre R est appelé le rayon de convergence de la
série enticre.
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Aux extrémités de l'intervalle (c'est-a-dire aux points x = R et x = -R) la
question de la convergence ou de la divergence de la série proposée doit faire
l'objet d'une étude spéciale. Notons que pour certaines séries l'intervalle de
convergence se réduit a un point (R = 0), et pour d'autres il s'étend sur tout I'axe
Ox (R=).

La série converge
~R R

La série diverge La série diverge

Fig. 365
Indiquons un moyen pour déterminer le rayon de convergence d'une série
entiére:
o tax+ax®+.. . +ax"+...(1)
et formons la série des valeurs absolues de ses termes

lao |+ lar|[x|+|as|[x[+]as|[x [+ .+ a,|[x]"+...(6)

Pour déterminer la convergence de cette derniére série (a termes positifs),
appliquons la reégle de d'Alembert.
Supposons qu'existe la limite

n+l
. u . |a,ax . |a

lim —“*L = [jm |2 = lim|—!

n—wo Y, n—>o0) anx” n—o|

n+

| x[=L] x|

Alors, d'aprées la régle de d'Alembert, la série (6) converge lorsque L | x | <1,
. 1 . 1 .o
c'est-a-dire pour | x | < I et diverge lorsque L | x | > T c'est-a-dire pour | x |

1
> .

L

. 1 .. 1
Par conséquent, la série (1) converge absolument pour | x | < T Si|x|> 7

lim —+L :| X |L >1, et la série (6) diverge, son terme général ne tendant pas
noo Y,

vers zéro ). Mais alors le terme général de la série entiére (1) ne tend pas non

" Rappelons que pendant la démonstration de la régle de d'Alembert (voir § 4)

r . . u ’ r . .
nous avons remarqué que si lim —* > 1, le terme général croissait, donc ne
n—w Yy
n

tendait pas vers zero.
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plus vers zéro, ce qui signifie, en raison du critere de convergence

. L. .\ . 1
nécessaire, que cette série entiere diverge (lorsque | x | > 7 ).
I1 résulte de ce qui précéde que l'intervalle (- L, Lest l'intervalle de
an

convergence de la série enticre (1), c'est-a-dire que R =—= lim
H—>0|

Api

D'une maniére analogue, on peut aussi se servir de la régle de Cauchy pour
déterminer l'intervalle de convergence d'une série entiere. On obtient alors

B 1
lim 4] a,|
n—>0
Exemp le 1. Déterminer l'intervalle de converence de la série

l+x+xX2+xX>+... +%"

S o 1ution. On obtient en appliquant la régle de d'Alembert

n+l

.o lx
lim

=[ x|
n—® x”

Par conséquent, la série, converge pour | x | < 1 et diverge pour | x | > 1.

La régle de d'Alembert ne donne rien sur les points frontiéres de l'intervalle (-1,
1). Mais on voit directement que la série diverge aux points x ==+ 1.

Exemp 1 e 2. Déterminer l'intervalle de convergence de la série

2x (2x)% (2x)°

1 2 3
S o 1ution. Appliquons la régle de d'Alembert
(2x)n+l
fim |1 = fim | | 2| =] 2|
n—x (2x)” n—w| n+1
n

. 1
La série converge lorsque | 2x | < 1, c'est-a-dire si | x | < E ; elle converge au

1
point x = — et diverge au point x =-— .
2 2

Exemp 1 e 3. Déterminer l'intervalle de convergence de la série
x? X x"
Xt — ot — .+
21 3 n!

S o 1ution. Appliquons la régle de d'Alembert
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. |:lim| ol |—0<1

x"(n+1) ”—>°°|”+1| -

Comme la limite ne dépend pas de x et qu'elle est plus petite que 1, la série converge
quel que soit x.

lim |24 = lim
n—ol U, n—o

Exemple 4 Lasérie 1 +x+ (2x)* +(3x)° + ... +(mx)" + . .. diverge quel que soit x,
sauf x = 0, car (nx)" — oo, lorsque n — oo, quel que soit x non nul.

Théoreéme 3. Une série entiére

aytax+ax®+.. . +ax"+... ()
est majorable sur tout segment [-p, p] entierement contenu dans son intervalle
de convergence.

Démonstration. On a par hypothése p <R (fig. 366), et donc la série
numérique (2 termes positifs)
lao|+|a|p+lax]p*+ . +la,[p" (7)

converge. Mais, lorsque | x | < p, les termes de la série (1) ne sont pas supérieurs
en valeur absolue aux termes correspondants de (7). Donc la série (1) est
majorable sur le segment [-p, p].

Corollaire 1. La somme d'une série entiére est une fonction continue sur
tout segment entierement contenu dans l'intervalle de convergence. En effet, la
série est majorable sur ce segment et ses termes

Intervalle de convergence

~R -—pr R
Intervalle de majoration
Fig. 366
sont des fonctions continues de x. Par conséquent, en vertu du théoréme 1, §
11 la somme de cette série est une fonction continue.
Corollaire 2. Siles bornes d'intégration o, p appartiennent a l'intervalle
de convergence d'une série entiere, l'intégrale de la somme

P ) ~.J

-R o a p R
Fig. 367
de la série est égale a la somme des intégrales des termes de la série.
En effet, l'intervalle d'intégration peut étre contenu dans le segment [-p, p], ol
la série est majorable (fig. 367) (voir le théoréme 2, § 12 sur l'intégration des
séries majorables).
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§ 14. Dérivation des séries entiéres

Théoréme 1. Si(-R, R) est l'intervalle de convergence de la série entiére
s =astax+ax’tax tax'+..  +tax"+.. .,
la série (1)
O () =a,+2ax +3a;xX> + .. .+ nax""+... ()

déduite de (1) par dérivation terme a terme admet le méme intervalle de
convergence; on a en outre
¢ (x)=s"(x) lorsque | x | <R,

c'est-a-dire que, dans l'intervalle de convergence, la dérivée de la somme de la
série entiere (1) est égale a la somme de la série obtenue en dérivant terme a
terme la série (1).

Démonstration. Démontrons que la série (2) est majorable sur tout
segment [-p, p], appartenant complétement a l'intervalle de convergence.

<

& Py 1
> T

-R -p 0 r p ER
Fig. 368
Prenons un point  tel que p <& < R (fig. 368). La série (1) converge en ce

point, donc lim a,&" =0, et il esiste une constante M telle que
n—w

la,&" |[<Mm=1,2..)).
Si|x|<p,ona

n—1
n- n- n- M n—
| nax"™" | < na,p"" |=n|a,&"" | ‘B <n—q""
g £
ou
P
g=—<1.

€

Ainsi, lorsque | x | < p, les termes de la série (2) sont inférieurs en valeur
absolue aux termes de la série numérique positive a termes constants

% (142 +3¢*+ .. . +ng""+. ).

Mais, comme le montre la régle de d'Alembert, cette derniere série converge
n-1

limL=q<l

>0 () — 1)q"—2
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Donc la série (2) est majorable sur le segment [-p, p] et, en vertu du
théoréeme (2), § 12, sa somme est la dérivée de la somme de la série proposée
sur le segment [-p, p], c'est-a-dire

9 (x) =5" ().

Comme on peut enfermer tout point intérieur de l'intervalle (-R, R) dans un
certain segment [-p, p], il en résulte que la série (2) converge en tout point
intérieur de l'intervalle (-R, R).
Montrons que la série (2) diverge en dehors de l'intervalle (-R, R). Admettons
que la série (2) converge pour x; > R. En l'intégrant terme a terme dans
l'intervalle (0, x;), ou R < x, < x;, on obtiendrait que la série (1) converge au
point x,, ce qui contredit les conditions du théoréme. Par conséquent,
l'intervalle (-R, R) est l'intervalle de convergence de la série (2). Le théoréme
est complétement démontré.
La série (2) peut étre de nouveau dérivée terme a terme, et il sera loisible de
continuer ce processus a volonté. De sorte que :

Théoreéme 2. Siune série entiere converge dans l'intervalle (-R, R), sa
somme représente une fonction ayant, dans l'intervalle de convergence, des
dérivées de tout ordre n, chacune d'elles étant la somme de la série obtenue en
dérivant terme a terme n fois la série proposée; en outre, l'intervalle de
convergence de chaque série obtenue par dérivation est aussi l'intervalle de
convergence de la série proposée (-R, R).

§ 15. Séries de puissances de x - a

On appelle aussi série de puissances une série de la forme
aota(x—a)+ta (x—a)+.. +a,x—a) -, (1)
-R 0 R I
@) 4t
| AR ——a*k I
B+ e
Fig. 369
ou les constantes a,, aj, . . ., a,, . . . sont également appelées les coefficients de
la série. Les termes de cette série contiennent les puissances croissantes de x -
a.
Si a =0, on obtient une série des puissances de x, qui est donc un cas particulier
de la série (1).

Pour déterminer le domaine de convergence de la série (1), faisons le
changement de variable

x—a=X.
La série (1) devient aprés cette substitution
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G taX+aX+. . +aX'+...,Q2)

qui est une série des puissances de X.

Soit -R < X < R l'intervalle de convergence de la série (2) (fig. 369, a). I1 en
résulte que la série (1) convergera pour les x vérifiant I'inégalité -R < x - a <R
oua-R<x<a+ R. Comme la série (2) diverge pour | X | > R, la série (1)
divergera pour | x - a | > R, c'est-a-dire en dehors de l'intervalle a - R<x<a+R
(fig. 369, P).

Par conséquent, l'intervalle de convergence de la série (1) est l'intervalle (a -

a + R), ayant pour centre le point a. Toutes les propriétés d'une série entiére en
x dans l'intervalle de convergence (-R, R) sont entiérement conservées pour une
série entiere de x - a dans l'intervalle de convergence (a - R, a + R). Ainsi,
intégrant terme a terme la série entiére (1), les bornes d'intégration

gt 23 z
! I S

Fg. 370
appartenant a l'intervalle de convergence (a - R, @ + R), on obtient une série
dont la somme est égale a l'intégrale de la somme de la série proposée (1). Si
I'on dérive terme a terme la série entiere (1), x étant pris dans l'intervalle de
convergence (a - R, a + R), on obtient une série dont la somme est égale a la
dérivée de la somme de la série proposée (1).

Exemp I e. Trouver le domaine de convergence de la série
-2+ (x-2 + (-2 +...+(x-2)+
Solution. Posantx -2 =X, on obtient la série
X+X+X+. . +X+...

Cette série converge pour - 1 <X <+ 1. Dong, la série proposée converge pour les x tels
que -1 <x -2 <1, c'est-a-dire pour 1< x <3 (fig. 370).

§ 16. Séries de Taylor et de Maclaurin

Nous avons montré au § 6, chap. IV (t. I) qu'une fonction f (x) possédant des
dérivées jusqu'au (n + 1)-iéme ordre inclus au voisinage du point x = a (c'est-a-
dire dans un intervalle contenant le point x = a) admettait dans ce voisinage le
développement suivant la formule de Taylor

1) = fla)+*=4 f()(x“)fmymﬁ“ 2y

" (@)+R,(x)
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ou le reste R, (x) était calculé selon la formule
B ( X— a)n—l
T (n+1)
Si la fonction fix) est indéfiniment dérivable au voisinage du point
X = a, on pourra prendre n arbitrairement grand dans la formule de Taylor.
Supposons que le reste R, tende vers zéro dans le domaine considéré lorsque n

—> 00,

fUVa+0(x-a)] 0<0<1

lim R, (x)=0

n—o

Ceci étant, faisant tendre n — oo dans la formule (1), on obtient a droite une
série avec une infinité de termes dite série de Taylor

1) = f@)+ 224 @y T2 )f(”)(a)+ @

Cette derniere égalité n'est Juste que si R, (x) — 0 lorsque n —oo. Alors la série
du second membre converge et sa somme est égale a la fonction f'(x). Montrons
qu'il en est bien ainsi

S &) =P, (x) + R, (x),

ou

(x— a)

Py(x) = f(@)+ =2 fl(a)+...4—2 £ (q).

Comme, par hypothése, lim R, (x) =0,ona
n—>0

/(x)=lim P, (x)

Or, P, (x) est une somme partielle de la série (2) ; sa limite est égale a la somme
de la série du second membre de I'égalité (2). L'égalité (2) est donc légitime

)= f@+ =2 i+ S )f"( ay ..+ BT )f("><a>+

11 résulte de ce qui précéde quelasérie de Taylor représente la
fonction donnée f(x)si, et seulement si, lim R,(x)=0.Si
n—»0

lim R, (x) # 0, la série ne représente pas la fonction donnée, bien qu'elle puisse
n—>®0

converger (vers une autre fonction).
Si, dans la série de Taylor, on pose a = 0, on obtient un cas particulier de cette
série, appelée série de Maclaurin

fx)= f(0)+ f(0)+ f”(0)+ + f<"><0)+ .(3)
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Si l'on a écrit formellement la série de Taylor d'une fonction donnée et si
I'on veut s'assurer qu'elle représente effectivement cette fonction, il faudra soit
démontrer que le reste tend vers zéro, soit encore se convaincre, d'une maniére
ou d'une autre, que la série écrite converge vers la fonction donnée.

Notons que, pour chaque fonction élémentaire définie au § 8, chap. I (t. 1), il
existe un a et un R tels que, dans l'intervalle (a - R, a + R), elle se développe en
série de Taylor ou (si a = 0) de Maclaurin.

§ 17. Exemples de développement de fonctions en séries

1.Développement en série de Maclaurin de f(x)=sinx.
Nous avons obtenu au § 7, chap. IV (t. I) la formule
3 5 2n-1
sinx =x——+ ..+ (=) 1R, (¥).
3r s 2n-1!

Comme on a démontré que lim R,,(x) =0, on obtient, compte tenu de ce qui a
n—>0

été dit au paragraphe précédent, le développement de sin x en série de
Maclaurin
3 5 2n-1
X x x
sinx=x———+—+..+(-D"" —+... (1)

38 2n-1!
Comme le reste tend vers zéro quel que soit x, la série proposée converge et sa
somme représente la fonction sin x quel que soit x.
La figure 371 représente les graphiques de la fonction sin x et des trois
premiéres sommes partielles de la série (1).

On a recours a cette série pour calculer sin x pour diverses valeurs de x.
Calculons, par exemple, sin 10° a 10 prés. Etant donné que

10° =~ ~0,174533
18

3 5 7
. n 1(m (= I(m
sinl0°=——-—|— | +—| —| ——| —| +
18 3118 5118 718
Nous bornant aux deux premiers termes, on obtient I'égalité approchée suivante:
o on 1(n)
sin —=—-—| — | ;
18 18 o6!I18
I'erreur 6 est, en valeur absolue, inféricure u premier terme négligé

5
A} Loy <a00.
sil18) 120
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Si I'on calcule chaque terme de I'expression de sin % en prenant 6
décimales, on obtient
sin — = 0,173647.
18
On peut garantir les quatre premieres décimales.

2.Développement en série de Maclaurin de la fonction

f(x)=¢€".

¥
\ P !
\ =T 7 /
\ e .
\ o /
\ . /
! sl o
\ /, ‘5:7:1‘-‘5-1‘ *,Z—bI_
\ S v/
\ Z, ~ }

. N \: 7
/ Jd \
/ . '
. L \
/ L \
/ o’ {1\
K 52-1—31" \
I \
| \
: \
1 1
Fig 371.
Nous avons, compte tenu du § 7 du chap. IV (t. I)
2 3 n
LS P S S )
21 3 n!

car, comme on l'a démontré, lim R, (x)=0 quel que soitx. Donc, la série
n—0

converge pour tous les x et représente la fonction e”.
En remplagant x par (-x) dans le développement (2), on obtient
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2 3 4
et =l-x+ - 41X 3
TEERT

3.Développement en série de Maclaurin de la fonction
fix)=cos x.

On déduit de ce qui a été dit au § 7, chap. IV (t. 1) que
2 4 6
cosx=1-2—4%X X 4)
20 4 6

la série converge pour tous les x et représente la fonction cos x.

4.Développement en série de Maclaurin des fonctions

f(x)zshx:%

f(x)zchx:%

Des formules (2) et (3) il vient

35T
shx=x+—+—+—+
357
2 4 6
chx=1+" X 42X
20 4 6

§ 18. Formule d'Euler

Jusqu'a présent, nous considérions des séries a termes réels et nous avons laissé
en marge les séries a termes complexes. Nous ne donnerons pas une théorie
compléte des séries a termes complexes, qui sort du cadre de ce livre, nous
bornant a examiner un exemple important.

Nous avons défini au chapitre VII (t. T) la fonction ¢ par I'égalité

X

e"=¢"(cos y +isin y).

Faisant x = 0, on obtient la formule d'Euler:

e”=cosy+isiny.
Si I'on définit la fonction exponentielle ¢” a exposant imaginaire au moyen de la
formule (2) du § 17, représentant la fonction ¢* sous forme de série entiére, on

retrouve I'é¢galité d'Euler. En effet, définissons e” en posant dans I'égalité (2) du
§ 17 iy au lieu de x:
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—+

1! 2! 3! 4 n!

Comme i*=-1,7=-1,i'=1,°=i,i®=- 1, etc., on obtient
: 2 .3 4 .5

eiy :1+Z_y__ly_+y_+i
no20 3t 4 5!

Séparons les parties réelle et imaginaire de cette série

2 4 v i
:[1_y_+y__...]+{z_1+1+..}
20 4 13 5!

Les expressions entre parenthéses sont les séries entieéres de cos y et de sin y
(voir formules (3) et (1) du paragraphe précédent). Par conséquent,

eV :1+iy (iy)z +(iy)3 +(iy)4 +...+(iy)n +... (D

e” =cosy+isiny. (2)
Nous avons retrouvé la formule d'Euler.
§ 19. Formule générale du bindme
1. Développons en série de Maclaurin la fonction
S =1 +x),
m étant une constante arbitraire.
L'évaluation du reste présentant quelques difficultés, nous procéderons

autrement pour trouver le développement en série de cette fonction.
Remarquant que la fonction f'(x) = (1 + x)" satisfait a I'équation différenticlle

(I+x) /" (x) = mf (x) (1)
JO)=1,

et a la condition
cherchons une série entiére dont la somme s (x) satisfasse a 1'équation
(1) et a la condition s (0) =1
s@=1l+tax+aX+.. . +ax"+...7). ().
On obtient en substituant cette série dans 1'équation (1)

(A +x) (ax+2ax+3a:x°+. .. +nax""+..) =
=m(l+ax+tax’+.. . tax"+...).

" Nous avons pris le terme constant égal a I'unité, vu la condition s (0) = 1
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Identifiant les coefficients des mémes puissances de x de part et d'autre de
I'égalité, on trouve
a=m;at+2a=ma;...;na,+(n+1)a=ma,;...

D'ou I'on obtient pour les coefficients de la série I'expression
_ay(m=1)  m(m-1)

ag =L a =m; a,

2 2
p _ay(m=2) m(m-1)(m-2)
T3 2-3

Ce sont les coefficients de la série du bindme.
On obtient en les substituant dans la formule (2)
s(x) zlwtmxwtmx2 +.o+ m(m—l)...[m—(n—l)]xn +...
1-2 1-2...n

A3)

Si m est un entier positif, les coefficients de ™' et des puissances supérieures
sont nuls et la série se réduit a un polynome. Si m est fractionnaire ou un entier
négatif, on a une série avec une infinité de termes.

Déterminons le rayon de convergence de la série (3)

m(m—l)...[m—(n—l)]

Upy = xn
n!
:m(m—1)...[m—(n+2)]xn,1
" (n=1)!
— — -1 -
lim Uy — lim m(m—=1)...(m—n+1)(n 1).x — lim| ™ n+1 |x|=|x|
n—o U, nsol  m(m—1)...(m—n+2)n! n—o n

De sorte que la série (3) converge pour | x | < 1.
Dans l'intervalle (-1, 1) la série (3) représente une fonction s (x) satisfaisant a
I'équation différentielle (1) et a la condition

s(0)=1.
Comme il n'existe qu'une seule fonction satisfaisant a l'équation différentielle

(1) avec la condition initiale s (0) = 1, il en résulte que la somme de la série (3)
est identiquement égale a la fonction (1 +x)", et 'on obtient le développement
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m(m_l)xz+m(m_l)(m_2)x3+... (3"

1+x)" =1+mx+
( ) 1-2-3

Notamment, sim=-1,ona 1

L:1—x+x2 -x° +...(4)
I+x

\/1+x=l+lx—Lx2+ I3 x3 - 133 x4l (5)
27 24" 246 2468

1 1 13 , 135 5 1.3.57

= ——x%- X+ xt—...(6)
l+x 27 2. 2:-4.6 2-4-6-8

2. Appliquons le développement du bindme au développement d'autres
fonctions. Développons en série de Maclaurin la fonction

f(x) = arc sin x.

Remplagant x par -x* dans I'égalité (6), on obtient

L 12 13 4 135 o 135202

o2 2 24 2456 2:4:6...2n

En vertu du théoréme sur l'intégration des séries entiéres, on a pour | x | < 1

dt i x> 13x° 1.35%
=aresnx=x+——+——+—-—-—+

+
s 23 245 2467
1-3-5...2n—1) x>
2:4-6...2n 2n+1

O© G

Cette série converge dans l'intervalle (-1, 1). On pourrait démontrer que la série
converge également lorsque x = +1 et que la Somme correspondant a ces
valeurs représente arc sin x. Alors, posant x = 1, on obtient cette formule pour
calculer .

1-
2.

w

1-3-5
4.

+

~
W | —
[\

+

. i
arcsm1:5:l+ +...

N | —
[SSRE
N

2| =
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§ 20. Développement de la fonction Log (1+ x) en série entiére. Caleul
de logarithmes

Intégrant 1'égalité (4) du § 19 de 0 a x (avec | x| < 1), on obtient

X dt X

—:J'(l—z+t2—t3+...)dr

1+1¢

0 0

ou
2 3 4 n
Log(I+x)=x——+X X 4 ™4 )

23 4 n

Cette égalité est vraie dans l'intervalle (-1, 1).
Si I'on remplace x par -x dans cette formule, on obtient la série

Log(l —x)= - x——-——-"—- ...(2)

qui converge dans l'intervalle (-1, 1).

Les séries (1) et (2) permettent de calculer les logarithmes de nombres compris
entre zéro et deux. Indiquons sans le démontrer que le développement (1)
subsiste pour x = 1.

Donnons une formule permettant de calculer les logarithmes naturels des
nombres entiers.

Comme la différence terme a terme de deux séries convergentes est une série
convergente (voir § 1, théoréme 3), on obtient en retranchant terme a terme

) de (1)

3 5
Log (1 +x) - Log (1 - x) = Log - =2{x+%+%+..1

1-x
o 1+x n+l
Posons ensuite —— = ,ona x = .Onapourtoutn>00<x<1,
1-x n 2n+1
donc
LogH—x: ogn—+l:2 ! + ! T+ ! st
1-x n 2n+1 32n+1)° 5Q2n+1)
d' ou

Log(n+1)-Logn=2 + ! + ! +...] 3
2n+1 32n+1)° 52n+1)°

On en déduit pour n =1

Log2=2 L+ ! +L+....
1.3 3.3 5.3
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Pour calculer Log 2 avec la précision voulue 8, il faut calculer la somme
partielle s, en prenant un nombre p de termes tel que la somme des termes
négligés (c'est-a-dire l'erreur R, faite en remplagant s par s,) soit inférieure a
l'erreur admise 8. Evaluons, a cet effet, l'erreur R,

1 1 1
Rp =2 T PR st
QCp+13°P7  (2p+3)3°PT (2p+5)3°Ft

Comme les nombres 2p + 3, 2p + 5, . . . sont supérieurs a 2p + 1, nous
augmentons la valeur de chaque fraction lorsque nous remplagons ces nombres
par 2p + 1. Donc,

1 1 1
Rp<2 oot CPvEa Sos T
p+ p+ pt+
Qp+D3°P" 2p+3)3°P7  (2p+5)3°Ft

ou

R < 2 ! + ! + ! +
p 2p+1 32p+1 32p+3 32p+5
. s . 1
Nous avons entre crochets une progression géométrique de raison 5 .La

1
2 32pH 1
2p+1 1 @pr1p¥
9

somme de cette série est R » <

“4)

Si I'on veut a présent calculer Log 2, par exemple, a 0,000000001 pres, il faut
choisir p de sorte que l'on ait R, < 0,000000001. On y arrive en prenant p de
sorte que le second membre de 1'inégalité (4) soit inférieur a 0,000000001. On
vérifie qu'il suffit de prendre p = 8. Ainsi, a 0,000000001 prés, on a

Log2~sg=2

[L+1+1+1+1+1+ ! +1]
-3 3.3 5.3 7.37 9.3% 1.3 1337 15.3°
La réponse est Log 2 = 0,693147180, avec neuf décimales exactes.
Posant dans la formule (3) n =2, on obtient

1 1
3.5° 5.5°
Nous pouvons donc calculer les logarithmes nature 1 s de n'importe quel
entier.

Pour obtenir les logarithmes d é cimaux, il faut se servir de la relation (voir §
8, chap. I1,t. 1)

Log3=L0g2+2[§+ +..}= 1,098612288 etc.

log N=M Log N,
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avec M = 0,434294. On a ainsi
log 2 =0,434294 - 0,693147 = 0,30103.

§ 21. Application des séries au calcul d'intégrales définies

Nous avons montré aux chapitres X et XI (t. I) qu'il existait de intégrales
définies qui, considérées comme fonctions de leurs borne supérieures, ne
s'exprimaient pas sous forme finie au moyen de fonctions élémentaires. I1 est
parfois commode de calculer de telle intégrales au moyen des séries.
Considérons quelques exemples.

1. Soit a calculer l'intégrale

a

I e dx

0
La primitive de n'est pas une fonction élémentaire. Pour calculer l'intégrale,
développons la fonction sous le signe somme en série en remplagant dans le
développement de e (voir formule (2), § 17) x par —x

Intégrant les deux membres de cette égalité de 0 a a, on obtient

a a3 aS a7

3 15 17

t _? x x X X ’
Ie dx=|=——+—-"—+...| =
I 13 15 17
0 0
Cette égalité permet de calculer l'intégrale, quel que soit a, avec 1'approximation

voulue.
2. Soit a calculer l'intégrale

a .
sin x
j dx
x
0
Développons la fonction sous le signe somme en série : comme
[T

X X
sinx=x——+—"——-"—
357
on a:
sin x ¥ xt X
=l-—+—-"—+
X 357

cette derniére série convergeant quel que soit x. On obtient en intégrant terme a
terme

sin x @ @ a
J. dxk=a——+————+...
X 3.3 550 7v7
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11 est facile de calculer la somme de cette série avec la précision voulue,
quel que soit a.

T
2

3. Calculer I'intégrale elliptique J \ll—kz sin? o do (k<1)
0

Développons I'expression sous le signe somme en série du bindme, avec m =

% ,x=-k* sin® @) (voir formule (5), § 19)

1-k%sin? ¢ :1—%k2 sin? (p—%%k4 sin? (p—%%%“ sin® g—...

Cette série converge quel que soit @ et peut étre intégrée terme a terme, étant
donné qu'elle est majorable dans tout intervalle.
Par conséquent,

f 1 5f 11 4f
I 1-k? sinztdtz(p——kzjsinztd———k4jsin4tdt—
2 ° 24 o

1 13k J.sm tdt—..

Les intégrales du second membre se calculent ¢lémentairement.

SOOI e |
2:4..2n 2

On a pour ¢ = g sin

O Cm—t0 |

(voir § 6, chap. XI, t. ) et, par suite,

® 2 2 .4 2,6
Iy/l—kz sinz(pd(p:E 1—[lj kz—[ﬁj k——(ﬁj k——
o 2 2 2-4

3 2-4-6) 5

§ 22. Application des séries a I'intégration d'équations différentielles

Si l'intégration d'une équation différentielle ne se raméne pas a des quadratures,
on a alors recours a des méthodes d'intégration approchée. Une de ces méthodes
consiste a représenter la solution de 1'équation sous forme de série de Taylor; la
somme d'un nombre fini de termes de cette série sera approximativement égale
a la solution particuliere cherchée.
Supposons, par exemple, que 'on ait & chercher la solution d'une équation
différentielle du second ordre

V' =F @2,y (1)
avec les conditions initiales
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(y)x=xn =Yo> (y’)x=x0 :y6 (2)
Supposons que la solution y = f'(x) existe et peut étre représentée par une série

de Taylor (nous ne nous appesantirons pas sur la question des conditions devant
étre vérifiées pour que cela ait lieu)

=100 = £00) + 0 f 1)+ () .. (3)

Nous devons trouver f (x,), /' (xo), " (o), - v cest-a-dlre les valeurs des
dérivées de la solution particuliére pour x = x,. On les trouve au moyen de
I'équation (1) et des conditions (2).

En effet, il résulte des conditions (2)

S (0) =Yoo f' (x0) =g

(o)

on déduit de 1'équation (1)
J" () = (V") x=yy = F (X050, ¥0) -
Dérivant les deux membres de I'équation (1) par rapport a x
V' =F{(xp, Y+ Fy (0, 0y + Fl(x, v, p)y" (4)
et substituant x = x, dans le second membre, on trouve
S x0) = (") xm,
Dérivons la relation (4) encore une fois, on a
) =",
et ainsi de suite.
Substituons les valeurs des dérivées trouvées dans l'égalité (3). Cette série

représente la solution de I'équation proposée pour les valeurs de x pour
lesquelles elle converge.

Exemp le 1. Trouver la solution de I'équation

n_ 2
) ) Y=
satisfaisant aux conditions initiales

DNz =L )iy, =0
Solution.Ona:

A0 =y,=1; f(0)=y;=0
On déduit de I' équation donnée (»"),_, = f"(0)=0 ;puis,

ym — _yrx2 _ny, (y’")x=0 :fnr(o) = O,

w w
)

v =y —axy' =2y, (7)) =2

et, plus généralement, en dérivant & fois les deux membres de I'équation par application
de la formule de Leibniz, on trouve (§ 22, chap. 111, t. I)

y(k+2), y(k) 2 2kxy(k'1)— k(k-1) y(k—Z)
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Posant x = 0, on obtient
y(()k+2) (k- l)y(k 2)
ou, posant k+2 =n,
vg" ==(n=3)n-2)y5""
vy ==1-2, p§) ==5-6y7" =(=1)*(1-2)(5-6),
yi? =910y = (1) (1-2)(5-6)(9-10),

DIOU e
4k _ k
Yk = (=DF(1-2)(5-6)(9-10)... [(4k —3)(4k - 2)]
W0,y =0, L =0,
En outre, y(()é) =0, y(()lo) =0, y(()‘””z) =0,
y(()7) =0, y(()ll) _ 0, .“y(()4k+3) :0’

De sorte que seules ne s'annulent pas les dérivées d'ordres multiples de quatre.
Substituant les valeurs des dérivées trouvées dans la série de Maclaurin, on obtient la
solution de I'équation proposée
y=1 AN (1-2)(5-6) x (1-2)(5-6)(9-10) +
4! 8! 12!

e
(DK a0 ~—(1-2)(5-6)...[(4k - 3)(4k = 2)]+...
On vérifie au moyen de la régle de d'Alembert que cette série converge pour toutes les
valeurs de x, donc elle est solution de I'équation différentielle.
Lorsque I'équation est linéaire, il est commode de chercher les coefficients du
développement d'une solution particuliére par la méthode des coefficients
indéterminés. Pour cela, on « substitue » directement la série

y=a,tax+tax’+.. . tax"+...

dans I'équation différentielle et on identifie les coefficients des mémes
puissances de x de part et d'autre de I'équation.

Exemp le 2. Trouver la solution de I'équation
V'=20 + 4y,
vérifiant les conditions initiales
(y)x=0 = O’ (y')x=0 =1
Solution. Posons
y=aotaxtax*+.. . tax"+. ..
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On trouve, compte tenu des conditions initiales,
a,=0,a=1.
Par conséquent,
y=x+tax’+tax’+.. . +tax" +..
V'=1+2ax+ 3apt +. .+ nax"
Y'=2a,+32ax+...+nn- Dax"2+...

Substituant les expressions ci-dessus dans I'équation proposée et identifiant les
coefficients des mémes puissances de x, on trouve

2&2:0 d’Ol‘lLIz:O;
32a;=2+4, douas;=1;
43&4*4&2"‘402, d'Ol:la4:0;
9 N 2an—2
n(n—Da,=@n-2)2a,,+4a,,, d’ou |
n—
1
Par conséquent, a 211 a 2.5 ! a !
nséquent, =—=—; =—==— =—; ...,
d ST T T T3 Ty
2- !
a B (k—l)!_i.
2kl 2k A I

a470; 06*0; aZka
Substituant les coefficients trouvés, on, trouve la solution cherchee
N 2k
YEX+—H—t—+.. .+
1 2! 3! k!

+...

La série obtenue converge quel que soit x. Remarquons que la solution particuliére

trouvée s'exprime au moyen des fonctions élémentaires: en effet, si I'on met x en facteur,
2 2
on obtient le développement de la fonction e* . Donc, y = xe”

§ 23. Equation de Bessel
On appelle ainsi une équation de la forme
Xy +xy’ + (- p?) y =0 (p = const). (1)
I1 convient de chercher la solution de cette équation, comme les solutions de
certaines autres équations a coefficients variables, non pas sous forme de série

entiére, mais sous forme de produit d'une certaine puissance de x par une série
entiére
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0
y= x"Zakxk .(2)
k=0
11 est loisible de prendre ao différent de zéro, étant donné que 1'exposant r est
indéterminé. Recopions l'expression (2) sous la forme

0

y= X" zaer+k

k=0
et cherchons ses dérivées

y/ _ Z(r_'_k)akxwrkfl : y// _ Z(r+k)(r+k_l)aer+k72
k=0 k=0
Substituons ces expressions dans 1'équation (1)

0 0 0

xzZ(r+k)(r—i—k—l)at,(x”k_2 +xZ(r+k)aer+k_1 +(x? +p2)2aer+k =0
k=0 k=0 =0

Annulant les coefficients de x a la puissance 7, r+1, 2, ..., » + k, on obtient le
systéme d'équations différentielles

ou [r2 —pz]ao =0
ou [(r+1)2 —pz]a1 =0
[(r+2)(r+2)+(r+2)—pz]a2 +a,=0 ou [(r+1)2 —pz]az +a,=0

[r(r—l)+r—p2]a0 =0
[(r+1)r+(r+1)—p2]a1 =0

Considérons la derniére égalité
[(r+ k) -plar+ a2 =0. (3)
On peut la recopier sous la forme
[F+k-p)(r+k+p)lai+a,=0.
Par hypothése a, # 0 ; par conséquent,

P -p*=0,
donc, r; =p oubien r, =- p.
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Considérons d'abord la solution correspondant a 1 = p > 0. On déduit
successivement du systéme d'équations (3) tous les coefficients a, as, . . .; @,
étant arbitraire. Prenons, par exemple, a, = 1. Alors
Y2
k2p+k)
On trouve en donnant a k diverses valeurs

ay

a, =0,a; =0 et,en général, a,m+1=0;
1 . —_ l .
22p+2) T 2ap0p+d)
1
2:4-6..2v2p+2)2p+4)...2p+2v) "

a, =

5 “4)

a,, = (_l)v+1

On obtient en substituant les coefficients trouvés dans la formule (2)

2 4 6
p x X X

yp=x"1- + - +...
22p+2) 2-42p+2)2p+4) 2:4-6Q2p+2)2p+4)(2p+6)

Tous les coefficients a,, sont déterminés car, pour tout %, le coefficient de g
dans 1'équation (3)

(r+ k)7 -p°
n'est pas nul.

Ainsi, y; est une solution particuliére de 1'équation (1).

Cherchons maintenant dans quelles conditions tous les coefficients a; sont
déterminés lorsqu'on considére la seconde racine r, = - p. I1 faut pour cela que
soit vérifiée l'inégalité suivante pour tout & entier positif pair

(n+k’=p*=0 (6)
ou
rtk#p.
Or, p = r|, par conséquent,
ry Tt k+# r.

Ainsi, la condition (6) est, dans ce cas, équivalente a la suiva
r -r2#k,
k étant un entier positif pair. Mais,
n=p, =P,
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par conséquent,
7 -r=2p.

De sorte que, si p n'est pas un nombre entier, on peut écrire une seconde
solution particuli¢re que 1'on déduit de 1'expression (5) en remplagant p par -p

p X2 x4

= A2p+2)  2-A(2pr2N2p+d)
(5"

yzzx_

6

X
T2 46 2pr 2 2p+d2pr6)

Les séries entieres (5) et (5') convergent quel que soit x, ce qui est facile de
vérifier en appliquant la regle de d'Alembert. I1 est également évident que y, et
¥, sont linéairement indépendantes "). La solution 1, multipliée par un certain
facteur constant, est appelée fonction de Bessel de premiére espéce d'ordre p et
on la représente par J,. La solution y, est représentée par J.,.

Par conséquent, lorsque p n'est pas un nombre entier, la solution générale de
1'équation (1) s'écrit

y=CJ, + CoJp.
Ainsi, sip = % , la série (5) s'écrit
% x2 x? x¢ 1 xox X
x2|1-—H+ - to|=—=|X——+——-——
2.3 2:4.3.5 2:4.6-3-5-7 Jx 35t

Cette solution, multipliée par \/Z , est appelée fonction de Bessel J; ; notons
T 2

que I'expression entre crochets est le développez ment en série de sin x. Par

conséquent,

* , . . . , e, . “ 1
On vérifie comme suit 1'indépendance linéaire de ces fonctions. Considérons le
rapport

1- x* + xt -
Y2 _ 2p 2A2p+2) 2-4(2p+2)(=2p+4)
32 x2 x4

- + —...
22p+2) 2-42p+2)2p+4)
Ce rapport n'est pas constant, étant donné qu'il tend vers 1'infini lorsque x — 0.
Donc, les fonctions y; et y, sont linéairement indépendantes.
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2 .
J,(x)=,|—sinx
2 X
On obtient de la méme maniére a partir de la formule (5')

2
J (x)=,/]—cosx
_E ™

. . 1
L'intégrale générale de I'équation (1) lorsque p = 5 est

y=CJ,; (x)+CJ - (x).
2 2
Supposons maintenant que p soit un nombre entier positif que nous désignerons
par n (n > 0). La solution (5) a alors un sens et représente une premicre solution
particuliére de I'équation (1).

Mais la solution (5') ne représente plus rien, car certains dénominateurs du
développement s'annulent.
Pour p = n entier positif, on prend pour fonction de Bessel J, la série (5)

multipliée par le facteur (lorsque n = 0, on prend le facteur 1):

2" n!

n X2 X4 x6

Jp(x)= al - + - +...
2 22n+2) 2-42n+2)2n+4) 2-4-6(2n+2)(2n+4)(2n+6)

ou

s =3 -C0_(x o
T A+ 2 '
On démontre qu'il faut chercher dans ce cas une seconde solution particuliére
sous la forme

00
K,(x)=J,(x)Logx+x" Zbkxk
k=0
Substituant cette expression dans 1'équation (1), on détermine les coefficients b.

La fonction K, (x) avec des coefficients ainsi définis est appelée, aprés
multiplication par un certain facteur constant, fonction de Bessel de seconde
espece d'ordre n.

C'est une seconde solution de 1'équation (1), qui, avec la premiére, forme un
systéme linéairement indépendant. L'intégrale générale s'écrit ,

y=CJ, (x) + CK, (x).
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Notons que
lim K, (x)=o
x—0

Par conséquent, si I'on veut se borner aux solutions finies pour x = 0, il faudra
poser C, = 0 dans la formule (8).

Exemp 1e. Trouver la solution de I'équation de Bessel pour p =0
" 1 ’
y'+—+y"+y=0
x
satisfaisant aux conditions initiales pourx =0, y =2, ' =0.

S o 1ution. On trouve d'apres la formule (7) la solution particuli¢re

_oo(_l)\;in__l £2 1 i2_1 z2
JO(X)_VZ:(; V)2 £2j -! (1!)2£2j +(2!)2(2j (3!)2(2) "

Utilisant cette solution, on peut écrire la solution satisfaisant aux conditions
initiales données, a savoir

y=2J, ().

Remarque. Sil'on avait a chercher l'intégrale générale de 1'équation
proposée, on chercherait une seconde solution particuliére sous la forme

K, (x)=J(x) Log x+ Zbkxk
k=0
Bornons-nous a indiquer que la seconde solution particuliére, que nous
désignons par K, (x), s'écrit

2 (Y (]
KO()C)ZJO(X)LOgX-FZ—z—(z'T(EJ (1+5]+W(5) (14—54—5)—

Aprés multiplication par un certain facteur constant, cette fonction s'appelle
fonction de Bessel de seconde espéce d'ordre zéro

§ 24. Séries a termes complexes

Soit la suite des nombres complexes
Z19 22y v v e Zpy v v uy
ou
z,=a,tib,(n=1,2,...).
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Definition 1. Le nombre complexe zy = a + ib est appelé limite de la
suite des nombres complexes z, = a,, + ib,, si

lim| z, —z,|=0(1)
n—0

Ecrivons la condition (1) sous la forme
z,—zo=(a, +ib,) - (a+ib)=(a,-a)+i(b,-b),

lim| z,, — zy| = lim \/(an —a)? +(b, -b)* =0.(2)
n—>0 n—0

De I'équation (2) il vient que la condition (1) est vérifiée si et seulement si

lima, =a, limb, =b (3)
n—w n—owo

Composons la série a termes complexes

witwytws+. ot w, 0, (4)
ou
w, =u,+iv,(n=1,2,...).

Désignons par s, la somme des n premiers termes
Sp=witwrtwst . w,, (5)
s, est un nombre complexe

[ = ] i[ = j( )
k=1 k=1
Définition 2.Si

lims, =s=A4+iB
n—>0

existe, la série (4) est dite convergente et s en est la somme

n
s = Z wy =A+iB
k=1
De I'égalité (3) et de la condition (6) il vient
A=Tim Y u,, B=1lim Y v, . (8)
n—>o0 =1 n—>0 )
Si lim s, n'existe pas, on dit que la série (4) est divergente.

Le théoréme suivant est d’une grande utilité pour 1'étude de la convergence de
la série (4).
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Théoréme 1. La série (4) est convergente si la série formée avec les
valeurs absolues de ses termes

\ [2 . 2
[wi |+ |wy |+t | w, |+, 0u [ w, | = yu, +v, (9)

est convergente.

Démonstration. Les égalités (8) (en vertu du théoréme correspondant
sur la convergence absolue des séries a termes réels) et, par conséquent, 1'égalité
(7) découlent immédiatement de la convergence de la série (9) et des conditions

[ 2 2 _ [ 2 2 _
|un|£ u, +v, —|wn|, |vn|s u, +v, —|wn|

Le théoréme que nous venons de démontrer permet d'appliquer aux séries a
termes complexes tous les critéres suffisants de convergence établis pour les
séries a termes positifs.

§ 25. Séries entiéres d'une variable complexe
Voyons a présent les séries entieres a termes complexes.
Définition 1. On appelle série entiere d'une variable complexe la série
Cotezte+. . +e+..., (1)

ou z = x + iy est une variable complexe, x et y des nombres réels, ¢, des
constantes complexes ou réelles.

Pour les séries entiéres d'une variable complexe, il existe une théorie analogue a
celle des séries entiéres a termes réels.

Définition?2. Lensemble des valeurs de z dans le plan d'une variable
complexe, pour lesquelles la série (1) converge, est appelé domaine de
convergence de la série entiére (pour chaque valeur donnée de z la série (1) se
transforme en une série numérique a termes complexes de la forme (4), § 24).

Définition 3. Lasérie (1) est dite absolument convergente si la série

formée avec les valeurs absolues de ses termes
lco|*|ciz|+ | |+...+led' |+.. 2)

converge.

Enongons sans le démontrer le théoréme suivant

Théoreéme 1. Le domaine de convergence de la série entiére a termes
complexes (1) est représenté sur le plan cornplexe de la variable z par un cercle
dit cercle de convergence centré a l'origine des coordonnées. La série (1) est
absolument convergente en tous les points situés a l'intérieur de ce cercle.
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Le rayon R de ce cercle est appelé rayon de convergence de la sér-ie entiére.
Si R est le rayon de convergence de la série entiére (1), on dit que cette série est
convergente dans le domaine

|z|<R.
(Aux points frontiéres | z | = - R la convergence est établie au moyen d'une étude
complémentaire comme aux extrémités de l'intervalle pour le cas d'une série
entiére d'une variable réelle.) Notons qu'en fonction des coefficients ¢, le rayon
de convergence R peut prendre n'importe quelle valeur comprise entre R = 0 et
R = . Dans le premier cas, la série ne converge qu'au point z = 0, dans le
second, elle converge pour toute valeur de z.
Soit

f(z):co+clz+0222+. Lted' oL (3)

Si z varie a l'intérieur du cercle de convergence, la fonction f (z) variera
également en conséquence. Donc, toute série entiére d'une variable complexe
définit a l'intérieur du cercle de convergence une fonction correspondante d'une
variable complexe. C'est une fonction analytique d'une variable complexe.
Citons quelques exemples de fonctions d'une variable complexe définies
par des séries entiéres d'une variable complexe.
2 3 n
1) e* bz et e 4)
21 3 n!
est l'exponentielle d'une variable complexe. Si nous faisons y = 0, nous
obtenons la formule (2), § 17. Si x = 0, nous obtenons 1'égalité (1), § 18.
3 507
Y sinz=z——+-Z 1. (5
357
est le développement du sinus d'une variable complexe. En faisant y = 0 nous
obtenons la formule (1), § 17.
z 2 z 4 z 6
3)cosz=1-—+—-——+... (6)
20 4 el
est le développement du cosinus d'une variable complexe. En remplacant z par
iz dans les deux membres de la formule (4) et en opérant comme dans le § 18,
nous obtenons

e“=cosz+isinz(7)

qui n’est autre que la formule d'Euler pour la variable complexe z.
Si z est un réel, nous retrouvons la formule (2), § 18.
PAT
4) shz= z+§+?+... ®)
22zt 28
5) chz=1l+—+—+—+... 9)
20 4 el
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Les deux dernieres formules sont analogues aux formules (5) ,ét (6), § 17, et

coincident avec elles si z =x est un nombre réel.
En partant des formules (4), (5), (6), (8) et (9) il est aisé d'établir les formules
suivantes

e =chz+shz (10)

e“=chz—-shz, (11)
e’ +e’? ef—e”?

chz= , shz=—— (12
z z 5 (12)

4 z 4 z
cosiz = u, siniz=5—"%_ (13)
2 2i
Notons que les séries (4), (5), (6), (8), (9) convergent pour toutes les valeurs de
z en vertu du théoréme 1 et du § 24. Comme pour les séries entieres d'une
variable réelle, on étudie des séries d'une variable complexe suivant les
puissances de (z - z,) ou z, est un nombre complexe;

Cotei(z-z)te -zl +.. . ten(z-2zo)"+ ...,

(14) ¢, sont des constantes complexes ou réelles. La série (14) se raméne a la
forme (1) au moyen de la substitution z - z, = z*. Toutes les propriétés et
théoremes établis pour la série (1) restent en vigueur pour la série (14), sauf
que le cercle de convergence de la série (14), au lieu d'étre centré a 1'origine des
coordonnées, est centré au point z,.
R étant le rayon de convergence de la série, on dit que cette série converge dans
le domaine

|z—zy | <R.

§ 26. Résolution de I'équation différentielle du premier ordre par la
méthode des approximations successives (méthode d'itération)

Dans les §§ 32, 33 et 34 du chap. XIII nous avons étudié l'intégration approchée
des équations différenticlles et des systémes d'équations différentielles par les
méthodes des différences finies. Nous allons a présent voir une autre méthode
de leur intégration approchée. Précisons que cet exposé tiendra également lieu
de démonstration du théoréme d'existence de la solution de I'équation
différentielle (cf. § 2. chap. XIII). Nous aurons recours a la théorie de séries.
Soit a résoudre 1'équation différentielle

%:f(x,y),(l)

satisfaisant a la condition initiale
Y=Y, pour x = x,. (2)
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En intégrant les membres de 1'équation (1) de x, a x et en tenant compte de

la condition initiale nous obtenons y = J( f(x,y)dx+y,

*o
La,fonction inconnue y se trouvant sous le signe d'intégration, 1'équation (3) est
appelée équation intégrale.
La fonction y = y (x) vérifiant I'équation (1) et la condition initiale (2) vérifie
I'équation (3). Et inversement, il est évident que la fonction y = y (x) vérifiant
I'équation (3) vérifie également 1'équation (1) et la condition initiale (2).
Examinons tout d'abord la méthode des solutions approchées de 1'équation (1)
pour les conditions initiales (2).

Soit y, l'approximation nulle de la solution. En remplagant y par y, dans la
fonction a intégrer du deuxiéme membre de 1'égalité (3) nous obtenons

1= [(ro)deryy @)
Xo
V1 (x) est la premiere solution approchée de I'équation différentielle (1) vérifiant
la condition initiale (2).
Portons a présent la premicre approximation y; (x) dans la fonction a intégrer de
l'égalité (3)

X
320 = [y 0]dx+ v,
Xo
Nous obtenons de la sorte la deuxiéme approximation. Poursuivons ce
processus:

330 = [ G ya (0)]ax+ g

. ©)
yn (X) = J.[f(x5 Yn-1 (x)]dx+y0

X0

Plus bas nous indiquerons l'approximation qu'il faudra prendre compte tenu de
la précision requise.

Exemp 1 e. Trouver la solution approchée de I'équation y' = x + y* vérifiant les
conditions initiales

Vo= 1pourx=0.
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S o 1 ution. Daprés la formule (4) nous avons:

x 2
¥ :j(x+1)dx+1:%+x+1
0

x 2 2 2 4 3 2
yzzj Xt x ]| fdrrl= Tyt 43Ty
o 2 20 4 3 2

et ainsi de suite.
§ 27. Démonstration de 1'existence de la solution d'une équation
différentielle.
Evaluation de I'erreur d'une solution approchée
Démontrons le théoréme suivant.

Théoréme. Soient I'équation différentielle

et les conditions initiales

2T
V=Y, pour x = Xx,. (2) Y *o %1 )
Si f (x, y) et f)(x, y) sont continues dans le !
domaine fermé D,.D {x,—a<x<x,+a, y,— b Yo =™ Zi;,—_ajj,)f__"' (Tp*a.Yp)
<y <y, + b) (fig. 372), (3) il existe alors dans ;
un certain intervalle , 1(Zo.9 - D) -
[ Xy Zz

Xo - [ <x<Xx,+[(4) une solution et une seule
de l'équation (1) vérifiant les conditions Fig. 372
initiales (2). Le nombre / sera défini plus bas.

Démonstration. Remarquons que de la continuité des fonctions f'(x, y) et
/£ (x, ) dans l'intervalle fermé D, il s'ensuit qu'il existe des constantes M > 0 et

N> 0 telles qu'en tous les points du domaine sont vérifiées les relations
lfCey) <M, (5)
| fy () [SN. (6)

(Cette propriété est analogue a celle indiquée dans le § 10 du chap. II).

. . b .
Dans 1'équation (4) [ est le plus petit des nombres a et v c'est-a-dire

(b
/=min [a,Mj . (D

Le théoréeme de Lagrange appliqué a la fonction f'(x, ) aux points
quelconques 4, (x, y1) et 4, (x, y») du domaine D donne

S y2) -f @ y) =1y (6 n) (2= 31,
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ou y; <1 <yy; par conséquent, | /7 (x, n) | < N. De sorte que l'inégalité

| A, y2) + () [Ny = w1

est vérifiée pour deux points quelconques.
Revenons a 1'égalité (4) du § 26.- I1 en résulte compte tenu également des
égalités (5), (4), (7)

| 71 =vo| = J'f(x,yo)dx < J'dezM|x—x0|SM1§b .9)
X0 o

Ainsi, la fonction y = y; (x) définie par 1'égalité (4) du § 26 sur l'intervalle (4) ne
sort pas du domaine D.
Passons a présent a I'égalité (5) du § 26. Les variables indépendantes de la
fonction fx, y; (x)] ne sortent pas du domaine D. Nous pouvons donc écrire

X

| Vs —y0| = J[f(x,yl (x)]dx SM| x—x0| <MI<b.(10)
Xo

Par induction on peut démontrer que pour tout n

|yn7yo|Sb(11)

si x appartient a l'intervalle (4). Démontrons maintenant que
lim v, (x) = y(2) (12)

existe et que la fonction y (x) vérifie 1'équation différentielle (1) et les
conditions initiales (2). Considérons pour cela la série

y0+(y17y0)+(y27y1)+~ ot n—lfyn—2)+(yn*yn—l)+~ .. (13)

" Remarquons que si pour une fonction quelconque F (y) la condition | F (y,) - F
) | <K |y2—y |, ouy et y sont deux points quelconques d'un certain
domaine et K un nombre constant, est vérifiée, cette condition est dite condition
de Lipschitz. Par la relation (8), nous avons donc démontré que si la fonction f

A

(x, y) admet une dérivée ™ bornée dans un certain domaine, elle y vérifie la
Y

condition de Lipschitz. La réciproque n'est pas toujours vraie.
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ayant pour terme général u, =y, —y, 1 et u, = y,. De toute évidence la
somme des # + 1 premiers termes de cette série est

Surt = QU =, (14)
i=0

Evaluons les termes de la série (13) en valeur absolue

| v =vol =| [ £ G vo) df < M| x=xo . (15)

Xo

En vertu de (4), (5) du § 26 et (6) il vient

| = vl =|[[rGe v = £ v)lad = | [ £7 Gend = ) <

Xo Xo
iNJ.M|x1—x0|dx:N%|xl—x0|2
Xo

(on prend le signe + si x, < x et le signe - si x, > x). Donc
M 2
|y =yl SN e =xl " (16)

En tenant compte de (16) nous obtenons

|3 sl =| [ Gy = £l =| [ £ rna)vy =) dy <

o o .(17)
2 3
| x = x|

iNJ.ﬂ| x—x1|2 dx=M N
2 1-2-3
X0
Et de proche en proche jusqu'a
n-1

N n
| vy =va|sM | x—xo|". (18)

n!

La série de fonctions (13) est donc majorable dans l'intervalle | x - x, | < /. La
série numérique a termes positifs plus grands que les valeurs absolues des
termes correspondants de la série (13) s' écrit

2 243 n=1 jn
NI +MN ! +...+MN !

Yo+ MI+ M= 3 !

(19)
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Nn—lln

n!

. On s'assure aisément de sa

avec un terme général v, = M

convergence en appliquant le critére de d'Alembert

n-ljn
% MN !l NI
lim — = lim ——% = lim ——=0<1.
noe Y, | no® N”‘2[”_1 n—w n
(n-1)!

La série (13) est majorable, elle est donc convergente. Comme ses membres
sont des fonctions continues, elle converge vers une fonction continue y (x).
Ainsi,
r}glgo Sy = }g]i}lo Yn = y(x) (20)
ou y (x) est une fonction continue vérifiant la condition initiale étant donné que
pour tous les n
Y (Xo) = Yo

Démontrons que la fonction y (x) que nous venons d'obtenir vérifie I'équation
(1). Recopions la derniére des équations (6) du § 26

vo=vo+ [ £y, dr . QD)

Xo

Montrons que

tim [ .y, = [ £y dv. 22)

X0

ou y (x) est déterminée par 1'égalité (20).

Remarquons auparavant ce qui suit. Etant donné que la série (13) est majorable,
il résulte de 1'égalité (20) que pour tout € > 0 il existe un n tel que

|y -ynl<e.(23)

En tenant compte de (23), dans tout l'intervalle (4) nous avons

[remde=[ foup) <2 [0 = f 0oy, )| des

Xo *o

iJ.le—ynl2 deNslx—x0|.

*o
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Or lim € =0 ; par conséquent,

tim| [ /x. )= £ (x.v,)| d| =0
Nn—>0!
o

De cette derniére égalit6 découle 1'égalité (22).
En passant a présent dans les deux membres de 1'égalité (21) a la limite lorsque
n — oo, nous constatons que y (x) définie par 1'égalité (20) vérifie I'équation

y=yo+ [ fGpdr. 4
Xo
Par conséquent, comme nous l'avons indiqué plus haut, la fonction y (x) que
nous venons de trouver vérifie 1'équation différentielle (1) et les conditions
initiales (2).

Remarque 1. Dautres méthodes de démonstration permettent d'affirmer
qu'il existe une solution de I'équation (1) vérifiant les conditions initiales (2) si
la fonction f'(x, y) est continue dans le domaine D (théoréme de Peano) ).

Remarque 2. Par un procédé analogue a celui qui nous a permis d'établir,la
relation (18), nous pouvons montrer que l'erreur qui apparait apres la
substitution de la solution y (x) par sa n-iéme approximation y, est donnée par la
formule

N"M i _ MN"I™!

FE A e9)

(n+1)! (n+1)!
Exemp 1e. Appliquons cette évaluation a la cinquiéme approximation ys de
la solution de 1’équation

|x—x0

y’: X +y2
pour les conditions initiales y, = 1 quand x = 0.
Soit D un domaine défini comme suit

D —leSl, -1<y<1
2 2
< 1 i 3
c'est-a-dire a = 5 , b=1. Par conséquent, M = 3 ,N=2c¢t

. b (1 2 1
/=min| a,— |=min| —,— |=—.
( Mj (2 3) 2

D'apreés la formule (25) nous obtenons

* . ’ ’ ’ .
Voir, par exemple, I'ouvrage de I. Pétrovsky « Conférences sur les équations
différentielles ordinaires » (en russe).
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25 .3.(1J6
y-ys|s—2l L
YmRlETT 960

Remarquons que I'évaluation (2:5) est assez grossiére. On peut montrer que

l'application d'autres méthodes a 1'exemple cité donne une erreur a plusieurs

dizaines de fois moindre.
§28. Théoréme d'unicité de la solution de I'équation différentielle

Démontrons le théoréme suivant.

R o, 0
Théoreme. Sila fonction f(x,y) est continue et admet une dériuée ai
y
continue sur le domaine D, définie au § 27, la solution de l'équation
différentielle

d .
d—z=f(x,y)(l)

pour les conditions initiales

Y= Yo quand x =X, (2)
est alors unique, c'est-a-dire que par le point (x,, y,) il ne passe qu'une seule et
unique courbe intégrale de l'équation (1).

Démonstration. Supposons qu'il existe deux solutions de 1'équation (1)
vérifiant les conditions (2) c'est-a-dire deux courbes y (x) et z (x) passant par le
point 4 (x,, ¥,). Ces deux fonctions vérifient donc I'équation (24) du § 27:

y=vo+ [ fed z=yo+ [ fGnzde

X Xo

Considérons la différence

(0 -20 = [ = (). 3)
*o
D'apres la formule de Lagrange et I'inégalité (6) du § 27 nous avons:
of (x,
Feen = =LEN () @
Oy
d'ou il vient
|fx, ) = fx, 2) |[SN |y -z |(5)
D'apres (3) et (5) on peut écrire
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X

a X
|y—z|= J‘%(y—z)dx SijN|y—z|dx.(6)

X X
. 1 o
Soit x tel que | x - x, | < v Pour fixer les idées prenons x, < x, la
démonstration étant analogue pour x < x,.
. 1
Supposons que A = max | y - z | dans l'intervalle x - x, < N

pour une valeur de x = x*. L'inégalité (6) pour le point x* s'écrit alors sous la
forme

*

Xo
xSNIMh:NMf—mg<Nwl<L

Xo N

d' ou
A<A

En admettant l'existence de deux solutions distinctes nous avons abouti & une
contradiction. Par conséquent, la solution est unique.
Remarque l. On peut montrer que la solution sera unique moyennant moins
de conditions sur la fonction £ (x, y) ).
Remarque 2. Sila fonction f(x, y) admet une dérivée partielle non bornée
dans le domaine, il peut alors fort bien exister plusieurs
solutions vérifiant I'équation (1) et les conditions initiales (2). A
Considérons, en effet, 1'équation Y

y’=3x%/;

avec les conditions initiales
y=0pourx=0.(8)
Ona

5 - % 0 y=0 =x
—=xy *—o0 quandy — 0.
o
Dans ce cas I'équation (7) admet deux solutions vérifiant les conditions initiales
®)
y=0,y=0x"

Une substitution directe permet de s'assurer que ces deux fonctions sont
solutions de 1'équation (7). Les deux courbes intégrales passent par 1'origine des
coordonnées (fig. 373).

" Voir le méme ouvrage de L. Pétrovsky indiqué sur la p. 345 Etudier la
convergence des séries suivantes

348
Exercices

Ecrire les premiers termes des séries dont on connait le terme général:

1 n
u, = . —(— n+l-x_
" a4 ) 4. u,=(-1) e
3
2 = 5. un:3\/n3+.—\/n2+1
"on+l
12
u, ="
(2n)!
Etudier la convergence des séries suivantes
6. l+i+i+...+1+... Rép. Convergence
2 2% 2} 2"
7 L+ ! + ! +...+ ! +...Rép. Divergence
CYo V20 VB0 Wi '
8. 2+é+i+...+n—+l+...Rép.Divergence.
2 3 n
1 1 n , .
9. —+—+...+ +... Rép. Divergence.

12\ 3y n )"
10 —+|=| +|=| +...+ . Rép. Convergence.
2 \3 4 n+1

1 2 3 4 n
. —+=—+—+—+...+
2 5 10 17 n’+1

1 1 1 1
120 —+—+—+—...+
2 5 10 17 1+n°

+.... Rép. Divergence.

+.... Rép. Convergence.

Etudier la convergence des séries de termes généraux

n

1
13. u :—S.Rép. Convergence.
n

1 .
4. u, = . Rép. Divergence.

"3
n

15. u, = . Rép. Divergence.
" Sn+l P g
16. u, = 1+n2 . Rép. Divergence.
3+n



Pour quelles valeurs de x les séries suivantes convergent ?
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17 u, =— . Rép. Convergence.
n-+2n+3
18. u, = . Rép. Divergence.
nLogn
. T 1 1 1 1 1 1

19. Démontrer l'inégalité 1+—+—+...+—> Log(n+1)>—+—+...+——
2 3 n 2 3 n+1

20. Le théoréme de Leibniz estil applicable a la  série

21.

22.

23, ———

1 1 1 1 1 1

- + - +...+ -
\/5—1 x/5+1 «/5—1 \/§+1 \/;—1 x/;+1

pas applicable, étant donné que les termes de la série ne décroissent pas
monotonement en valeur absolue. La série diverge. Combien de termes
faut-il prendre dans les séries suivantes pour avoir la somme

+... ?2 Rép. Il n'est

1 \
correspondante a — - pres
10

L eyl Rrépn=20,
2 22 2% 2t "
11,11, .+(—1)”1+....Rép.n =10°.

2 3 45 n

11 1 1

—— 4.+ (=D" %+....Rép. n=10°
5 n

1 1 1 1

+ —+...+(—1)”i+....Rép.n=10.
2 23 234 2-3-4.5 n!

Dire si les séries suivantes convergent absolument

25.

26.

27.

28.

I—LZ+L2—L2+L2+...+(—1)”+1;2+....Rép.C0nvergence
32052 779 (2n-1)

absolue.

l—1~L+1~L—...+(—1)””loLwL....Ré:p.Convergenceabsolue.
2 2922 333 n 2"

ot b ey s Rép. Semi-
Log2 Log3 Log4 Log5s Logn

convergence.

—1+L—L+—+ +(—1)”L+ Rép. Semi-convergence

Trouver la somme de la série

29.

! + ! +...+ ! +....
1.2:3 234 n(n+1)(n+2)

1
Rép. — .
p4

2 n
30. 1+§+x—+ +—+....Rép. -2 <x<2.
2 3 4 n
X X n X P
31. =5 3—2——2+ A (=D +1n—2+....Rep.-1.§x£1.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

3434 xt +3%x% 4. 43" X" ... Rép. | x| <%

100x 10000x>  1000000x> ,
1+ + + +....Rép.-0<x<oo.

1-3 1-3:5 1-.3.5-7

. . X .X .X ,
smx+2sm§+4sm§+...+2” sm—n+....Rep.-00<x<00.
3

2 n
X x X
+ +...+ +....Rép. -1 <x< 1.
1+41 2442 n+~n
LI LI nk )
X——Xx " +—x" +...+—x"+....Rép. -0 <x<00.
2! 3! n!
2! ! !
x+—2x2+i3x3+...+inx”+....Rép.-e<x<e.
n
2? 1.2-3) h?
x+—x2+ux3+...+ﬂx"+....Rép.—4<x<4.
6! (2n)!
Trouver la somme de la série x + 2x* + .. .+ nx" + . . . (| x | < 1).Indication.

Ecrire la série sous la forme
x+tx2+x

2 3 4

X+ x tx +...

Oxt+
X
Rép. -
(1-x)
Dire si les séries suivantes sont majorables sur les segments indiqués
2 n
-2+ 2 4 +X 4. (0<x<1). Rép. Majorable.
12 92 )
x 2 3 n
1+T+7+T+...+—+... (0 <x <1). Rép. Non majorable.
n
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. 2 . . ) 1 . .
42. Smxy  smex s 3% +...+ Sty +... [0, 2m]. Rép. Majorable. 53. Développer — en série des puissances de (x + 1). Rép.
X

12 52 32 )
Développement de fonctions en séries

, D +Dx(x+1)" (2<x<0)
43. Développer =

T en série des puissances de x et indiquer l'intervalle de
+x
convergence. Rép. Converge pour - 10 <x < 10. 54. Développer tg x en série de puissances de [x —gj

44. Développer cos x selon les puissances de (x —%J ,

2
T T
Rép.l+2><[x——)+2(x——) +...
a3 aal-3) s e
xX— + +...

.1 1
REp. E B ﬁ X (x 4 22 n 62 T 4 Ecrire les quatre premiers termes du développement en série entiére des
5 3 fonctions suivantes
45. Développer e™ selon les puissances de x. Rép. 1—-x+ xZ_'_XS_'+ 55. tgx. Rép. x +ﬁ+ 2x° N 17x7
46. Développer ¢" selon les puissances de (x — 2). Rép. 3015305
2, 2 e’ ) € 3 56, &% R | x? axt 31
e’ +e (x—2)+7!(x—2) +?(x—2) o R U TR TRy S
47. Développer x° - 2x> + 5x - 7 selon les puissances de (x — 1). Rép. =3 + 4 (x ¥ 3 7yt
2 3 arctgx p 4
-D+Ex-1)+@x-1). 57. e Rép. 1+ x+——-————+....
48. Développer le polynome x* + 2x° - 3x7 - 6x° + 3x* + 6x° - x — 2 en série de 2 6 224 A
Taylor des puissances de x — 1 s'assurer que ce polyndme admet 1pour PR x x0T x
racine triple. Rép. £ (x) = 81 (x — 1)* + 270 (x — 1)* +405 (x — 1)° + 351 (x — >8. Log (1-¢). Rép. Log 24—+ —1om+
D*+186 (x— D7+63 (x— 1P+ 12 (x—1)°+ (x—1)"° 4
49. Développer cos (x + a) selon les puissances de x. Rép. 59 ¢Sinx Rép. I+x+ X . .
. x? X x* 2
cosa—xsina——cosa+—sina+—cosa—... ] 35,
2! 3! 4 60. (1+x)Rép. 1+x? ———+=x*+...
50. Développer Log x selon les puissances de (x — 1). Rép. 2 6
1 2 1 3 1 4 . x? 5xt
x=D)——x-D"+=-(x-1)" ——(x-D" +... 61. secx.Rép. 1+ —+—+...
()2()3()4() x. Rep. 1+—-+—
5 0 (X i 2) n ) X2 X4 x6
51. Développer ¢ en série des puissances de (x + 2).Rép. e | 1+ Z— 62. Logcosx. Rép. ————————
- n 2 12 45
= 63. Développer sin kx en série entiére de x. Rép.
52. Développer cos’ x en série des puissances de [x—%j , Rép. o — (kx)? + (kx)® _ (kx)” +
3! ! 7o
4 l[ njz’" 64. Développer sin” x selon les puissances de x et déterminer l'intervalle de
o n—1 x—— 2 534 556 2n-1_2n
1 B 4 , . 2Xx 2°x 2°x a1 277 x
— - — < convergence. Rép. ————+ ———...+ (-1 —+... La
2+Z:4( D 2n-1)! (lx]<e0) g P T e T D =

série converge quel que soit x.
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6

65. Développer 5 en série entiére. Rép. 1 — x> +x* —x%+...

I+x
66. Développer arc tg x en série entiere. I ndication. Seservir de la
x 3 5 7
formule arc tg x= '[ Rép. P S (-1<x<0).
1+ x? 3 5 7

67. Développer en série entiére. Rép. 1 —2x +3x" —4x’+ ... (-1 <x <

(1+x)2

1)

Utilisant les formules du développement en série de puissances des fonctions e,

sin x, cos x, Log (1 +x), (1 +x)" et appliquant divers procédés développer en
séries de puissances les fonctions et déterminer les Intervalles de convergence

35
68. shx.Rép. x+);—'+?+... (- 0 <x < o).
x2 x4
69. .chx Rép. I+—+—+... (-0 <x <),
20 4

D" @0

2 ne 1
70. cos” x. Rép. 1+Ez (-0 <x <o0)

n=l

(2n)!

ﬂ

(n="n

71. (1 +x) Log (1 +x). Rép. x+Z( )" (x|<1)

72. (1+x)e™. Rep1+2( 1)”1” X" (-0 < x < o0).

73. 1.(|x|S\/5).
x 2 n-1
74. I.Rép. | A +... (-0 <x <o0).
X 21 3 n!
75. . Rép. (n+Dx" (x| <1).
(1+x)? ;
3 n
76. € sinx. Rép. x+x +2L—4L+ 42" sm—nx—+ . (-0 < x < 0).
3! 5! 4 n!
77. Log(x++1+x?).Rép.
3 5 2n+l1
. 1-3...2n-1
—lx—+£x—+ +(-1)" x (2n-1) x +... (-1£x<1)

23 245 7 2n-n! 2n+l

354
78. J'Log(“x)d Rép. Z( 1)"+l ¥ (x| <1).
x
2n+1
79. J'ar“gx . Rép. Z( n X (1<x<1).
oy Q2n+1)?
COS X x2"
80. j dx Rép.C+Log|x|+ ) (-1)" (o<x<0etO0<x
nz; @n)@2n)!
<)
81.

= 9n—-8

82. Démontrer les égalités: sin (a + x) = sin a cos x + cos & sin x, cos (a + x) =
COS a cos X - sin a sin x, en développant les premiers membres suivant les
puissances de x. Calculer en s'aidant des séries:

83. cos 10°2a0,0001 pres. Rép. 0,9848.

84. sin 1°2a 0,0001 pres. Ré~p. 0,0175.

85. sin 18°a 0,001 pres. Rep. 0,3090.

86. sin 4 40,0001 pres. Rép. 0,7071.

87. arctg 50,0001 pres. Rép. 0,1973.

88. Log 520,001 pres. Rép. 1,609.

89. log 520,001 pres. Rép. 0,699.

90. arc sin 1 20,0001 pres. Rép. 1,5708.

91. e a 0,0001 pres. Rép. 1,6487.

92. log e a0,00001 pres. Rép. 0,43429.

93. cos 12a0,0001 pres. Rép. 0,5403.

Utilisant le développement en série de Maclaurin de la fonction

f(x)= m , calculer a 0,001 pres:
94. 3/30 Rép. 3,107.

95. /70 Rép. 4,121.

96. 3/500 . Rép. 8,367.

97. /250 . Rép. 3,017.

98. /84 .Rép.9,165.

99. /2 .Rép. 1,2598.
Calculerles intégrales suivantes en développant en séries les fonctions sous les
signes d'intégration
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L.
100. J SINY v 3107 prés. Rép. 0,94608.
X

1
101. J ¢™ dx20,0001 prés. Rép. 0,7468.

T
4
102. j sin(x?)dx 2 0,0001 prés. Rép. 0,1571.

103. ‘Fdx 20,01 prés. Rép. 0,81.

104. arctgx

dx a 0,001 pres. Rép. 0,487.

105. Jcos\/; dx 20,001 prés. Rép. 0,764.
0
0,25

106. J.Log 1+ \/;) dx 40,001 pres. Rép. 0,071.
1 x?

107. Je 4dx 20,0001 pres. Rép. 0,9226.

0
0,2

108. J'

0

danOOOl pres. Rép. 0,0214.

109. J dx4 a 0,001 pres. Rép. 0,494.
1+x

1 2
110.. J'de Rép. =
X

Indication. Lors de la résolution de cet exemple et des deux suivants il
faut avoir en vue les égalités

1yl 2 0 2
Z_:_ z( 1)2 - Z; I, qui seront établies
12 “(2n-1)> 8

n=11 n=1 n=

au § 2 duch. XVIIL. 1
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1 2
111...[de Rép. T
X

2
112.[Lg1L£ Rép.
X X 4

Integration d'équations différentielles par les series

113.Trouver la solution de 1'équation y" = xy satisfaisant aux conditions
initiales suivantes: pour x =0, y = 1, y' = 0. Indication. Chercher la solution
sous forme de série.Rép.

x3 X6 x3k

—+ ot +

2-3 2356 2-3-5-6...(3k—-1)3k

114.Trouver la solution de 'équation y" + xy '+ y = 0 vérifiant les conditions
initiales : pourx =0, y =0, y' =1.Rép.

x3 x5 (_1)n+1 x2n—l

Xx——+ -t
3135 1-3-5...2n-1)

1+

. : " ’ 1
115.Trouver la solution générale de I'équation x?y"+xy’ + [xz 2 y) =0.

Indication. Chercher la solution sous la forme y =" (4, + Ax + Apx* + . . .

).
Rép.
1 2 4 6 1 2 4
Cox2| =2 X X oy x| 1= E|o, Snx o cosx
357 20 4 Jx J;

116.Trouver la solution de 1'équation xy" + ' + xy = 0 satisfaisant aux
conditions initiales: pour x =0, y =1, ' = 0. Rép.
2 o 6 . x
1-—+ - +...+(-)" ————+...Remarque.
2 (1-2)%2% (-2-3)22° (k1)*2%*

Les deux dernicres équations différentielles sont des cas particuliers de

I'équation de Bessel x*" + x' + (x> — %) y = 0 lorsque n = % etn=0.

117.Trouver la solution générale de 1'équation 4xy"+ 2y' + y = 0.Indication.
Chercher la solution sous forme de série x* (a, + a;x + axt+. .. ).

Rép.C, cosvx +C, siny/x .
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118.Trouver la solution de I'équation (1 — x%) y" —x)' = 0 satisfaisant aux
conditions initiales : y =0, y' = 1 pour x = 0.
, ¥ 13x° 1354%7
Rép.x+——+—-"—+—=-=-"—+
23 245 2467
119.Trouver la solution de I'équation (1 + x?) y"+2xy" = 0 satisfaisant aux
3 5007
conditions initiates y =0, ' = 1 pour x = 0. Rép. x— x? + x? - x7 +
xy)y' satisfaisant aux conditions
3 4 5
L. o . , x”  2x7 3x
initiates: y = 1, y' = 1 pour x = 0. Rép. 1+x+?+T! 'l
121.Trouver la solution de 1'équation (1 - x)y’ = 1 + x —y satisfaisant aux
conditions initiales: y =0y’ = 0 pour x = 0, et indiquer 1 intervalle de
2 3 4
convergence de la série obtenue. Rép. x + — + A
1.2 23 34
122.Trouver la solution de 1'équation x)" + y = 0 satisfaisant aux conditions
initiales: y =0, »” = 1 pour x = 0, et indiquer l'intervalle de convergence.

2 3 4 n
X X _qyntl X

T @ ana lo—Dn

"_

120. Trouver la solution de I'équation y

Ré vei(Fo<x<

o).
. 14 : " 2 1 . :
123.Trouver la solution de 1'équation y"+ — '+ y = 0 satisfaisant aux
x

e . . sinx
conditions initiates. y =1 sinx, y' =0 pour x = 0. Rép. ——

. , . 1 o
124. Trouver la solution de 1'équation y"+ — y' +y = 0 satisfaisant aux
x

conditions initiales: y = 1, y' = 0 pour x = 0, et indiquer l'intervalle de
convergence de la série obtenue. Rép.

2 4 6 2n
x X X
e+ (D) ——+... (x|
72 9242 924242 =D 227 (n1)? (xl=D
Trouver les trois premiers termes du développement en série enticére des

1—

solutions des equations différentielles suivantes dont on a indiqué les conditions

initiates:

3
125" =x*+ % pourx =0, y = 1. Rép. 1+x+x2 +4%+...

(-1<x<1).

2 3
126. y"=¢" + x; pourx=0,y=1,y'= 0. Rep. 1+%+%+...

127. y' =sin y —sinx ; pour x =0, y = 0. Rép. N

Trouver quelques termes du développement en série entiére des solutions
d’équations différentielles pour les conditions initiales indiquées
128.y"= ' —x*; pourx =0,y =1, ' = 1. Rép.
x2o2x® 3xt 14x°
I+x+—t =t —
213 4 S!
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I 1 1 1 1
129.y'=1* +x*; pourx =0,y =2 . Rép. —t—xt—xt—xt—x 4.
ry P 7 P 2 41 8 16 32
130.y' =x*—y*; pour x =0, y = 0. Rép le—Lx7+#x” -
| ’ ’ 3 7-9 7-11-27
3 4 5
131.0' =332~ 1 ; pourx =0, y = 1. Rép. 1—x%—7+%—...

2 3 4
X 2x 11x
1323y =&’ +xy; pourx =0,y =0.Rép. x+—+—+
g 7P d P T T




~ Chapitre XVII
SERIES DE FOURIER

§ 1. Définition. Position du probléme

On appelle série trigonométrique une série de la forme
a . .
70 +a;cosx+b;sinx+a,cos2x+bysin2x+. ..

ou, sous une forme plus compacte,

o0
%MZ(a,, cosnx+b, sinnx) . (1)

n=1
Les constantes a,, a, et b, (n =1, 2, . . .) sont les coefficients de la série
trigonométrique.
Si la série (1) converge, sa somme est une fonction périodique f (x) de
période 2m, étant donné que sin nx et cos nx sont des fonctions
périodiques de période 2n.
De sorte que

fx) =flx + 2n).

Posons le probléme suivant.
On se donne une fonction périodique f (x) de période 2n. On demande
pour quelles conditions imposées a f (x) il existe
une série trigonométrique convergeant vers f(x).
Ce probléme fera l'objet du présent chapitre.
Détermination des coefficients de la série au
moyen des formules de Fourier. Supposons que la fonction
f (x), périodique et de période 2m, puisse étre représentée par une série
trigonométrique convergeant vers f (x) dans l'intervalle (-m, m), c'est-a-
dire qu'elle soit la somme de cette série:

0
() =“7°+Z(an cosmx+b, sin nx) . (2)
n=l1
Supposons que l'intégrale de la fonction du premier membre de cette
égalité soit égale a la somme des intégrales des termes de la série (2).
Ceci aura lieu, par exemple, si 1'on suppose que la série numérique
formée avec les coéfficients de la série trigonométrique proposée
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converge absolument, c'est-a-dire que converge la série numérique
positive suivante

Hal+t[b|+|a[+]b|+. .. +]an|+|by]+...(3)

La série (1) est alors majorable et peut étre intégrée terme a terme de -m &
7. Profitons-en pour calculer le coefficient a,.

Intégrons les deux membres de I'égalité (2) de -m a +n

T T © T T
If(x)dx=J.a—0dx+z J.an cosnxdx+J.bn sin nx dx
- - 2 n=1\—n -7
Calculons séparément chaque intégrale du second membre

ta
I—de:nao
v 2

T

Y Y .
a, sinnx
J-an cosnxdx=a, J-cosnxdx="— =0
n
—n - -n
T U7 T
. . cos nx
J‘bn sinnxdx=>, Is1nnxdx=—b,, =0
n —T
-7 -7

Par conséquent,
m
I f(x)dx=ma,
-T
d’ou
1 m
ay=— [ fax @)
T
-
Pour calculer les autres coefficients de la série, nous calculerons
préalablement les intégrales auxiliaires suivantes. Si n et k sont des

entiers et sin # k, on a

cos nx cos kx dx

cos nx sinkx dx D

A L e—a | —n

J. sin nx sinkx dx
—T
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etsin=k,
TE
Icosz kxdx=m
T
j coskxsinkrdx =0+ (I)
T
Isinz kxdx = x

-7

Calculons, par exemple, la premiére intégrale du groupe (1). Comme
cos nx cos kx = % [cos (n+ k) x + cos (n—k) x],

ona
m

T

1 1
Jcos nx cos kx dx = 5 Icos(n+k)x dx+5 jcos(n—k)x dx=0
On obtient d'une maniére analogue les autres formules (I) ). En ce qui
concerne les intégrales (II), elles se calculent directement (voir chap. X, t.
D).
On peut calculer maintenant les coefficients ay et b, de la série (2).
Pour déterminer ay, pour k # 0 donné, multiplions les deux membres de
1'égalité (2) par cos kx

T

o0
a .
f(x)coskx = 70 cos kx + z (a, cosnxcoskx+b, sinnx cos kx) . (2')

n=1
La série du second membre de 1'égalité est majorable, étant donné que ses
termes ne sont pas supérieurs en valeur absolue aux termes de la série
positive convergente (3). On peut donc l'intégrer terme a terme sur tout
segment.

Intégrons 1'égalité (2") de -t an

" A l'aide des formules
cos nx sin kx = 1 [sin (n + k) x — sin (n — k) x]

2
. . 1
sin nx sin kx = —
2

[-cos(n+k)x—+cos(n—k)x].
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T 4 T 0 T T
J-f(x)cosloc:TOJ-cosloc—i-z a, Icosnxcoskx+bn Isinnxcoskx

n=1 - -

Eu égard aux formules (I1) et (1), on voit que toutes les intégrales
du second membre s'annulent, excepté celle contenant le coefficient ;.
Par conséquent,

™ T
If(x)coskxdx —a, jcos2 kxdx=a,m

d'ou

a =% .[f(x)coslocdx. (5)

Multipliant les deux membres de 1'égalité (2) par sin kx et intégrant de

nouveau de - T a 7, on trouve
T

T
jf(x)sinlocdxzak jsinz v dx = by

d'ou
1§ .
by =— j f(x)sinkedx  (6)
n*ﬂ:

Les coefficients définis par les formules (4), (5) et (6) sont appelés les
coefficients de Fourier de la fonction f (x) et la série trigonométriq.ue (1)
formée avec ces coefficients est la série de Fourier de la fonction f'(x).
Retournons a présent au probléme posé au début de ce paragraphe quelles
sont les propriétés que doit posséder la fonction f'(x) pour que sa série de
Fourier converge et que sa somme soit égale aux valeurs de la fonction
aux points considérés?

Nous allons énoncer un théoréme donnant les conditions suffisantes pour
que la fonction f'(x) soit représentable par une série de Fourier.

Définition. Une fonction f (x) est dite monotone par tranches sur le
segment [a, b] si l'on peut découper ce segment par des points xj, x», . . .,
X,.1 en un nombre fini d'intervalles (a, x;),(x1, X2) ... (x,.1, b) de sorte que
la fonction soit monotone dans chaque intervalle, c'est-a-dire qu'elle soit
ou bien non croissante, ou bien non décroissante.

Il résulte de la définition que si f (x) est monotone par tranches et bornée
sur le segment [a, b], elle ne peut avoir que des points de discontinuité de



360
premiére espece. En effet, si x = ¢ est un point de discontinuité pour la
fonction f'(x), on a, en vertu de la monotonie de la fonction,

y lim ()= /(c~0)
lim f(x)=f(c+0)

c'est-a-dire que le point ¢ est un point de
discontinuité de premiére espéce

(fig. 374).

Noun avons le théoréme suivant

]|

Fig. 374

Théoréme. Silafonction périodique f (x) de période 2w est monotone
par tranches et bornée sur le segment [-a, a], sa série de Fourier
converge en tous les points. La somme de la série obtenue s (x) est égale
a la valeur de la fonction f (x) aux points de continuité. Aux points de
discontinuité de f (x), la somme de la série est égale a la moyenne
arithmétique des limites de la fonction a gauche et a droite; c'est-a-dire si
X = ¢ est un point de discontinuité de f (x),

Sfe=0)+f(c+0)
2

$(X) 1=

Ce théoréme montre que la classe des fonctions représentables par des
séries de Fourier est assez large. C'est pourquoi les séries de Fourier ont
trouvé une large application dans différentes branches de mathématiques.
On utilise particuliérement avec succes les séries de Fourier en physique
mathématique et dans ses applications a des problémes concrets de
mécanique et de physique (voir ch. XVIII).

Nous ne démontrerons pas le théoréme qui vient d'étre énoncé. Nous
démontrerons aux §§ 8, 9, 10 un autre critére suffisant pour qu'une
fonction soit développable en série de Fourier. I1 concerne, dans un
certain sens, une classe plus restreinte de fonctions.

§ 2. Exemples de développement de fonctions en séries de Fourier
Donnons des exemples de développement de fonctions en séries de Fourier.
Exemple 1.On sedonne une fonction périodique ' (x) de période 2r définie

comme suit
fxX)=x,-n<x<m.
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Cette fonction est monotone par tranches et bornée (fig. 375). Elle admet
donc un développement en série de Fourier.
On trouve en appliquant la formule (4) du § 1
T
=0

17 2
ag :—J-xdx:lx—
i w2

T

A S f
V—Im I/Zn |/!0 I/Zﬂ }sz z

Fig. 375

Appliquons la formule (5) du § 1 et intégrons par parties:

a, = J-xcoskxdx:l xsmkx
T k

—l J.sinkxdx =0
.k
- -7

On trouve d'apres la formule (6) du § 1
T

T
a, = Ixsinkxdx:l —xCOSkx
b k|,

2
k

T
<L jcoskx dx | = (=1
- k -n
On obtient ainsi la série
f()= 2[sinx _sin2x N sin 3x D)
1 2 3
Cette égalité a lieu partout sauf aux points de discontinuité. En de tels points, la

somme de la série est égale a la moyenne arithmétique des limites de la fonction a
gauche et a droite, c'est-a-dire a zéro.

d

-5 -4 -dm -2m -m 0| 7 Im 3m 4m Em %

kel _sinkx+“}
k

Fig. 376

Exemple 2.On sedonne une fonction périodique de période 21 définie
comme suit:

f(x)=-xpour-t <x<0,
fx)=xpour0<x<m

(c'est-a-dire f'(x) = | x |) (fig. 376). Cette fonction est monotone par tranches et
bornée sur le segment - T <x < 7.
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Déterminons ses coefficients de Fourier:

a, :%]if(x)dx:% i(—x)dx+dex =7

0 m
a, :l I(—x)coskxdx+jxcoskxdx =
s
- 0

. 0 0 . n b
1 in 1 . in 171 .
i L fox +—Ismkxdx+xs fox ——Ismkxdx =
T k|, k 0o K
- 0
x 0 pour k pair
1 coskx|0 coskx| 2 P P
— - + = (coskn—1)= . .
nk k |71I k |0 nk? —?pour k impair
T

0 n
b =L J'(—x)sinlocdx+jxsinlocdx -0
T - 0
On obtient donc la série
1) :E_i{cosx N cos3x N cos Sx - cos(2p+1Dx N
2 m| 1? 32 52 2p+1)?
Cette série converge partout et sa somme est égale a la fonction proposée.

¥

’ ]

- Jin -Zn -|n 0 7 2
‘ -1
Fig. 377

Exemple 3.On définit une fonction périodique de période 2n comme suit

fix)=-1pour-t<x<0,
f(x)=1pour0<x<m.

Cette fonction (fig. 377) est monotone par tranches et bornée sur le segment
-T<x<T.
Calculons ses coefficients de Fourier

a, =%J75f(x)alx=l j)-(—l)alx+_|7E dx |=0
S -n 0

T

in

I

0 . . . | ]
1
a, =— J.(—l)coskxdx+jcos]ocdx :_smkx| +xsmkx Iy
: 0 k |—n k o
=T

0 I 0 T
by =+ j(—l)sinkxdx+jsinkxdx _1|eosk| | coskr|™|
T
—n

0 b k |—n k

f=}

5 0 pour k pair
— (1-coskm) = ) .
k — pour k impair

La série de Fourier de la fonction considérée s'écrit donc

f(x)=i sinx+sin3x sin 5x m+sin(2p+1)x+m
| 1 3 5 2p+1

Cette égalité est exacte partout sauf aux points de discontinuité.

¥
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\

~

5Z=%(sin1 +ﬂ§;£}

~ 4 Y bl

5J=% sinrfﬂgi’+ilu’5§l/
Fig. 378

Nous avons indiqué sur la figure 378 comment les sommes partielles s,

représentent avec une précision croissante la fonction f'(x) lorsque n — oo.
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Exemple 4. On sedonne une fonction périodique de période 27t définie
comme suit

f(x)=x% -n <x <7 (fig. 379).
A

-Sm -4m -3n -Im -m 0 n Im In 4mn Sm %
Fig. 379
Calculons ses coefficients de Fourier:
17, 13" 2n?
a0=—jx dx=——, =—
T T 3 . 3
17 1 x?sink|” 2 f
a :—Ixz cos kx dx = —| =0 ——J'xsinlcxdx =
T T k . k,

4 .
n —- pour k pair

2 x cos kx

km k

—T

0
+l Icoskxdx =i(ncoskn)=
k T[kz . .
- -—- pour k impair
k2
1) x% cos kx i

by =ljx2 sin kx dx =
T T k
-

+% Ixcoskxdx =
n et

i

1

__i xsin kx 1
.k

kn k

T
Isinkxdx -0

Donc la série de Fourier de la fonction donnée s'écrit
5, m (cosx cos2x cos3x
xT == - + —-...
3 1 2 3

Comme la fonetion est monotone par tranches, bornée et continue, 1'égalité a licu
partout.
Posant dans 1'égalité obtenue x = 7, on obtient:

2 00
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Exemple 5.On sedonne une fonction périodique de période 2 définie
comme suit

f(x)=0pour-nt<x<0,
f(x)=xpour 0 <x<m. (fig. 380).

SN

-fn -4m  -3In - n In 4n Jn
Fig. 380
Définissons les coefficients de Fourier
T 0 T 2
1 1 1
ay =— jf(x)dx=— .[de+.|.xdx ==L .z
T T T 2 2
_n —n 0
ak:ljxcoskxdx:l M _lJ.sinkxdx =
e e k|, k
0 0
- 2 .
_ 1 coskx|” |—— pour k pair
ek 0 pour k impair
T T T
1 . 1 kx 1
by =—Ixsmkxdx=— _XEo8H +—Icoskxdx =
e T k|, k 0

1 . .
— pour k impair
T
=——2cos kn| =

krm .
X pour k pair

Le développement en série de Fourier est

T 2
S(x) —Z—;(

cosx cos3x cosS5x sinx sin2x sin3x
+ + +o. |+ - + -
1? 3? 52 1 2 3

Aux points de discontinuité de la fonction f'(x) la somme de la série est égale ¢ la
moyenne arithmétique des limites de la fonetion & gauche et a droite (dans

T

le présent cas a E).

Posant dans I'égalité obtenue x = 0, on obtient:
- 1

8 “~@n-1?

Fa
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§ 3. Une remarque sur le développement des fonctions
périodiques en séries de Fourier

Indiquons la propriété suivante d'une fonction périodique y (x) de période
2m;ona
A+27

Iw(x) dx = J‘\u(x) dx

quel que soit le nombre A.
En effet, comme

v (§-2m) = y(§)

posant x = & 21, on peut écrire, quels que soient ¢ et d

d+2m d+2n d+2n
jw(x) = [ye-2mde= [v@d= [y a
c+2n c+2n c+2n
En pamcuher, posant ¢ = - t, d = A, on obtient

I w(x) dx = Mf:;(x) dx

par conséquent,
A+2T A2

Iw(x) dx = jw(x) dx + j\p(x) dx + j\p(x) dx =

- Jw(x) dx+ I\u(x) dx+ Iw(x) dx = j\p(x) dx
x n - -

La propriété mentionnée signifie : l'intégrale d'une fonction périodique
(x) sur un segment arbitraire de longueur égale a la période a toujours la
méme valeur. Géométriquement : les aires hachurées sur la fig. 381 sont
égales.

Il résulte de la propriété démontrée qu'on peut, dans le calcul des
coefficients de Fourier, remplacer l'intervalle d'intégration (-, m) par
l'intervalle (A, A + 27), c'est-a-dire que

A+2m A+2m

aozi If(x)dx, a, :% If(x)cosnxdx,
A )
€))

A27

b, :l J.f(x)sinnxdx
T
A

ou A est un nombre arbitraire.
Ceci résulte de ce que la fonction f (x) est, par hypothése, une fonction
périodique de période 2 ; par suite, les fonctions f'(x) cos nx et f (x) sin
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nx sont aussi des fonctions périodiques de période 2n. Montrons sur
un exemple comment la propriété démontrée simplifie, dans certains cas,
le calcul des coefficients.

-3n -2n -7 ‘ iid 47 A+27 Sn z

Fig. 381
Exemple. Soit a développer en série de Fourier la fonction f (x) de
période 21 égale a x sur le segment 0 < x < 2n. Le graphique de la
fonction f'(x) est représenté sur la fig. 382. Cette fonction est donnée sur
le segment [-mt, 1] par deux formules: f (x) = x + 2x sur le segment [-7, 0]
et £ (x) = x sur le segment [0, «t].

¥

L 1 1 i

-ln -7 ) 7 n in 4 5nm 6n n 8n T

Fig. 382
Or, cette fonction est représentée trés simplement par f'(x) = x sur le
segment [0, 27t]. Par conséquent, on aura intérét a développer cette
fonction en série de Fourier en utilisant la formule (1) avec A = 0:

1 2n 1 2n
ag :—If(x)dXZ—dex:2n
™0 ™o

1 2n 1 2n 1 . 27
xsinx cosnx
k :—J.f(x)cosnxdx:—Ixcosnxdx:— +— =0
T T T n n
0 0
| 27 | 27 1 . 2 B
. . xcosnx sinnx
bk:—jf(x)mnnxdx:—jxs1nnxdx=— - +— =—=
Y L T n n 0 n

Par conséquent,
. 2 . 2 . 2 . 2 .
f(x)=m—2sinx——sin2x ——sin3x ——sin4x——sin 5x —...
2 3 4 5

Cette série représente la fonction donnée partout sauf aux points de
discontinuité (les points x = 0, 27, 4, . . .). En ces points, la somme de la
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série est égale a la demi-somme des valeurs limites de la fonction f'(x)
a droite et a gauche (dans le cas présent a ).

§ 4. Séries de Fourier des fonctions paires et impaires

I1 résulte de la définition des fonctions paires et impaires que si y(x) est
paire,ona

j y(x)dx =2 J' w(x) dx
- 0
En effet,

].\y(x) dx = ])‘\u(x) dx +j|t-\|l(x) dx = JTE\V(—x) dx+]£\u(x) dx =
T -n 0 0 0

= ]E\y(x) dx + ]E y(x)dx = 2]1. y(x)dx
0 0 0

étant donné qu'une fonction paire jouit, par définition, de cette propriété :
Y(-x) = y(x)

jf(p(x) dx = _Tf(p(—x) dx + ]E Q(x) dx = —]E K(x) dx + ][‘ o(x)dx=0
0 0 0 0

-

On a, d'une manic¢re analogue, pour une fonctionimpaire @(x)
Si l'on a le développement de Fourier d'une fonction f'(x) impaire, le

produit f (x) cos kx est une fonction impaire et f (x) sin kx une fonction
paire ; donc,

a, =% J'f(x)dx -0

a :%J.f(x)coskxdxzo, (1)

T U
1 . 2 .
by =— J.f(x) sin kr dx = = J'f(x) sin kx dx,
T T
c'est-a-dire que la série de Fourier dune fonctionimpaire ne contient
que des sinus (voir exemple 1, § 2).

SiI'on a le développement de Fourier dune fonction paire, le produit
(x) sin kx est une fonction impaire et f'(x) cos kx est paire, par suite
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a, :%jf(x)dx

a, :%J.f(x)cos/cxdx:o, )

™
b, =ljf(x)sin/cxdx=0,
e

c'est-a-dire que la série de Fourier d’une fonction paire ne contient
que des cosinus (voir exemple 2, § 2).

Les formules obtenues permettent de simplifier les calculs des
coefficients de Fourier lorsque la fonction donnée est paire ou impaire. 11
est évident que toute fonction périodique nest pas forcément paire ou
impaire (voir exemple 5, § 2).

Exemp le. Soit a développer en série de Fourier la fonction paire f'(x)
de période 2n, définie sur le segment [0, wt] par

y=x
Nous avons déja développé cette fonction en série de Fourier dans
l'exemple 2, § 2 (voir fig. 376). Calculons de nouveau les coefficients de
Fourier de cette fonction en utilisant la parité de cette fonction.
En vertu de la formnle (2), b, = 0, quel que soit & ;

27 27
a, =—dex=n, a :—.[xcoskxdx:
™0 ™o

0 pour k pair

(v -1]-

2{xsin/’cx+coskx}7r 2
T

- k k* ]y mk? - % pour k impair
T

Nous avons retrouvé les mémes coefficients que dans lI'exemple 2, § 2,
mais plus rapidement.

§ 5. Séries de Fourier des fonctions de période 21

Soit f'(x) une fonction périodique de période 2/, en général différente de
27. Développons-la en série de Fourier.
Faisons le changement de variable

xX=—t.
b
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. / . o .
La fonction f (— tj est alors une fonction périodique de ¢ de période
T

27, et on peut la développor en série de Fourier sur le segment
-T<x <7

f(itj =243 (a4 coskt+by sinkr) , (1)
T 2 gy

ou
Y Y
Ozljf[itjdt’ ak:ljf(itjcosktdt
mdo\n md\n
1F ().
bk:—jf —t |sin kt dt
md\n

Revenons maintenant a I'ancienne variable x
/ i T
x=—t, t=x—. dt =—dx
b l [

On aura alors

] l
a, =Hf(x) dx, a, =%Jf(x)cosk%xdx,
—ll -1 (2)
b, =%:|;f(x)sink%xdx,

La formule (1) devient

f(x) :%’—i—Z(czk cos let x+b, sm—x) 3)
k=1

ou les coefficients ay, a;, b; sont calculés d'aprés les formules (2). Telle
est la série de Fourier d'une fonction périodique de période 2/.

Notons que tout ce qui a été dit sur les séries de Fourier des fonctions
périodiques de période 2m reste en vigueur pour les fonctions périodiques
de période quelconque 2/. Le théoréme sur le développement d'une
fonction en séric de Fourier du § 1 reste en vigueur, ainsi que les
remarques sur la possibilit¢ de calculer les coefficients de la série en
intégrant sur un segment arbitraire de longueur égale a la période (voir §
3) et de simplifier le calcul des coefficients lorsque la fonction est paire
ou impaire (§ 4).

Exemple. Développer en série de Fourier la fonction périodique de période
21 définie sur le segment [-/, /] par I'égalité f'(x) = | x | (fig. 383).
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S o 1ution. Comme la fonction considérée est paire, on a

1
b, =0; a, :%J.xdle;

2 & 0 pour k pair
=— J‘xcos—dx——J‘xcoskxdxz 41 . .
2 ——— pour k impair
nk
Y
[}
T S TN A l . u 4 st I
Fig. 383
Par conséquent, le développement s'écrit
3 2p+1
;o cos Tx  cos Ty cosMx
|x|==-— - 21 o+ ! — |
2 n 1 3 Q2p+1)

§ 6. Sur le développement en série de Fourier d'une fonetion non
périodique

Soit donnée sur le segment [a, b] une fonction monotone par tranches f°
(x) (fig. 384) . Montrons que cette fonction peut étre représentée aux
points de continuité par une série de Fourier. Considérons a cet effet une
fonction arbitraire périodique monotone par tranches f; (x) de période 2y,
>| b - a | et coincidant avec la fonction f (x) sur le segment [a, b]. (Nous
avons prolongg f(x).)

g

fir)

A-2p 0[n a b A+Zu Avdg T
Fig. 384

Développons la fonction f; (x) en série de Fourier. La somme de cette
série coincide partout sur le segment [a, b] (sauf aux points de
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discontinuité) avec la fonction donnée f (x), c'est-a-dire que l'on a
développé f(x) en série de Fourier sur le segment [a, b].
Considérons ensuite l'important cas suivant. Soit f (x) une fonction
donnée sur le segment [0, /]. Prolongeant cette fonction arbitrairement sur
le segment [-/, 0] (tout en conservant la monotonie par tranches), nous
pouvons développer cette fonction en série de Fourier. Si, notamment,
l'on prolonge cette fonction sur le segment -/ < x < 0 de sorte que f'(x) =f
(-x), on obtient, en définitive,

§

y I

===
7/
7/
/
/
|
L
h__mx
"
\\ )
1R
g

Fig. 385 Fig.386

une fonction paire (fig. 385). (On dit alors que la fonction f (x) a été
« prolongée de fagon paire ».) Cette fonction se développe en série de
Fourier de cosinus. De sorte que la fonction f (x) donnée sur le segment
[0, I] a été développée en série de Fourier de cosinus.

Si l'on prolonge la fonction f'(x) sur -/ < x < 0 de sorte que f (x) = -f (-x),
on obtient une fonction impaire, se développant en série de sinus (fig.
386). (Prolongement impair de la fonction f (x).) Par conséquent, s'il est
donné sur le segment [0, /] une fonction monotone par tranches f (x), on
peut la développer ou bien en série de Fourier de cosinus, ou bien en série
de Fourier de sinus.

Exemple 1. Soita développer la fonction f'(x) = x sur le segment [0, o] en
série de sinus.

S o 1 ution. Prolongeons cette fonction de fagon impaire (fig. 375). On
obtient la série

1 2 3

{sinx sin 2x  sin3x }
x=2 + —...

(voir exemple 1, § 2).

Exemple 2. Développer la fonction f(x) = x sur le segment [0, 7] en série
de cosinus.

S o 1 ution. Prolongeons cette fonction de fagon paire, on a:
fx)=|x|,-t<x<m
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(fig. 376). Le développement en série de Fourier de cette derniére fonction
est

n 4|cosx cos3x cosSx
f(x)=——— + + +...
2w 1 32 52

(voir exemple 2, § 2). Par conséquent, on a sur le segment [0, ©t] 1'égalité

nt 4|cosx cos3x cosSx
=——— + +...
2 n| 1 32 52

§ 7. Approximation en moyenne d'une fonction donnée au moyen de
polyndmes trigonométriques

La représentation d'une fonction en série (de Fourier, Taylor, etc.) a ce
sens pratique que la somme partiel le obtenue lorsqu'on se limite
au n-iéme terme est une expression approchée de la fonction
que l'on développe. On peut pousser cette approximation au degré voulu
en choisissant convenablement n. Toutefois, le caractére de Ila
représentation approchée peut varier.

Ainsi, la Somme s, des n premiers termes de la série de Taylor coincide
avec la fonction donnée au point considéré et elle a en ce point des
dérivées jusqu'au n-iéme ordre coincidant avec les dérivées de la fonction
considérée. Un polynéme de Lagrange du n-iéme degré (voir § 9, chap.
VII, t. I) coincide avec la fonction considérée en n + 1 points.

Voyons quel est le caractére de 'approximation d'une fonction périodique
f(x) par des polynomes trigonométriques de la forme

0
S, (x)=a—°+2ak cos kx +b;, sin kx

2 3
ou a,, ai, by, as, b,, . . ., a,, b, sont les coefficients de Fourier, c'est-a-dire
que l'on approche avec la somme de n premiers termes de la série de
Fourier de cette fonction. Faisons quelques remarques préliminaires.
Supposons que 1'on ait une fonction y = f(x) sur le segment [a, b] et que
l'on veuille évaluer l'erreur commise lorsqu'on remplace cette fonction par
une autre fonction ¢ (x). On peut considérer, par exemple, que l'erreur est
représentée par l'expression max | /' (x) - ¢ (x) | sur le segment [a, b], ce
qu'on appelle encore 1'écart maximum entre f (x) et ¢ (x). Mais il est
parfois plus naturel de considérer 1'écart quadratique moyen & dont le
carré est, par définition,

2_1
(b-a)

b

[lr-o@] ax

a

Expliquons sur la figure 387 la différence entre I'écart quadratique moyen
et I'écart maximum.
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Supposons la fonction f (x) représentée par le trait plein et les
approximations ¢; (x) et @, (x) par les pointillés. L'écart maximum de la
courbe y = @ (x) est plus petit que 'écart maximum de la courbe y = @,
(x), mais 1'écart quadratique moyen de la premiére

C

Fig. 387
courbe est plus grand que celui de la seconde, car la fonction y = @, (x) se
distingue notablement de y = f (x) seulement dans un petit intervalle et,
par conséquent, caractérise mieux la fonction y = f'(x) que la premicre.
Revenons a présent a notre probléme.
Soit donnée une fonction f (x) périodique de période 2m. Parmi tous les
polynomes trigonométriques du n-ieme degré

n
a .
70+Z((Xk cos kx + [ sin kx)
k=1
on demande de trouver, en choisissant convenablement les coefficients oy
et By, le polynome dont l'écart quadratique moyen, défini par l'égalité
m n 2
2 1 o .
8y =— || f()==2= (0f coshr+B, sinkx) | dx
27 2 ~
el =
est minimum.
Le probléme revient a trouver le minimum d'une fonction de 2n + 1
variables a,, oy, . . ., 0, B1, B2, - - -, B
Développons le carré de I'expression entre crochets et intégrons terme a
terme, on obtient

2_in 2,8 [T v -
S,I—ZTE_J;{f (x) 2f(x){ 2 +;(akcoskx+ﬁksmkx)1+

2
ay :

+|—+ E kx + kx dx =
[2 (o cos B sin )} X

k=1

— 1 r 2 __&n _l n T i
_Z_TC_J;f (x)dx o _J;f(x)dx n;ak:l‘f(x)coskxdx

li T . 1 al §
2 Bkjf(x)SInkxdx+——J'dx+
e 2t 4 i

1 % 2J‘ 2 1 % 2J‘ .
+— o; | cos” kxdx+— sin” kx dx +
2Trkz=1: k anZ;Bk

-7 -7

IR < 1 5, (o
+2—noc0kz;ak J.coskxdx+%oc0kz;[3k J‘smkxdx+
= -1 = -7

Y

1 n n J.
+— o, o ; | coskxcos jxdx+
WZZ K% J

k=1 j=1 -n

1 & j .
+— o, ;| coskxsin jxdx+
TCZZ kB]_TC J

k=1 j=1

+%anzn: Bkﬁjjsinkxsinjxdwr

k=1 j=1
Remarquons que

lJ.f(x)dx:ao; lJ’f(x)coslocdx:ak;
T T

T
% If(x) sin kv dx = b,

sont les coefficients de Fourier de la fonction f'(x).
En outre, en vertu des formules (1) et (11) du § 1, on a, lorsque k=,

T iy
Icoszkxdx:n, jsinzkxdx:n,
-7 -

U
pour £ et j quelconques : jsin kxcos jxdx =0

et, lorsque £ #,

U T
jcoskxcoijdx:O, Isinlocsinjxdx=0

—T -7

375
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De sorte que

o

2_1n2 04y N a0 Isn, 5 oo
Sn_%:[f (x)dx — 5 _;(akak+ﬁkbk)+7+5;(ak+Bk)

Ajoutons et retranchons la quantité
2 n
ap 1 2, 52
— 4= a; +b
Y E (ag +b;)
k=1
ona

1§ al 1 1
s zz—n_jfz(x>dx—70—5kzzlj<ai b )+ —ag)” +
1 n [ 2 2]
+EZ (o —a)" +By —by)
k=1

Les trois premiers termes de cette somme ne dépendent pas du choix des
coefficients o, ay, . . ., oy, Bi, - - ., By Les autres termes

1 2 1IN [ 2 2]
—(ag—ag)” +— o, —ap) +(B,-b
7 (@0 =40) 2;< e —a)’ B —by)
sont non négatifs. Leur somme est minimum (zéro) lorsque
Oy = doy, O =ay, ..., 0y = ay, B]Zbl,. BT Bn:bn-

Tel est le choix des coefficients o, Ay, - . ., O, By, - - -, Bn pour lequel le
polyndme trigonométrique

n
o .
70+2(0ck cos kx + [ sin kx)
k=1
s'écarte le moins de la fonction f (x) en ce sens que l'écart quadratique

moyen Sﬁ est minimum.
Nous venons de démontrer le théoréme

Parmi tous les polynomes trigonométriques d'ordre n, c'est le polynome
dont les coefficients sont les coefficients de Fourier de la fonction

f (x) qui donne la meilleure approximation quadratique moyenne de cette
fonction.

L'écart quadratique moyen minimum est

1 7 al 1<
82 =— | 2 (0)dx——2~= (af +b}). (2)
27:_»[ 4 2;

377
Comme 63, > (, on a, quel que soit n,

n 2 n
1 a 1
— [T @ b))
2n 4 2
et =
11 s'ensuit que la série du second membre converge lorsque n — o et I'on
peut écrire

1 [ a5 o, o
— dx > —+ E +b
TE_'[tf (x)dx > £ (aj i)

Cette relation est l'inégalité de Bessel.

Bornons-nous simplement a indiquer que, pour toute fonction bornée
monotone par tranches, 1'écart quadratique moyen obtenu lorsqu'on
remplace cette fonction par une somme partielle de Fourier tend vers zéro

quand n — o : 8% — 0 quand n — o. Mais alors, il résulte de la formule
(2) l'égalité

2 o T
o 2 2 1 2
—+ > (a; +b)=—| f"(x)dx (3)

dite égalité de Liapounov-Parseval. (Indiquons que cette égalité a été
démontrée pour une classe de fonctions plus large que la classe envisagée
ici.)

Il résulte de ce qui vient d'étre démontré que, pour une fonction
satisfaisant a I'égalité de Liapounov (notamment pour toute fonction
bornée monotone par tranches), la série de Fourier correspondante donne
un écart quadratique moyen nul.

R emarqu e. Etablissons une propriété des coefficients de Fourier, qui
nous servira dans la suite. Donnons préalablement une définition.

Une fonction f(x) est dite continue par tranches sur le segment [a, b], si
ses points de discontinuité de premiére espéce sont en nombre fini sur ce
segment (ou si elle est partout continue).

Montrons la proposition suivante.

Si la fonction f (x) est continue par tranches sur le segment [-n, T], ses
coefficients de Fourier tendent vers zéro lorsque n — o, c'est-a-dire que

lima, =0, limb, =0. (4)
n—»0

n—0
Démonstration. Sila fonction f (x) est continue par tranches sur le

segment [-, 7], il en est de méme de /* (x). Mais alors I f2(x)dx existe

-7
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et est un nombre fini *). I1 résulte alors de l'inégalité de Bessel (3) que

0
o) 2 2 . S oo
la série Z(an + b, ) converge, ce qui entralne que son terme général

n=1

tend vers zéro : lim (af +b,f) =0, les égalités (4) sont démontrées. On a
n—»0

ainsi pour une fonction bornée continue par tranches les égalités
T Y
lim If(x)cosnxdx:O lim If(x)sinnxdx=0
n—oo n—»00
— =T

Si la fonction f'(x) est périodique et de période 2, on peut recopier ces

derniéres égalités comme suit (avec a arbitraire)
a+2mn a+2mn
lim If(x) cosnx dx =0, lim J-f(x) sinnxdx =0

n—0 n—»0
a a

Remarquons que ces égalités subsistent si I'on intégre sur un segment [a,
b] quelconque, c'est-a-dire que les intégrales

J-f(x) cosnxdx, et J-f(x) sin nx dx

tendent vers zéro lorsque n tend vers l'infini, si f (x) est une fonction
bornée continue par tranches.

En effet, supposons, pour fixer les idées, que b - a < 2, et considérons la
fonction auxiliaire ¢ (x) de période 2r définie comme suit

¢ (x)=flx) poura<x<b,
¢ (x)=0 pourb<x<a+2m,
Alors,

a+2n
Ij(x)cosnxdx_ If(x)cosnxdx

a

a+2n
Ij(x) sin nx dx = I/(x) sin nx dx
a
Comme ¢ (x) est une fonction bornée et continue par tranches, les

intégrales des seconds membres tendent vers zéro lorsque n — oo. Il
s'ensuit que les intégrales des premiers membres tendent aussi vers zéro.

La proposition est ainsi démontrée et I'on a bien

* Cette intégrale est la somme des intégrales des différents morceaux de
fonctions continues constituant la fonction f(x) sur le segment [- 7T, 7t].
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b b
lim | f(x)cosnxdx=0 lim If(x) sinnxdx=0 (5)
n—>00

n—>0
a

quels que soient a et b et la fonction f(x) bornée et continue par tranches
sur le segment [a, b].

§ 8. Intégrale de Dirichlet

Nous allons établir dans ce paragraphe une formule exprimant les
sommes partielles d'une série de Fourier au moyen d'une intégrale. Cette
formule nous sera utile dans les paragraphes suivants.

Considérons une somme partielle de Fourier pour la fonction périodique f*
(x) de période 21

520 =+ (a coskx+by sin kx)
2 k=1
avece
17 1%
L= — I f(O)cosktdi, b, =— j Ft)sin ke dt
T T

Substituons ces expressions dans celle de s, (x), on obtient

cos kx

5, (x) = Zl—ﬁ j f(6)dt +i J' F(t) cos kt di +> j £(¢)sin kt dt
el k=l I

ou, en introduisant cos kx et sin kx sous le signe somme (ce qui est
légitime, car cos kx et sin kx ne contiennent pas la variable d'intégration),

5= [ s

n|lm n
+lz j £(£) cos kx cos kt di + j £(¢)sin kxsin ke dt
[y e

. 1 o
Mettons maintenant — en facteur et remplagons la somme des intégrales
T

par l'intégrale de la somme, on a

s, (x)=— J‘ AUl Z [f(t) cos kx cos kt dt + f(t) sin kx sin kt dt]

k=1
ou
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5, (x) = % j f(t)E+ Z (F(£) cos kx cos kt + £(¢) sin kx sin kt }lt -
n k=1

%_j f(t)B+ ; cos k(7 — x):| dt

Transformons 'expression entre crochets. Posons
1
C, (z):EJr cosz+cos2z+...+cosnz;

alors
26, (z)cos z=cos z+ 2¢0s z cos z + 2cos z cos 2z +. . . + 2 cos z COS nz =
=cos z + (1+ cos 2z) + (cos z + cos 3z) +(cos 2z + cos 4z)+ . ..
...Hcos(n—1)z+cos(n+1)z]=1+2cosz+2cos2z+...
... +2cos(n—1)z+cosnz+tcos(n+1)z

ou
26,(z)cosz=20c,(z)—cosnz+cos(n+1)z
o, (2)= cosnz—cos(n+1)z
2(1—-cosz)
Or,
cosnz—cos(n+1)z = 25in(2n+l)§sin§, 1-cos z =2sin? %
Donc,
. z
sin(2n+1)—
6,(2) = 2
2sin =
2
On peut donc recopier 1'égalité (1) sous la forme
[n sin2n+ pi=x
500 =— [ Sl ———2—ar
T L t—x
- 2sin——
2

Comme la fonction sous le signe somme est périodique (de période 2m),
l'intégrale conserve la méme valeur sur tout segment de longueur 27. 11
s'ensuit que
xtn sin(2n +1) =x
s, (x)=— I —=dt
I

. =X
x-n  2sin——
2

Introduisons la nouvelle variable d'intégration a en posant

f—x=0o,t=x+a.
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On obtient alors la formule

. sin(2n+1)%
85, (x) = jf(x+a)—a da. . (2)

2sin —

L'intégrale du second membre est /'intégrale de Dirichlet.
Posons dans cette formule /' (x) = 1 ; alors a, = 2, a; = 0, b, = 0 lorsque k>
0; donc, s, (x) = 1 quel que soit 7, et 'on obtient I'identité

% sin(2n+1)
l=m [—— 2 40 (3)
o

Tc—n 2sin —
2

qui nous servira par la suite.

§ 9. Convergence d'une série de Fourier en un point donné

Supposons la fonction f'(x) continue par tranches sur le segment [-7, 7].
Multiplions les deux membres de l'identité (3) du paragraphe précédent
par f'(x) et introduisons f'(x) sous le signe d'intégration, on obtient
l'égalité

[n o sinn+ 1)%
fo=—[rn——=da
(it 2sin By

Retranchons membre a membre cette égalité de 1'égalité (2) du
paragraphe précédent, on obtient:

. a
|5 sin(2n+1) By
5,0 =S @ =— [[fs+ @)= f ()] —— 2 da

2sin —
2

On voit que la convergence de la série de Fourier vers la valeur de la
fonction f'(x) au point donné dépend de la convergence vers zéro de
l'intégrale du second membre lorsque n — .

Décomposons cette derniére intégrale en deux

o
oS —
sin na do. +

520 f @ == [[fr+a)- 7o)

2s8in —

11 J[f(x + o)~ f(x)|eos na da
2mn .
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. . o . o .o
en utilisant la formule sin(2n +1) 5 = sin noL cos > + cos noux sin PR

Décomposons la premiére intégrale du second membre de cette dernicre
égalité en trois

1 3 Cosg
sn(x)—f(x):—j[f(xm)—f(x)] 2 in noda+
"5 25in &
2
1 -8 cosg
L j[f(xm)— £(0)]—2—sin na do +
T 2sin —
(03
1 T COS —
+—j[f(x+a)— £(0)]—2—sin na do+
T3 2sin5

T

L I[f(x+ o) = £(0)] - cos no. dot
b4 . 2

Sx+a)- f(x)
2

par tranches, @ (o) sera également une fonction périodique de o, bornée

et continue par tranches. Il s'ensuit que la derniére intégrale du second

membre tend vers zéro lorsque n — oo, car c'est le coefficient de Fourier

de cette fonction. La fonction

Posons @, (a) = . Comme f (x) est bornée et continue

Cos g
(o) =[x+ ) - f (0] —=

2sin —
2

est bornée lorsque -t <a<-d0etd<a<m;ona

| @, ()| <[M +M] !

2sin —
2

ou M est la borne supérieure de | f(x) |. En outre, la fonction @, (a) est
aussi continue par tranches. Par conséquent, en vertu des formules (5) du
§ 7, la deuxiéme et la troisiéme intégrale tendent vers zéro lorsque n —
0.

On peut écrire, par conséquent,
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o
cos —
2 sin no dou (1)

1)
timfs, (9 /(0] lim = [[fr+ @)~ 7o)
s

2sin —

L'intégration dans l'expression du second membre est étendue au segment
-0 £ a £ 9§, donc l'intégrale dépend des valeurs de f (x) seulement dans
l'intervalle compris entre x - 8 et x + 8. On déduit de cette derniere égalité
l'importante proposition : la convergence de la serie de Fourier au point
consideéré x dépend seulement du comportement de la fonction dans un
voisinage arbitrairement petit de ce point.

Tel est le contenu du principe de localisation dans l'étude des series de
Fourier. Si deux fonctions fi (x) et f, (x) coincident au voisinage d'un
point x, leurs series de Fourier convergent ou divergent en méme temps
en ce point.

§ 10. Quelques conditions suffisantes pour la convergence d'une série
de Fourier

Nous avons démontré au paragraphe précédent que si une fonction f (x)
est continue par tranches sur le segment [-7t, 7], la convergence de sa
série de Fourier au point considéré x, vers la valeur

¥

0 z, z

Fig. 388
f (x,) depend seulement du comportement de la fonction dans un
voisinage arbitrairement petit [x, - 3, x, + 8] de centre au point x,,.
Démontrons ensuite que si la fonction f (x) est, au voisinage de x,, telle
que les limites suivantes existent et sont finies

lim S (xg +a)= f(xq) — k(1)
a—>—0 o

lim LX D= E0) o)
a—>+0 o

et si la fonction elle-méme est continue au point x, (fig. 388), la série de
Fourier converge en ce point vers f (x,) ).

" Si les conditions (1) et (2) sont vérifiées, on dit que f'(x) a au point x une
dérivée a droite et une dérivée a gauche. On a représenté sur la figure 388
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Démonstration. Considérons la fonction @, (o) du paragraphe
précédent:

[0
COS —

D, (o) = [ (xg + )= f(x0)]

2sin —

comme la fonction f'(x) est continue par tranches sur le segment [-7, 7] et

continue au point x,, elle est, par conséquent, continue dans un certain

voisinage [x, - 8, x, + 8] du point x,. Donc la fonction @, (o) est continue

en tous les points ou o # 0 et | o | < 8. La fonction @, (a) n'est pas définie

pour o = 0.

Cherchons les limites lim @, (o) et lim @, (a) en utilisant les
a—0-0 a—0+0

conditions (1) et (2)

cos%
lim ®y(a)= lim [f(xo+0)=/(x))] =
a—0-0 a—>0-0 .o
2sin —
2
o
oSG0ty 2oL et f ()
a—0-0 [0 .o 2 a—0-0 o
2sin —
2
d
. . o
x lim lim cos—=k -1-1=k
a—0-0 , . O a—0-0 2
2sin —

Par conséquent, si I'on définit la fonction @, (o) en posant @, (0) = k,
elle sera continue sur le segment [-3, 0] et, par suite, bornée. On démontre
d'une maniére analogue que

lim ®,(a)=k,

a—>0+0
o
1 ) COS —
lim[s, (x) = £(x0)] = lim — j [ (0 + ) = £ (x9)]—2—sin na dot
n—o0 n—w T .
-5 2sin E

Donc la fonction @, (o) est bornée et continue dans l'intervalle [0, 8].
Ainsi, la fonction @, (o) est bornée et continue par tranches sur le
segment [-8, 8]. Revenons a 1'égalité (1) du § 9 (en désignant x par x,)

une fonction telle que k; = tg @y, ky =tg ¢y, k # k. Si k| = k,, c'est-a-dire
si les dérivées a droite et a gauche sont égales, la fonction est derivable au
point donné.
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| 3

lim([s, (xo) = f(x¢)]= lim — j @, () sin na do

n— n—w T s

Eu égard aux formules (5) du § 7, on conclut que la limite du second
membre est nulle, et donc

lim[s, (x) = f(x)] ou limls, (xo)=f(x0)]= f (x0)

Le théoréme est démontré.

La différence entre le théoréme démontré au § 1 et le théoréme ci-dessus
consiste en ce qui suit : on demandait dans le théoréme du § 1 pour la
convergence de la série de Fourier au point x, vers la valeur f (x,) que x,
fit un point de continuité sur le segment [-xt, 7] et que la fonction fit
monotone par tranches, alors qu'on demande ici que la fonction soit
continue au point x,, qu'aient lieu les conditions (1) et (2) et que la
fonction soit continue par tranches et bornée dans l'intervalle [-r, «t]. Il est
évident que ces conditions sont différentes.

Remarque l. Siune fonction continue par tranches est dérivable au
point xo, il est évident que les conditions (1) et (2) ont lieu et 'on a &y =
k,. Par conséquent, en un point de dérivabilité de la fonction f'(x), la série
de Fourier converge vers la valeur de la fonction en ce point.

Remarque?2. 1° La fonction considérée dans l'exemple 2 du § 2 (fig.
376) vérifie les conditions (1) et (2) aux points 0, £2xt, +4x, . . . Elle est
dérivable partout ailleurs. Donc la série de Fourier de cette fonction
converge en chaque point vers la valeur de cette fonction.

2°. La fonction de l'exemple 4, § 2 (fig. 379) vérifie les conditions (1) et
(2) aux points fin, +n,37, +57. Elle est dérivable partout, donc
représentable par une série de Fourier en chaque point.

3°. La fonction de l'exemple 1, § 2 (fig. 375) est discontinue aux points
+m, £37, £57. Elle est dérivable partout ailleurs, donc la série de Fourier
converge vers la valeur de cette fonction partout sauf aux points de
discontinuité. Aux points de discontinuité, la somme de la série de
Fourier est égale & la moyenne arithmétique des valeurs limites de la
fonction a gauche et a droite : elle est nulle dans le cas considéré.

§ 11. Analyse harmonique numérique

La théorie de la décomposition des fonctions en séries de Fourier est
appelée analyse harmonique. Nous allons faire maintenant quelques
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remarques sur le calcul approché des coefficients de Fourier, c'est-a-
dire sur l'analyse harmonique numérique.
Comme on le sait, les coefficients de Fourier de la fonction f (x) de
période 2w sont définis par les formules

a, =%'[f(x)dx, a; :%J.f(x)coskxdx

b =L j £(x)sin kx dx
T -

Dans beaucoup de cas rencontrés en pratique, la fonction f (x) est donnée
soit sous forme de tableau (lorsque la dépendance fonctionnelle est
obtenue expérimentalement), soit par une courbe tracée par un appareil.
Le calcul des coefficients de Fourier se fait alors au moyen de méthodes
d'intégration approchée (voir § 8, chap. XI, t. I).

Nous considérerons le segment -t < x < © de longueur 2n. On peut
toujours se ramener & ce cas en choisissant convenablement 'unité sur
l'axe Ox.

Partageons le segment [-7t, 7] en n parties égales par les points

Xo = =T, X1, X2, « . » X = H.

La longueur d'un segment partiel est alors

e 2
n
Désignons les valeurs de la fonction f'(x) aux points x,, x1, X2, . . . . . . S Xp
par
Y05 V15 Y25+« 5 Vn

Nous prenons ces valeurs soit dans le tableau, soit sur la courbe de la
fonction.

Utilisant, par exemple, la formule des rectangles (voir formule (1'), § 8,
chap. XI, t. 1), on détermine les coefficients de Fourier

%Z%an‘,yn ak:%an“yl‘COSk«xn by =%an“y,~ sin kx; .

Des schémas ont été élaborés, qui simplifient le calcul des coefficients de

. * .. ~ L. .
Fourier ). Nous ne pouvons pas ici nous arréter sur les détails, mais
indiquons qu'il existe des appareils (dits analyseurs harmoniques) qui,

* . . , .
Voir, par exemple, V. Smirnov « Cours de mathématiques
supérieures », t. I1.
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d'aprés le graphique de la fonction donnée, permettent de calculer
approximativement les coefficients de Fourier.

§ 12. Série de Fourier sous forme complexe
Soit la série de Fourier pour la fonction périodique f'(x) de période 2w

f(x) :a70+2an cosnx+b, sinnx .(1)
n=l1

Exprimons cos 7nx et sin nx au moyen des exponentielles en nous référant
aux formules (3), § 5, chap. VII, t. 1:

eV e . eV —e™
COSyZT, smy=2—i
ce qui donne
e”‘lx +e—1nx ) emx _e—mx . el}'lX _e—mx
cosy=T, siny = 5 =—i 5

Substituons cos nx et sin nx dans la formule (1) et procédons aux
transformations nécessaires

f(x)=_0+zan +2€ _ib, e 26 =
n=l1
Y . " (2)
ap a, —ib, ., A, T, .
—+
2 ;( 2 2 )
Posons

ag a, —ib, a, +ib,

—=c¢y, ——=¢,, ———=c_,(3

2 0 2 2 ®)

La formule (2) prend alors la forme

0
S(xX)=cy+ z (cnemx +e_,e™ )
n=l1
La dernicre égalité peut étre mise sous une forme plus compacte

)= c,e™ (4)

qui est la forme complexe de la série de Fourier.

Exprimons les coefficients C, et C, par des intégrales. D'aprés les
formules (4), (5) et (6) du § 1 on peut écrire les formules (3) sous la
forme



388

=— If(x)cosnxdx—ijf(x)sin nxdx | =

x ™
= 1 jf(x)(cos nx —isin nx) dx = 1 If(x)e_mxdx
2n ? o .
Finalement
c, :L '[f(x)e—inxdx (5,)
2n
-
De la méme maniére
c_, :L '[f(x)einxdx (5‘,)
2n
-7

On peut grouper les formules (5') et (5") et I'expression de ¢, dans une
méme formule

c ZZL'[f(x)emdx (n=0,+1,+2,%3,.)
|

¢, et ¢, sont les coefficients complexes de Fourier de la fonction f'(x).
Si la fonction f (x) est périodique avec une période de 2/, la série de
Fourier de cette fonction est

f(x)——+Za cos—x+b s1n%x @)

(cf. formule (3), § 5).
I1 est évident que dans ce cas au lieu d'étre exprimée par les formules (4)

la forme complexe de la série de Fourier est exprimée par la formule
T

f)=D el ®)

Les coefficients ¢, de la série sont tirés des formules
R

——

l
cﬂ:%jf(x)e Pdr  (n=0,£1,22,+3,.).(9)

11 est d'usage d'employer la terminologie suivante en électrotechnique et

nT

I—X
en radiotechnique. Les expressions de la forme e ! sont appelées
. nm
harmoniques, les nombres o, = e (n=0,+£1,+£2,...), nombres d'onde

de la fonction
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o0
f@)= Y e e (10)
n=-—ow

L'ensemble des nombres d'onde porte le nom de spectre. Si I'on porte ces
nombres sur un axe numérique, on obtient un ensemble de points
distincts. Cet ensemble de points est dit discret, et le spectre
correspondant un spectre discret. Les coefficients ¢, définis par les
formules (9) portent le nom d'amplitude complexe. Notons que dans
certains ouvrages d'électrotechnique et radiotechnique I'ensemble des
modules des amplitudes | ¢, | porte également le nom de spectre de la
fonction f'(x).

§ 13. Intégrale de Fourier

Soit f'(x) une fonction définie dans tout l'intervalle (-o0, ) et absolument
intégrable dans cet intervalle, c'est-a-dire que I’intégrale

[l r@ax|=0 )

existe.
Supposons en outre que f'(x) admet un développement en série de Fourier
dans quelque intervaile ( -/, + /)

a4y ~ nm
=94 +b 2
f(x) 5 ,,Ezl a cos—x ksm Ty, )
ou
| k 1 k
T . I
a, =7:[lf(t)cos7tdt, by =7:|.[f(t)s1n71dt~(3)

Portant dans la série (2) les valeurs des coefficients a, et by tirées des
formules (3) on peut écrire

1 w (1
1 1 kn kn
f(x) =2_l:[f(t) dt+7;{:[f(t)cosTtdthosT)H

1 kn
- Ji0) —tdt =— | f@)ar
+ 7 ;[J. sin ]sm I +

I — kn kn km kn

—— t)| cos—tcos— x+sin—¢sin—x | dt
lkzl“-[f( )[ / / / [ }
=14

ou
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1 w |
1 1 kn(t —x)
X)=— t)dt+- I tycoo———=dt (4
1) y£ﬂ> l;ifo l 4)
Etudions le probléme de la forme du développement (4) quand on passe a
la limite pour / — .

Introduisons les notations suivantes

T 21 km I
oy =—, Oy =—,...,0, =—,... et Aa,, =—.(5
157 %25 KT k=7 (%)

En les portant dans (4) nous aurons:

1 o l
1 1
f(x) =E:[f(t) dt+;k2=;(:[f(t)cosak(t—x) dt]mk . (6)

uand [/ — oo, le premier terme du second membre tend vers zéro. En
p
effet

l 1 ©
1 1 1 1
— t)dt S—.[ t dt<—.[ H|dt=—Q—>0
2ljlf() ﬂ4vo| o | rola=50
Pour chaque valeur fixée de / l'expression entre parenthéses est une

. . T
fonction de o (voir formules (5)) prenant ses valeurs de 7 a oo,

Remarquons sans le démontrer que si la fonction f'(x) est monotone par
tranches dans chaque intervalle fini, bornée dans l'intervalle infini et
satisfait a la condition (1), la formule (6) prendra, si / — +oo la forme

T
0\ -

L'expression de droite est dite intégrale de Fourier de la fonction f (x).
L'égalité (7) a lieu pour tous les points ou la fonction est continue. Aux
points de discontinuité c'est I'égalité

dez S(x+0)+ f(x-0)

fay= j [ j £(£) cos at —x) dt} do. . (7)

(7

%T[Tf(t)cosa(t—x)dl 5

0
qui est vérifice.
Transformons l'intégrale du second membre de 1'égalité (7) en
développant cos o (f - x)

cos a (¢ - x) = cos ot cos ox + sin oif sin oLx.

—0

sous le signe somme dans les intégrales ou l'intégration est réalisée en la
variable ¢, nous obtenons
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—00

f(x) =1J‘{J.f(t)cosoct dt]cos ox do +

nO
-(8)

100 o0 ) )
+;J‘{jf(t)sm atdt}sm ox do

0
Chacune des intégrales en ¢, situées entre parenthéses, existe, car la
fonction f () est absolument intégrable dans l'intervalle (-0, o), de sorte
que les fonctions f (f) cos ar et f (f) sin o sont aussi absolument
intégrables.

Considérons les cas particuliers de la formule (8).

—00

1. Supposons que f(x) soit paire. Dans ce cas f'(¢) cos af est une fonction
paire et f(f) sin o une fonction impaire, de sorte que nous obtenons:

jf(t) cosou dt = ZJ f(t)cosardt,
e 0

If(t)sinatdt:O

Dans ce cas la formule (8) se met sous la forme

T
0\0
2. Supposons que f'(x) soit impaire. En analysant la nature des

intégrales de la formule (8) nous aurons dans ce cas:

f(x) zzj[.[f(t) cos aut dt} cos ax da . (9)

f(x)= EJ[ j £(0)sin ot dt] sin ax do . (10)
Tolo

Si la fonction f (x) n'est définie que dans l'intervalle (0, o), on peut la
représenter pour x > 0 aussi bien par la formule (9) que par la formule
(10). Dans le premier cas nous la définissons complémentairement pour
l'intervalle (- o, 0) en posant que la fonction doit étre paire et dans le
second qu'elle doit étre impaire.

Soulignons encore une fois qu'aux points présentant des discontinuités il
convient de remplacer f'(x) dans les premiers membres des égalités (9) et
(10) par I'expression
f(x+0)+ f(x-0)
2
Revenons a la formule (8). Les intégrales entre parenthéses sont des
fonctions de a. Introduisons les notations
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A(a) =% J-f(t) cos at d,

B(a) = 1 jf(t) sin ot dt =
T
On peut alors écrire la formule (8) sous la forme
f(x)= J- [A((x) cos ox + B(a) sin ocx] do. (11)

On dit que la formule (11) donne le développement de la fonction f'(x) en
harmoniques de fréquence o variant d'une maniére continue de 0 & co. La
loi de la distribution des amplitudes et des phases initiales en fonction de
la fréquence o est exprimée par les fonctions 4 (a) et B (o).

Revenons a la formule (9). Posons

F(a) = \/%j f(tycosar dr, . (12)
0

La formule (9) prend alors la forme

f(x) = \/Zj F(a)cosat dt, (13)
T 0

La fonction F' (o) est appelée la transformée-cosinus de Fourier de la
fonction f'(x).

Si dans 1'égalité (12) f (o) est la fonction donnée et f () la fonction
cherchée, elle sera alors une équation intégrale pour la fonction f'(¢). La
formule (13) donne la solution de cette équation.

Sur la base de la formule (10) on peut écrire les égalités suivantes

D(a) = \/%j F(6)sinaz dr, (14)
0

f(x) = \/Zj ®(a)sin oux d, (15)
T 0

La fonction ®(a) est appelée transformée-sinus de Fourier de la fonction

S ().

Exemple. Soit
f@)=e"(B>0,x20).

On détermine d'apres la formule (12) la transformée-cosinus de Fourier:
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F(a) = \/7j "cosatdt = \/7[3 Ea

D'apres la formule (14) on détermine la transformée-sinus de Fourier

D(a) = \/7‘[ "sin ot dt = \/73 e

A l'aide des formules (13) et (15) on obtient les relations réciproques

ZBI COS OLX a’oc:e_ﬁx (x>0).
[3 +o?

_J‘asmocx B (x>0

=e
[3+a

§ 14. Forme complexe de i' intégrale de Fourier

Dans l'intégrale de Fourier (formule (7), § 13) la fonction de o, se
trouvant entre parenthéses, est paire et par conséquent elle est également
déterminée pour les valeurs négatives de a. En vertu de ce que nous
venons de dire, on peut recopier la formule (7) sous la forme

f(x):% J-[If(t)cosa(t—x)dt]doc (1)

—00\ —00
Considérons ensuite 1'expression suivante identiquement nulle
M

_[ {Tf(t)cosa(t—x)d,]dazo

—M \ -
Le premier membre est identiquement égal a zéro, car la fonction de a
entre parenthéses est une fonction impaire et l'intégrale d'une fonction
impaire prise dans les limites de -M a +M est égale a zéro. Il est évident
que

M 0
lim j [ j £(0)sin ot —x) dt] do.= 0
M—w e
ou

j[ J-f(t) sin o —x) dt} do=0. (2)
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R emarque. On notera ici le fait suivant. L'intégrale convergente
dans les limites infinies est définie comme suit

]8 o(a)do. = j. o(o)do. + T o(o)do =
7 " *)
= Z&iinOO _J]:/[(p(ot)dot + A/lliinw J- e(a)da

a condition que chacune des limites du second membre existe (voir § 7,
ch. XI, t. I). Or nous avons écrit dans 'égalité (2)

0 M
[ot@da= lim [o(@da (**)
-M

—00

I1 se peut donc que la limite (**) existe alors que les limites du second
membre de I'égalité (*) n'existent pas. L'expression du second membre de
I'égalité (**) est appelée la valeur principale de l'intégrale. Ainsi nous
considérons dans I'égalité (2) la valeur principale de l'intégrale impropre
(extérieure). C'est dans ce sens que l'on doit comprendre les intégrales
que nous rencontrerons dans ce paragraphe.

Multiplions les membres de I'égalité (2) par —2L et ajoutons-les aux
T
parties correspondantes de 1'égalité (1), nous obtenons alors

f(x)= 21_75 _J;LJ' F(£)(cos ot — x)— i sin ot — x)) dt] da

ou

o =—t j[ j F(0)e =) dt] doc. (3)
27 MEs
C'est 1a précisément la forme complexe de l'intégrale de Fourier.
Recopions la formule (3) sous la forme

o0

f(x)= '[L_l“ I f(e)e dt]e"‘”da (%)

ou
f0)= [C@e™das)

avee
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Cw = [ fOe=ds)

La formule (5) rappelle la formule (10) du § 12 ; o est également appelé
nombre d'onde, seulement qu'il prend ici toutes les valeurs comprises
entre -0 et oo0. Le spectre des nombres d'onde est appelé spectre continu.
On pourrait poursuivre 'analogie des formules (5) et (10). Si dans la
formule (10) du § 12 au nombre d'onde a, correspond une amplitude
complexe ¢,, on dit que dans la formule (5) aux nombres d'onde compris
dans l'intarvalle (o, oy + Aa) correspond une amplitude complexe C
(ay). La fonction C (o) est dite densité spectrale ou encore fonction
spectrale. (Le terme densité est employé ici dans le méme sens qu'au § 8,
chap. XIV, ou il a été question de densité de distribution dans un domaine
bidimensionnel.)

L'égalité (4) peut étre mise sous forme de deux équations
Fr(@)=—— [ f@e a7
v2n <

1
V2

La fonction F* (o) définie par la formule (7) est appelée la transformée
de Fourier pour la fonction f (x). La fonction f(x) définie par la formule
(8) est appelée la transformée inverse de Fourier pour la fonction F* (o)
(les transformations différent par le signe de i). La fonction F* (a) differe
1
N

Les transformations (7) et (8) entrainent les transformations (12), (14),

Jf(x) =

'[F*(a) e do (8)

de la fonction C (a) par le facteur constant

(13) et (15) du § 13 (au facteur constant % pres). Les transformations

(12) et (14) s'obtiennent par substitution dans (7) de
e =cosat-isinat, F¥ (a)=F (a)—i P ()

et égalisation des parties réelles et imaginaires. De la méme fagon on
obtient les transformations (13) et (15) a partir de la transformation (8).

Notons que dans le chap. XIX « Calcul opérationnel et applications »
nous aurons recours a des transformations analogues a celles de Fourier.
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§ 15. Série de Fourier suivant un systéme orthogonal de fonction

Définition 1. On dit que le systéme infini de fonctions

@1 (%), @2 (X), - s @ (x), ... (1)

est orthogonal sur le segment [a, b] si quel que soitn #kona
b
[o,me,dx=00)
a

On suppose en outre que
b

[lon @ d 20

a
Exemple 1.Lesystéme de fonctions

1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, . . ., cOS ux, sin nx, . . . (3)
est orthogonal sur le segment [-1t, 7t]. Ceci découle des équations (I) et (IT) du § 1.

Exemple 2.Le systéme de fonctions

T . T T . b T . i
1, cos 7x, sin TX’ cos 27x, sin 2 7x, ...,cosn 7x, sinn 7x, -

3
est orthogonal sur le segment [-/, []. Une simple vérification permet de s'en
assurer.

Exemple 3.Lesystéme de fonctions
1, cos x, cos 2x, cos 3x, .., cos nx, . .. (4)
est orthogonal sur le segment [0, «t].

Exemple 4. Lesystéme de fonctions
sin x, sin 2x, . . ., sin nx, . . . (5)
est orthogonal sur le segment [0, 7t].

On indiquera plus bas d'autres systémes de fonctions orthogonales.

Soit une fonction f'(x) définie sur le segment [a, b] telle qu'elle puisse étre
représentée par une série de fonctions du systéme orthogonal (1),
convergente vers la fonction en question sur [a, b]

J@)=,0,(x). (6)

n=0
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Déterminons les coefficients c¢,. Supposons que la série obtenue aprés
multiplication de la série (6) par une fonction ¢, (x) quelconque soit
intégrable par membre.
Multiplions les deux membres de 1'égalité (6) par ¢, (x) et intégrons de a
a b. En tenant compte de 1'égalité (2) nous obtenons

b b
[o,0r@de=c, ol ds
d'ou il vient

b

[0, 00, (0 ax
cp == >
[otma
Les coefficients ¢; calculés au moyen des formules (7) sont appelés
coefficients de Fourier de la fonction f (x) suivant le systéme de fonctions

orthogonales (1) ; la série (6), série de Fourier suivant ce méme systeme.

Définition 2. On dit que le systéme orthogonal de fonctions

o1 (X), @2 (%), . .., @, (X), ...

est complet si pour toute fonction f'(x) dont l'intégrale du carré est telle
que

b
j F2(x)dx < oo
on a l'égalité
b " 2
li ~Nci0,(x) | dx=0.8
lim {f(x) ;c,@,m} v =0.(8)

En nous basant sur les définitions du § 7 on peut interpréter 1'égalité (8)

de la manicre suivante. L'écart quadratique moyen entre la somme
n

Z ¢;0,;(x) etla fonction f(x) tend vers 0 quand 7 — oo.

i=0

Si I'égalité (8) a lieu, on dit que la série de Fourier (6) converge en

moyenne vers la fonction f'(x).

I1 est évident que la convergence en moyenne n'implique pas la

convergence en chaque point du segment [a, b].
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Notons sans le démontrer que les systémes trigonométriques
mentionnés dans les exemples 1 a 4 sont complets sur les segments
respectifs.
Dans les applications on a trés souvent recours au systéme de fonctions de
Bessel

In (%), Sy (RoX), < . oy Sy (Mix), ... (9)

qui ont été étudiées dans le § 23 du chap. XVI. Ay, A,, . . ., A; . . sont les
racines de la fonction de Bessel, c'est-a-dire des nombres vérifiant la
relation
JA)=0 (=12,...)
Indiquons sans le démontrer que le systéeme de fonctions
xT, %), AxT, (O0yx),.. NxT, (A x),... (10)

est orthogonal sur le segment [0, 1]:
0

Dans les applications on utilise également les systémes de polynomes
orthogonaux de Le Gendre que 1'on définit ainsi

1 a1

" n! dx”

PO(x):la Pn(x): (n:1’23-~~)
2

Ils vérifient les équations
=Dy +2x' -n(m+1)y=0.

On se sort aussi d'autres systémes de polynomes orthogonaux.

§ 15. Notion d'espace fonctionnel linéaire. Analogie entre le
développement de fonctions en séries de Fourier et 1a décomposition
des vecteurs

En géométrie analytique un vecteur est défini comme suit dans un espace
tridimensionnel:

A=Ai+A,j+ Ak,
ou i, j, k constituent un repére orthonormé. Dans la suite nous les
désignerons par e, e,, es.

" Si les fonetions @ (x), ¢; (x) vérifient la relation
b
[P0, (e, () dx=0 Gk

on dit que les fonctions,@; (x) sont orthogonales avec un poids p (x). Par
conséquent, les fonctions J, (Ax) (pour k #j) sont orthogonales avec un
poids x.
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De la méme maniere on peut définir un vecteur dans un espace a n

dimensions
n
A=) A,
i=1

On appellera espace euclidien a n dimensions et on le notera par E,
I'ensemble des vecteurs de la forme 4. Les vecteurs A constitueront les
éléments ou points de I'espace euclidien a4 n dimensions *). Indiquons les
propriétés de l'espace E,. Soient deux vecteurs appartenant a I'espace E,, .

A:Zn:Aie[ et B:iBie[
i=1 i=l

Si C; et C, sont des nombres réels, par analogie avec l'espace
tridimensionnel
CiA+ CB (1)
est un vecteur appartenant également a l'espace E,,.
On appelle produit scalaire des vecteurs 4 et B 1'expression

(AB)=>" A,B; . (2)
i=1
Les vecteurs ey, ey, ..., e, appartenant a l'espace £, on peut leur appliquer
la formule (2).
On obtient donc
lorsque i # (e;¢) =0, (2')
et lorsque i =/ (ee) = 1.

Les vecteurs dont le produit scalaire est nul sont dits orthogonaux. De
sorte que les vecteurs ey, e, . . ., e, sont orthogonaux.

De méme que dans un espace tridimensionnel il est aisé¢ d'établir les
propriétés suivantes du produit scalaire

(AB) = (BA),
(4+B,C)=(AC)+(BC),!, 3)
(A, B) = \(AB)

La longueur, ou module, du vecteur A est définie comme dans un espace

tridimensionnel
n
DIy
i=1

Le module de la différence de deux vecteurs est naturellement défini ainsi

* r . r \ . .
On ¢étudie également des vecteurs dans un espace a un nombre infini de
dimensions.



400

| A-B|= ,Zn:(Ai—Bi)z
i=l1
|A-4|= fi“(A,.—A,.)2 =0
i=1

L'angle ¢ formé par deux vecteurs est défini par la formule

(4B)
4] B]
Considérons l'ensimble des fonctions bornées monotones par tranches sur
le segment [a, b] ). Désignons cet ensemble par la lettre (D et appelons-
le espace de fonctions ®. On appellera éléments ou points de l'espace @
les fonctions appartenant a cet espace. On peut définir sur les fonctions de
l'espace @ des opérations analogues a celles établies pour les vecteurs de
I'espace E,. Si C, et C, sont des nombres réels quelconques, f; (x) et f> (x)
des éléments de l'espace @, alors

En particulier,

cos Q=

)+ G ) (7)

est un élément de cet espace.
Si f(x) et @ (x) sont deux fonctions de 1'espace @, on appelle alors produit
scalaire des fonctions f (x) et ¢ (x) I'expression

b
(f0)= [ f)-omdx ®

Cette expression est analogue a l'expression (2). I est aisé¢ de vérifier que
le produit scalaire (8) posséde des propriétés identiques aux propriétés (3)
établies pour les vecteurs)

(f,0)=(9, f)

(i + /2.0 =(f1,9)+(f2,9) )

f,0) =M1, 0)

Par analogie au module du vecteur (formule (4)) on définit ce qu'on
appelle la norme de I'élément f'(x) de 1'espace @ :

b
lr 1=V = j[f(x)]zdx.(lo)

" Cette classe de fonctions a déja fait l'objet d'une étude dans le théoréme
du § 1. On aurait pu certes examiner une classe plus vaste de fonctions, a
laquelle s' appliqueraient toutes les assertions du § 1.
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Par analogie a la formule (5) nous appellerons distance entre les
elements f(x) et ¢ (x) de l'espace @ I'expression

b
| /o= .[[f(X)—cp(x)]zdx(n)

L'expression (11) de la distance entre les éléments de I'espace est appelée
métrique de cet espace. Elle coincide au facteur vb—a prés avec I'écart
quadratique moyen J, défini au § 7.
I1 est évident que si f (x) = @ (x), autrement dit que f (x) et ¢ (x)
coincident en tous les points du segment [a, b], alors || f- ¢ || = 0. Si, par
contre, || f- ¢ || = 0, alors ' (x) = ¢ (x) en tous les points du segment [a, b]
sauf pour un nombre fini de points *). Dans ce cas on dit également des
¢éléments de I'espace @ qu'ils sont identiques.
On appelle espace fonctionnel linéaire a métrique quadratique un espace
de fonctions bornées monotones par tranches muni des opérations (7), (8)
et de la métrique définie par la relation (11). On appelle points de
l'espace, ou vecteurs, les éléments de 'espace (D.
Considérons la suite de fonctions

D1 (X), P2 (X), <o O (X), s (12)
appartenant a l'espace .
On dit que la suite de fonctions (12) est orthogonale sur le segment [a,
b].si pour des valeurs arbitraires de 7, j (i #/) on a

b
920, = 0,00, () dr. (13)

De I'égalité (1) du § 1 il vient que, par exemple, le systéme de fonctions
1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, cos 3x, sin 3x, . . .
est orthogonal sur le segment [-t, 7t].

Montrons a présent que le développement d'une fonction en série de
Fourier suivant des fonctions orthogonales est analogue a la
décomposition d'un vecteur suivant des vecteurs orthogonaux. Soit le
vecteur

A :A|el +A2€2+ N +Akek+ e +A,, e,. (14)

On suppose que les vecteurs ey, e, ..., e, sont orthogonaux, c'esta-dire que
sti#],

(e1¢)=0. (15)
Déterminons la projection 4; en multipliant scalairement les deux
membres de I'égalité (14) par le vecteur e;. D'aprés les propriétés (2) et
(3) nous obtenons

" Voire pour un nombre infini d'entre eux o /' (x) # ¢ (x).
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(Aep) = Ai(eiep) + Ay (erer) +. ..+ Ay (ere) + . . . Ay(e,er) Rép

2(cosx cos3x cosSx sinx sin2x sin3x
De la relation (15) il vient -— + + +...|+3 - -

1

—T +

4 m\ 12 2 2 1 2 3
(Aey) = A (ese), 3 5

d'ou
(Ae,) 2. Utiliser le développement en sinus de la fonction f'(x) = 1 dans
= " k ) k=1,2,...)(16) l'intervalle (0, ) pour calculer la somme de la série
€kl 1 n
Supposons que la fonction f'(x) admette un développement suivant un 1—5 + 57 +... Rép. R
téme de foncti th 1
Systeme de fonctions orthogona ei 3. Utiliser le développement en série de Fourier de la fonetion, ' (x) = x*
_ 2
Jx)= Zak(pk () (A7) pour calculer la somme de la série i—L+L—L ... Rép. T
pam 12 27 3% 47 12

En multipliant scalairement les deux membres de 1'égalité (17) par ¢, (x)
et compte tenu de (9) et (13) nous avons %)

(fs (Pk) =dag ((Pks (pk):
d'ou il vient

b
[ reoco ax
a, = (((Pf,(fpk)) — ab (18)
ST (ool as

La formule (18) est analogue a la formule (16). Posons

$u =D 4y 0 () (19)
k=1
8, =|f-s.] (n=1,2,...)0)
Si
limsg, =

n—>0
le systéme de fonctions orthogonales (12) est complet sur le segment
[a, b].
La série de Fourier (17) converge en moyenne vers la fonction f'(x)

Exercices
1. Développer en série de Fourier dans l'intervalle (-xt, 7) la fonction

f(x)=xpour-nt<x<0,
f(x)=2xpour0<x<m.

" Nous supposons que toutes les séries de ce paragraphe sont
convergentes et que 1 intégration terme a terme est 1égitime.

Développer en série de Fourier dans l'intervalle (-rt, 7) la fonction

nt x? , cos2x cos3x cos4x
f(x)=——— Rép x— + - +
12 4 22 32 4?
Développer en série de Fourier dans l'intervalle (-xt, 7) la fonction
+
f(x)z—% pour T < x <0,

f(x):%(rr—x)pouro <x<n.

. 1. 1.
Rép. smx+Esm2x+§sm3x+...

Développer en série de Fourier dans l'intervalle (-rt, 7) la fonction
f(x)=-xpour-nt<x<0,
fx)=0pour0<x<m.

, w2 cos(2m+1)x 1s1nnx
Rép. ——— ="
V)

Développer en série de Fourier dans l'intervalle (-rt, 7) la fonction
f(x)=1pour-n<x<0,
f(x)=-2pour0<x<m.
1 6 ~=sin(2n+1)x
-2

Rép. — 1 —
Py 2+l

n=1

m=0
Développer la fonction f(x) = x> dans l'intervalle (0, ) en série de

2
sinus. Rép. —Z( 1)"+I{TE %[(—1)” —1]} sin nx
n n

n=1
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9. Développer la fonction y = cos 2x dans l'intervalle (0, ) en série

de sinus. Rép. _i{ sin x 3sm3x 5sin 5x }

+
SERRPTRPCRP TR
10. Développer la fonction y = sin x dans l'intervalle (0, 7) en série de
4 {1 cos2x N cos4x +}

2 1-27 1-47
11. Développer en série de Fourier la fonction y = ¢* dans 1" intervalle (-

1,1).

cosinus. Rép. —
T

o (-1)" cos—m

+1@ —e )22 +

+I’lTC

Rép.
)" nsin Tm

w (-1
(e —e” )Z

12. Développer la fonctlon f(x) = 2x dans l'intervalle (0, 1) en série de

sinus. Rép. — ™ si
p. RZ( ' sin 2

m=0

+I’lTC

13. Développer la fonction f'(x)=x dans l'intervalle (0, /) en série de

nmx
sin ——

sinus. Rép. —Z( " S

m=0 n

xpour0<x<1,

14. Développer la fonction f(x)= { dans l'intervalle

2-xpourl<x<?2
(0, 2): a) en série de sinus; b) en série de cosinus. Rép. a)
in 2n+1nx

8 ntl 2 1 cos(2n+1)mx
2 Z =D T N2 5 T2 Z
Fi— 2n+1) n? 2n+1)?

m=0



) Chapitre XVIII )
EQUATIONS DE LA PHYSIQUE MATHEMATIQUE

§ 1. Principaux types d'équations de la physique mathématique

On appelle équations fondamentales de la physique mathématique (dans
le cas d'une fonction de deux variables indépendantes) les équations
différentielles aux dérivées partielles du second ordre suivantes.

[LEquation des ondes:

0%u 0%u
P a’—(1)

Nous semmes conduits a cons1derer cette équation dans I'étude des
processus de vibrations transversales d'une corde, des vibrations
longitudinales d'une tige, des oscillations du courant électrique dans un
conducteur, des vibrations de torsion d'un arbre, des oscillations des gaz,
etc. C'est I'équation du type hyperbolique la plus simple.

II. Equation de la chaleur ou équation de Fourier:
UL
ot o’
Nous sommes conduits a I'étude de cette équation, une fois mis en
présence de problémes posés par les processus de diffusion de la chaleur,
de filtration de liquides ou de gaz dans un milieu poreux (par exemple la
filtration du pétrole et des gaz dans les grés sous couverture), de certains
problémes de la théorie des probabilités, etc. C'est I'équation du type
parabolique la plus simple.

III. Equation de Laplace:

6_u " 6_u -0(3)

oyt

Nous sommes conduits a I'étude de cette équation, lorsque nous abordons
les problémes posés par les champs électriques et magnétiques, 1'état
stationnaire de chaleur, I'hydrodynamique, la diffusion, etc. C'est
1'équation du type elliptique la plus simple.
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Dans les équations (1), (2) et (3) la fonction a déterminer a dépend de
deux variables. On peut également étudier les équations correspondantes
au cas ou la fonction a déterminer comporte un plus grand nombre de
variables. Par exemple, I'équation des ondes dans le cas de trcis variables
indépendantes est de la forme:

o°u [ 0*u d%*u
—=a’ —+— ()
ot? o oyt

'équation de la chaleur dans le cas de trois variables indépendantes est de

la forme

ou O'u  0%u

e 2)

ot Ox ay
1'équation de Laplace a trois variables indépendantes est de la forme

2 2 2
fié}+fzé§+fz{§::o.(3o
ox° oy® oz

§ 2. Etablissement de 1'équation pour des cordes vibrantes.
Formulation du probléme aux limites. Etablissement de 1'équation
pour des oscillations électriques dans un conducteur

En physique mathématique on entend par corde un fil flexible et
¢lastique. Les tensions apparaissant dans la corde a un instant quelconque
de temps sont dirigées suivant la tangente a son profil. Soit 1 la longueur
de la corde qui, a l'instant initial, est dirigée suivant le segment de l'axe
Ox de 0 a [. Supposons que les extrémités de la corde soient fixées aux
points x =0 et x = /. Si l'on écarte la corde de sa position initiale et puis
qu'on la lache ou si, sans écarter la corde, on imprime a ses points, a
I'instant initial, une certaine vitesse ou encore si 1'on écarte la corde en
imprimant en méme temps une certaine vitesse a ses points, les points de
la corde seront alors animés d'un certain mouvement et on dira que la
corde vibre. Le probléme consiste a déterminer la forme de la corde pour
tout instant arbitraire du temps et a déterminer la loi du mouvement de
chacun de ses points en fonction du temps.

Nous ne considérons que les petits écarts des points de la corde par
rapport a leur position initiale. On peut donc admettre que le mouvement
des points de la corde s'effectue perpendiculairement a I'axe Ox et dans
un méme plan. Dans cette hypothése le mouvement vibratoire de la corde
est décrit par une seule fonction u (x, ) qui donne le déplacement d'un
point de la corde d'abscisse x a l'instant # (fig. 389).

Comme nous ne considérons que des petits écarts de la corde dans le plan
(x, u), nous pouvons supposer que la longueur de I'é1ément M; M, de la
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corde est égale a sa projection sur I'axe Ox, c'est-a-dire ') que M; M, =
x; — x1. Nous supposerons aussi que la tension est la méme pour tous les
points de la corde ; désignons-la par 7.

M +dg

I

X
&

S

Fig. 389 Fig.390

Considérons 1'élément MM' de la corde (fig. 390). Aux extrémités de cet
¢élément agissent les forces 7 suivant la tangente a la corde. Supposons
que les tangentes forment avec l'axe Ox les angles ¢ et ¢ + Ag. La
projection sur I'axe Ou des forces agissant sur 1'é1ément MM' sera égale a
T sin (¢ + A@) - T sin @. Comme 1'angle ¢ est petit, on peut poser tg ¢ =
sin ¢, et nous aurons

Tsin(p+A@)—Tsino = Ttg(p+Ap)—-Tigo=T
Ox Ox

2 2
:T6 u(x+9Ax,t)szT6 u(x,t)

ox? Oox

Ax, 0<06<l1

(nous avons appliqué ici le théoréme de Lagrange a l'expression entre

crochets).

Pour obtenir 1'équation du mouvement, il faut égaler a la force d'inertie

les forces extérieures appliquées a I'¢lément. Soit p la densité linéaire de

la corde. La masse de 1'¢lément de la corde sera o Ax. L'accélération de
2

1éle 0“u , .
element est -5 - Par conséquent, nous aurons en vertu du principe de
ot

d'Alembert
2 2
par S 7 O
Ot ox

" Cette hypothése équivaut a négligar la quantité ux par rapport a 1 En
effet,
X, X, 1 X,
MM, = J- 1+u'? dx :J.(l-i-zu;z —...)dx ~ J-dx=x2 —Xx
X

x| X

7
= ~#0 T X+Ax | Z

ou(x + Ax,t) 3 ou(x, t)} _

408

L T . .
Simplifiant par Ax et, posant — = a” nous obtenons I'équation du
p

mouvement
2 2
Ou_ 207U ()
o ox?
Nous avons obtenu l'expression dite équation des ondes qui est 1'équation
des cordes vibrantes. Pour déterminer complétement le mouvement de la
corde la seule équation (1) ne suffit pas. La fonction a déterminer u (x, ¢)
doit encore satisfaire aux conditions aux frontiéres indiquant ce qui se
produit aux extrémités de la corde (x = 0 et x = 1) et aux conditions
initiales décrivant 1'état de la corde a l'instant initial (¢ = 0). Par conditions
aux limites on entend l'ensemble des conditions aux frontieres et des
conditions initiales.
Supposons par exemple que, comme nous l'avons admis, les extrémités de
la corde pour x = 0 et x = / soient immobiles. Alors pour tout ¢ doivent
étre vérifiées les égalités
u(0,H=0,(2"
u(,H=0.2")

Ces égalités constituent les conditions aux frontiéres pour notre
probléme.

A l'instant initial # = 0 la corde posséde la forme que nous lui avons
donnée. Supposons que cette forme soit définie par la foliction f (x). On
doit ainsi avoir

u(x, 0)=ul==fx). (37)

On doit en outre fixer la vitesse a l'instant initial en chaque point de la
corde, qui est déterminée par la fonction ¢ (x). Ainsi on doit avoir

ou )
o, =o(x) 37)

Les conditions (3") et (3 ") sont les conditions initiales.

Remarque. En particulier on peut avoir f(x) =0 et ¢ (x) = 0. Si ces
conditions sont réalisées, la corde est au repos et, par conséquent, u (x, f)
=0.

Comme nous l'avons indiqué plus haut, nous sommes conduits a
I'équation (1) par les problémes posés dans le cas des oscillations
électriques dans les conducteurs. Examinons ce cas. Le courant électrique
dans un conducteur est caractérisé par l'intensité i (x, ) et la tension v (x,
1), qui dépendent de la coordonnée x du point du conducteur et du temps .
Considérant un ¢élément de conducteur Ax, nous pouvons écrire que la
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chute de tension dans I'élément Ax est égale a v (x, f) - v (x + Ax, 1)

~ —QAX . Cette chute de
ox

tension est constituée par la tension ohmique égale a iR Ax et la tension

inductive égale a %LAX. Donc
t

—@Ax = iRAx+QLAx, 4
ot ot
ou R et L sont respectivement la résistance et I'inductance, calculées pour
l'unité de longueur du conducteur. Le signe moins indique que le sens du
courant est opposé a 'accroissement de v. Divisant par Ax, nous obtenons
I'équation
ov

—+iR+Lg:0. 5)
ot ot

La différence des intensités du courant entrant et sortant de I'élément Ax
au cours du temps Af sera

L(x, ) —i(x+ Ax,t) = —%AxAt
X

0
Elle est dépensée pour la charge de 1'é1ément égale a CAxa—:At et pour la

fuite par la surface latérale du conducteur due a l'imperfection de
l'isolation, égale a Av Ax At (A désigne ici le coefficient de fuite). En
égalant ces expressions et en divisant par Ax At nous obtenons I'équation
Q-FCQ-FAV:O . (6)
ot ot
On convient d'appeler les équations (5) et (6) equations du télégraphe.
On peut tirer du systéme d'équations (5) et (6) une équation ne contenant
que la fonction inconnue i (x, ) et une équation ne contenant que la
fonction inconnue v (x, 7). Dérivons les termes de I'équation (6) par
rapport a x, les termes de l'équation (5) par rapport a ¢ et multiplions-les
par C. En retranchant I'une de 1'autre nous obtenons:
2, . 2.
a2 Rl Tl
ox? Ox ox or?

o, . Ov .,
Remplagant clans cette derniére équation ™ par son expression tirée de
X
'équation (5) nous obtenons:
2. . . 2.

O cir-r B R Oy

ox’ ot Ox or?
ou
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2. 2. .
O e % (cr+ a) %y ari . (7)
ox’ o’ ot
D'une maniére analogue on obtient une équation déterminant v (x, £)
2 2
O L9 (R4 AL) D+ 4Ry, (8)
ox? o’ ot
Si l'on peut négliger la fuite de courant par l'isolation (4 = 0) et la
résistance (R = 0), les équations (7) et (8) se raménent a des équations des
ondes

, 0% % , 0%y 0%
¢ 2T 4 T T
ox ot ox ot
ot I'on a désigné a* = VoA Les conditions aux frontiéres et initiales sont

formulées pour le probléme en tenant compte des conditions physiques.

§ 3. Résolution de I'équation des cordes vibrantes par la méthode de
séparation des variables (méthode de Fourier)

La méthode de séparation des variables (ou méthode de Fourier) que nous
allons considérer est typique pour la résolution de nombreux problémes
de physique mathématique. Soit a trouver la solution de I'équation
2 2
oTu _ a2 8_u’ )
o ox’
satisfaisant aux conditions aux limites
u(0,H=0,(2)
u(l,H)=0,(3)
u(x,0)=/(x), (4)
W e )
0t | 1=
.Nous chercherons une solution particuliére (non identiquement nulle) de
I'équation (1) satisfaisant aux conditions aux frontiéres (2) et (3) sous
forme de produit de deux fonctions X (x) et 7 (f) dont la premiére ne
dépend que de x et la seconde que de ¢
ulx, )=X) T ). (6)

Effectuant cette substitution dans 1'équation (1) nous obtenons X (x) T "
() =a’X" (x) T (¢) et divisant les termes de I'égalité par a’XT

T" 3 Xﬂ

a’T X
Le premier membre de cettc; égalité est une fonction qui ne dépend pas
de x, et le second une fonction qui ne dépend pas de ¢. L'égalité (7) ne
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peut avoir lieu que dans le cas ou le premier comme le second
membre ne dépendent ni de x ni de ¢, autrement dit sont égaux a un
nombre constant. Désignons-le par -A, oi A > 0 (nous considérerons plus
loin le cas A < 0). Donc,
TN a XN _
AT X
Nous obtenons de ces égalités deux équations
X"+2AX=0,(8)
T"+a2 A T=0.
Les solutions générales de ces équations sont (cf. ch. XIII, § 21)

X(x):Acos\/xx+Bsinx/Xx, (10)

T(t)= Ccosaﬁt-ﬁ-Dsinaﬁt , (1)
ou 4, B, C, D sont des constantes arbitraires.

Portant les expressions de X (x) et de T () dans 1'égalité (6) nous
obtenons:

.u(x,t) :(AcosﬁerBsin\/Ix)(Ccosa\/xt+Dsina\/xt)
Choisissons maintenant les constantes A4 et B de sorte que soient vérifiées
les conditions (2) et (3) . Comme T (f) = 0 (dans le cas contraire nous
aurions u (x, t) = 0, ce qui contredit notre hypothese), la fonction X (x)
doit vérifier les conditions (2) et (3), c'est-a-dire que 1'on doit avoir X (0)
=0, X () = 0. Portant les valeurs x = 0 et x = [ dans 1'égalité (10) nous
obtenons en vertu de (2) et (3)

0=4.1+B.0,
0=Acos/A I+ Bsin/A1
La premicre équation nous donne 4 = 0 et la seconde :

.Bsinx/k_l:O

B #0, car dans le cas contraire nous aurions X =0 et u = 0, ce qui
contredit I'hypothese. Par conséquent, on doit avoir

sin/A 1=0

—A

d'ou

ﬁ:%(n ~1,2,..) (12)
(nous ne prenons pas la valeur n = 0; car dans ce cas nous aurions X =0 et

u =0) . Nous obtenons ainsi
X :Bsinnl—nx (13)

Les valeurs trouvées de A sont appelées valeurs propres pour le probléme
aux limites donné. Les fonctions X (x) correspondantes sont appelées
fonctions propres.
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Remarque. Sinous avions pris au lieu de -1, I'expression +A = &%,
'équation (8) serait de la forme
X" - KX=0.

La solution générale de cette équation est
X=4e"+ Be™.

Une solution non nulle dans le cas d'une équation de cette forme ne pent
vérifier les conditions aux frontiéres (2) et (3).

Connaissant v/ nous pouvons en utilisant 1'égalité (11) écrire
T(t) = Ccosa’;—nt+DSin$t n=1,2,..).(14)

Pour chaque valeur de n, et par conséquent pour chaque A, portons les
expressions (13) et (14) dans I'égalité (6), nous obtenons la solution de
I'équation (1) vérifiant les conditions aux fronticres (2) et (3). Désignons
cette solution par u, (x, f)

u, (x,1) = sinnl—n[C” cos%nt—i-Dn sin%“t) _(15)

Pour chaque valeur de n nous pouvons choisir les constantes C et D et
c'est pourquoi nous écrivons C, et D, (la constante B est incluse dans C,
et D,). Comme I'équation (1) est linéaire et homogene, la somme des
solutions est aussi one solution et c'est pourquoi la fonction représentée
par la série

u(x,t) = iu” (x,2)
n=1

ou

< antm . anm \ . nm
u,(x,t)= ;(Cn cosTt +D, smth sme (16)
est aussi one solution de I'équation différentielle (1) qui vérifie les
conditions aux frontiéres (2) et (3). Il est évident que la série (16) ne sera
la solution de 1'équation (1) que dans le cas ou les coefficients C, et D,
sont tels que cette série converge et que convergent les séries obtenues
apres dérivation terme a terme par rapport a x et a 7.

La solution (16) doit encore satisfaire aux conditions initiales (4) et (5).
Nous l'obtiendrons par un choix adéquat des constantes C, et D,. Posant
dans I'égalité (16) ¢ = 0, nous obtenons (cf. la condition (4))

= . nm
f(x)_;cn sin—=x.(17)
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Si la fonction f (x) est telle qu'on peat. la développer en série de
Fourier (cf. § 1, ch. XVII) dans l'intervalle (0, /), la condition (17) sera
vérifiée si l'on pose

1
C, :%z')‘f(x)sin%xdx

Puis en dérivant les termes de 1'égalité (16) par rapport a ¢ et posant £ = 0
nous obtenons en vertu cle la condition (5) I'egalité

o(x) = ZD” @sin%x
n=l1

Déterminons les coeflicients de Fourier de cette série:

i
ant 2 . nm
D, e —7£¢(x) s1n7xdx

ou
2 l
D, =—— [e(x)sin"F xdx (19)
ant o [

Nous avons ainsi démontré que la série (16) dont les coefficients C, et D,
sont déterminés par les formules (18) et (19) représente, si elle est
doublement dérivable terme a terme, la fonction u (x, #) qui est la solution
de I'équation (1) et vérifie les conditions aut frontiéres et initiales (2)-(5).

Remarque. Résolvant le probléme considéré pour I'équation des
ondes par une autre méthode on peut démontrer que la série (16) est
également la solution dans le cas ou elle n'est pas dérivable terme a terme.
La fonction f (x) doit alors étre deux fois dérivable et ¢ (x) une fois
dérivable.

§ 4. Equation de la propagation de la chaleur dans one barre. Enoncé
du probléme aux limites

Considérons une barre homogene de longueur /. Nous supposerons que
les pertes sont éliminées par isolation thermique de la surface latérale de
la barre et qu'en chaque point de sa section transversale la tempéraiure est
identique. Etudions le processus de propagation de la chaleur dans la
barre.

Disposons l'axe Ox de sorte que I'une des extrémités de la barre coincide
avec le point x = 0 et l'autre avec le point x =/ (fig. 391). Soit u (x, ) la
température dans la section de la barre d'abscisse x a l'instant . On a
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établi expérimentalement que la vitesse de propagation de la chaleur,
c'est-a-dire la quantité de chaleur pénétrant

[ [ T ]
0 T, T, (
Fig. 391

par la section d'abscisse x au cours d'un intervalle de temps unité, est
donnée par la formule

ou
=——k—S(1
q o (D

ou S désigne l'aire de la section de la barre considérée, & le coefficient de
conduction thermique ).

Considérons I'élément de la barre, compris entre les sections d'abscisses
x1 et x; (x, — x; = Ax). La quantité de chaleur passant par la section
d'abscisse x; au cours du temps At sera

AQ, :_k6_u SAt (2)
X |yey,
de méme pour la section d'abscisse x;:
AQ, = —ka—u SAt. (3)
ox X=X,

L'apport de chaleur AQ| — AQ, dans 1'é1ément de la barre au cours du

temps At sera égal a
AQ, -AQ, = —ka—u SAt |- —ka—u SAt |~
Ox e, Oox - @)

62
~ kS AxSAr
ox
(nous avons appliqué le théoréme de Lagrange a la différence
0 0
a - . Cet apport de chaleur au cours du temps Af est
ox e, ox —

dépensé pour élever la température de 1'élément de la barre de la quantité
Au
AQI-AszcpAXSAu

" La vitesse de propagation de la chaleur, ou la vitesse du flux de chaleur,
A
est donnée par: g = lim A0
A0 At

Ou.AQ désigne la quantité de chaleur passant par la section S au cours du
temps
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ou
AQ) — AQ>= cp Ax S at At, (5)

ou ¢ désigne la capacité calorifique de la substance de la barre, p la

densité de la substance de la barre (p Ax S est la masse de I'élément de la

barre).

En égalant les expressions (4) et (5) de la méme quantité de chaleur AQ; -

AQ, nous obtenons

o%u

ox?

k=— AxSAt = cprS% At

ou
ou_k 0%
ot cp ox?

Désignant LS =a? , nous obtenons en définitive
cp
2
ou =q? o’u (6)
ot o
C'est 1a 1'équation de la propagation de la chaleur (équation de la
chaleur) dans une barre homogéne.
Pour que la solution de I'équation (6) soit enticrement déterminée, la
fonction u (x, £) doit vérifier les conditions aux limites, correspondant aux
conditions physiques du probléme. Les conditions aux limites pour la
solution de I'équation (6) peuvent éEtre diverses. Les conditions
correspondant au premier probléme aux limites pour 0 < ¢ < T sont les
suivantes:
u(x,0) =9 (x), (7)
u(0, 5=y, (0, (8)
u(l,)=y2() (9)

Du point de vue physique la condition (7) (condition initiale) correspond
a ce que pour ¢ = 0 la température dans les différentes sections de la barre
est donnée égale a ¢ (x) . Les conditions (8) et (9) (conditions aux
frontiéres) correspondent au fait qu'aux extrémités de la barre pour x = 0
et x = / on maintient une température égale respectivement a y; (¢) et y,
.

On démontre au § 6 que I'équation (6) a une solution unique dans le
domaine 0 <x < 1, 0 < ¢ < T vérifiant les conditions (7), (8), (9).

§ 5. Propagation de la chaleur dans I'espace

Considérons le processus de propagation de la chaleur dans I'espace a
trois dimensions. Soit u (x, y, z, f) la température au point de coordonnées
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(x, ¥, z) a l'instant ¢£. On a établi empiriquement que la vitesse de
passage de la chaleur par la surface As, c'est-a-dire la quantité de chaleur
débitée durant I'unité de temps, est déterminée par la formule (analogue a
la formule (1) du paragraphe précédent)

AQ =—k u As, (1)
on

ou k désigne le coefficient de conduction thermique du milieu considéré
que nous supposons homogene et isotrope, n le vecteur unité orienté
suivant la normale a la surface As dans le sens de la propagation de la
chaleur. En vertu du § 14, ch. VIII, t. I nous pouvons écrire

Ou Ou Ou Ou
— =—cosa+—cosB+—cosy
on Ox oy oz

ou cos a, cos B, cos y sont les cosinus directeurs du vecteur n, ou encore

ou
—=ngradu
on &

Portant I'expression Z—u dans la formule (1) nous obtenons
n

AQ = —kn grad u As
La quantité de chaleur, passant au cours du temps Az par la surface As,
sera égale a
AQ At = —kn grad u At As
Revenons au probléme que nous avons posé au début de ce paragraphe.

Dans le milieu considéré isolons un petit volume ¥ limité par la surface S.
La quantité de chaleur s'écoulant par la surface S sera

0= —AII kngradu ds (2)
s

ou n est le vecteur unité orienté suivant la normale extérieure a la surface
S.
On voit que la formule (2) donne la quantité de chaleur pénétrant dans le
volume ¥ (ou quittant le volume V) au cours du temps Az. La quantité de
chaleur pénétrant dans le volume V sert a réchauffer la substance de ce
volume.

Considérons un volume ¢élémentaire Av. Supposons qu'au cours du laps de
temps At sa température soit élevée de Au. I1 est évident que la quantité
de chaleur dépensée pour élever la température de 1'élément Av sera égale
a

cAvpAu = cAvp (;—l: At
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ou ¢ est la capacité calorifique de la matiére et p la densité. La
quantité globale de chaleur dépensée a I'échauffement dans le volume V'

au cours du temps Af sera
ou
At”..[c —dv
’ P Ot

Mais c'est la quantité de chaleur débitée dans le volume V" au cours du
temps At, elle est déterminée par la formule (2). Nous avons ainsi 1'égalité

—At‘[SJ‘kn graduds = Atj!jcpg—?dv

Divisant par A¢ nous obtenons:

—J;J-kn gradu ds = J.-’[J‘cpaa—?dv

L'intégrale de surface du premier membre de cette équation peut étre
transformée d'apres la formule d'Ostrogradsky (cf. § 8, ch. XV) en posant
F=kgradu

- [[ k eraduym ds = [[ [ aivk gradwyav
S Vv

Remplagant l'intégrale double du premier membre de I'égalité (3) par une
intégrale triple nous obtenons:

_J'£ div(k grad u)dv = J'Jj‘cpaa—”;dv

ou
j j ﬂdiv(k grad u) + ¢p g—ﬂdv —0.(4)
4

Appliquant le théoréme de la moyenne a l'intégrale triple du premier
membre (cf. § 12, ch. XIV), nous obtenons

{div(k grad u) +cp a_u} &)

X=XLY=V1,252

ou P (x, y1, z) est un point du volume V.

Comme nous pouvons considérer un volume arbitraire /" dans l'espace a
trois dimensions, ou s'effectue la propagation de la chaleur, et comme
nous supposons que la fonction sous le signe d'intégration dans 1'égalité
(4) est continue, 1'égalité (5) sera vérifiée en chaque point de 1'espace.
Ainsi

cpz—l: =-div(k gradu) . (6)
Mais
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k gradu :ka—ui+ka—uj+ka—u
Ox oy oz

k

et
div(k grad u) :i ka—u +i ka_” +i ka_”
ox\_ ox) oy\ oy) o0z\ 0Oz
(cf. § 8, ch. XV). Portant dans 1'équation (6) nous aurons

ou O(,0u) O(,0u| Of,o0u
—cp—=—k—|+—|k— |+—| k—
o ox\ ox) oy\ 0Oy) 0z\ 0Oz

Si k est une constante, alors
2 2 2
div(k grad u) = k div(gradu) = k a—;‘+a—z‘+6—;‘
ox° oy° o0z
et 1'équation (6) donne dans ce cas
Ou [62u o%u azu]

—p—=kl —+—+—
ot &t

k 2
ou, en posant ——=a",

cp
ou 2 o°u 0*u d%u
P N
ot ox~ oy oz
Sous une forme condensée I'équation (8) s'écrit
a_u =a’Au
ot
2 52 2
ou A= —5 Tt et I'opérateur de Laplace.
ox° oy° Oz

L'équation (8) est ['équation de la propagation de la chaleur dans
l'espace a trois dimensions. Pour trouver sa solution unique satisfaisant
au probléme pos¢ il faut se donner les conditions aux limites.

Supposons que nous ayons un corps Q dont la surface est . On considére
dans ce corps le processus de propagation de la chaleur. A l'instant initial
la température du corps est donnée. Cela correspond a ce que 1'on connait
les valeurs de la solution pour ¢ = 0, autrement dit les conditions initiales:

u(x,y,2,0)=0¢ (x,,2).(9)

En outre on doit connaitre la température en tout point M de la
surface ¢ du corps en tout instant #, les conditions aux frontiéres:
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u (M, £) =y (M, £). (10)

(D'autres conditions aux frontiéres sont possibles.)
Si la fonction recherchée u (x, y, z, ) ne dépend pas de z, cela
correspond a ce que la température ne dépend pas de z, nous obtenons

I'équation
2 2
ou_ 2| 07u O%u (11)
at axz ayz

dite équation de la propagation de la chaleur dans le plan. Si l'on
considére la propagation de la chaleur dans un domaine plan D de
frontiére C, les conditions aux limites de méme que (9) et (10) sont alors
u(x,y,0)=0(x,y),
w (M, )=y (M, 1),
ou @ et y sont des fonctions données, M un point de la frontiére C.
Si la fonction a ne dépend ni de z ni de y, nous obtenons 1'équation

o 0°

6_u: a’ —;{ dite équation de la propagation de la chaleur dans une
t ox

barre.

§ 6. Résolution du premier probléme aux limites pour I'équation de la
chaleur par la méthode des différences finies

De méme que pour le cas des équations différentielles ordinaires, lors de
la résolution des équations aux dérivées partielles par la méthode des
différences finies, les dérivées sont remplacées par les différences
correspondantes (cf. fig. 392)

ou(x,t) u(x+h,t)—u(x,1)

ox h
62u(x,t)~1 u(x+h,t)—u(x,t) u(x,t)—u(x—h,t)
o2 NZ{ h - h }

>

ou
ﬁzu(x, 0 _u(x+h,)=2u(x,t)+u(x—h,1)
ox? h?
d'une maniére analogue
ou(x,t) _u(x,t+10)—u(x,1)
or /
Le premier probléme aux limites pour I'équation de la chaleur (cf.. § 4)

s'énonce de la maniére suivante. On demande de trouver la solution de
1'équation
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ot axz
vérifiant les conditions aux limites
ux,0=0x),0<x<L, (5
u0,0)=wy, (H),0<t<T,(6)
u(l, )=y, (0,0<t<T,(7)

2
Ou azau

“

c'est-a-dire de trouver la solution a (x, t) dans le rectangle délimité par les
droites t=0,x=0,x =L, ¢t = T si 'on connait les valeurs

ay

t
;
t)
(xt+l) 1 k+1)
@hD @i @iht) 1kl (k) Jietk

de la fonction recherchée sur trois de ses cotés : =0, x =0, x = L (fig.
393). Couvrons ce rectangle d'une grille formée par des droites

x=ih.i=1,2,...

t=kl,k=1,2,...,
et déterminons les valeurs approchées des solutions aux noeuds de cette
grille, c'est-a-dire aux points d'intersection de ces droites. Introduisons les
notations : u (ih, kl) = u; ;. Ecrivons au lieu de 1'équation (4) 1'équation
correspondante en différences finies pour le point (i4, k). Conformément
aux formules (3) et (2) nous obtenons:

Uik ~Uif 22 Ui h —2U; g Ui

/ B

Définissons u; 11
[, 2a%1 , 1
Ul = 1+_h2 Uy ta e (i p +uiig)

I1 découle de la formule (9) que si I'on connait les trois valeurs dans la &-
iéme série : u; i, U1,k Ui1, k, ON peut déterminer la valeur u; 4 dans la (k
+ 1)-iéme série. Nous connaissons toutes les valeurs sur la droite £ = 0 (cf.
formule (5)). D'aprés la formule (9) nous déterminons les valeurs sur tous
les points intérieurs du segment ¢ = /. Les valeurs aux extrémités de ce
segment nous sont connues en vertu des formules (6) et (7). Ainsi nous
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déterminons rangée par rangée les valeurs de la solution recherchée
pour tous les noeuds de la grille.
Il est démontré que 1'on peut obtenir d'aprés la formule (9) une valeur
approchée de la solution non pas pour une valeur arbitraire du rapport des
2
pas s et I, mais seulement dans le cas ou /< — - La formule (9) se

2a

simplifie particuliérement si le pas / suivant l'axe ¢ est choisi de sorte que

2

- 2a°1 -0
h? :
(.k+1)
ou
2
o
2a (i-1k) (i+1,k)

Dans ce cas I'équation (9) prend la forme
Fig. 394

1
Ui k1 :E(qu,k +u; ). (10)

Cette formule est particuliérement commode pour les calculs (fig. 394).
On détermine par la méthode indiquée la solution aux noeuds de la grille.
La valeur de la solution entre les noeuds de la grille peut étre obtenue, par
exemple, par extrapolation, en menant un plan par tous les trois points de
l'espace (x, ¢, u). Désignons par u; (x, ¢) la solution ainsi obtenue a l'aide
de la formule (10) apres extrapolation. On démontre que

limu,, (x,t) =u(x,t)

h—0

ot u (x, £) est la solution de notre probléme. I1 est également démontré *)
que

| Up (x7 t) -u (x’ t) | <Mh27
ou M est une constante indépendante de 4.

§ 7. Propagation de la chaleur dans une barre infinie

Supposons que soit fixée a l'instant initial la température de diverses
sections d'une barre infinie. On demande de déterminer la distribution de
la température dans la barre aux instants suivants.

(On est conduit au probléme de la propagation de la chaleur dans une
barre infinie dans le cas de I'étude des problémes physiques, la longueur
de la barre étant si grande que la température de ses points intérieurs aux

" Un exposé plus détaillé de la question est donné dans l'ouvrage de L.
Collatz « Numerische Behandlung von Differentialgleichungen ». Brl.
Springer. 1951.
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moments considérés ne dépend que trés peu des conditions aux
extrémités de la barre.)

Si la barre coincide avec 1'axe Ox, le probléme mathématiquement
s'énonce de la maniére suivante. Trouver la solution de 1'équation

2
ou_,20u 12‘ (1)
ox
dans le domaine -0 <x < oo, > 0, vérifiant la condition initiale
u(x, 0)=¢ ). (2)

Appliquons, pour trouver la solution, la méthode de séparation des
variables (cf. § 3), c'est-a-dire que nous allons rechercher une solution
particuliére de 1'équation (1) sous forme de produit de deux fonctions:

u(x,)=xx)T.3)

Portant dans l'équation (1) nous aurons : X (x) T" (f) = a*X " (x) T (f) ou
T2 Xy (4)
a’T X
Chacun de ces rapports ne peut dépendre respectivement ni de x ni de ¢, et
c'est pourquoi nous les égalons & une constante ) -A%. Nous obtenons de
(4) deux équations

T+ a*\*T=0,(5)
X"+ 22X =0.(6)
En les résolvant nous trouvons
T= Ce—azkzt
X=A4 cos Ax + B sin Ax.

Portant dans (3), nous obtenons
uy (x,0) = e~ [4(0) cos Ax + B(M) sin Ax] (7)

(la constante C est incluse dans 4 (A) et B (h)).

Pour chaque valeur de A nous obtenons une solution de la forme (7). Les
constantes arbitraires 4 et B ont pour chaque valeur de A des valeurs
définies. C'est pourquoi on peut estimer que 4 et B sont des fonctions de
A,

La somme des solutions de la forme (7) est aussi une solution (du fait de
la linéarité de 1'équation (1))

" Comme, d'aprés le sens du probléme, 7 (7) doit étre bornée quel que soit

’

. , T . . . .
t, si @ (x) est bornée, T doit étre négatif. C'est pourquoi nous écrivons -

A%
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z e Nt [A(%) cos Ax + B(L) sin Ax].
n

Intégrant I'expression (7) par rapport au parametre A entre les limites O et
oo nous obtenons également une solution

u(x, t) = '[e—“% [4() cos dx + B(L) sin Ax]dh (8)
0

si 4 (A) et B (L) sont tels que cette intégrale, sa dérivée par rapport a ¢ et
sa dérivée seconde par rapport a x existent et s'obtiennent en dérivant
l'intégrale par rapport a ¢ et a x. Choisissons 4 (A) et B (A) de sorte que la
solution u (x, ¢) satisfait a la condition (2).

Posant clans I'égalité (8) ¢ = 0, nous obtenons en vertu de la condition (2)

u(x,0) = @(x) = j [A(\) cos Ax + B(L) sin Ax]dh. . (9)
0

Supposons que la fonction ¢ (x) est telle qu'elle peut étre représentée par
une intégrale de Fourier (cf. § 13, ch. XVII)

o0

o(x) = lj[ jq)(a) cos ML —x) doc] i
T 0\~
ou

0

o(x) = lj' [ I(p((x) cosAa doc]coskx +
ol

(10)
+ { j(p(oc) sin Aat docJ sin Ax | d

Comparant les seconds membres de (9) et (10) nous obtenons

A(L) = 1 J-(p(a) cos Ao dou
T
- (11
17 :
B(A)=— j(p(oc) sin Ao da
T —o0

Portant les valeurs trouvées de 4 (A) et B (L) dans la formule (8) nous
obtenons
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0

—00

1 T —a* )\t i
u(x,t):—J.e {I(p((x)coskxdaJcoskx+
T

+[ I () sin Ax da] sin Ax | d). =
= 1 .[ e N [ .[ ¢(at)(cos Ao cos Ax +sin At sin Ax) dOL] dh =
T
0

—00

= lJ.e_“z}”Z’ [ .[(p((x) cos A(o—x) da] d\.
™0

—0

et en inversant I'ordre d'intégration, nous avons en définitive

u(x,t) 1 I (p((x)(“‘e_”zkzt cos A(a —x) dk} do . (12)
T —o0) 0

C'est la solution du probléme que nous avions posé.
Transformons la formule (12). Calculons l'intégrale figurant entre
parenthéses:

© ©
J’efaz}‘zt coshMa—x)dh = L I e
0 avt 0

Cette transformation de l'intégrale a été effectuée a l'aide des substitutions

=B (14)

avt

= cosPzdz. (13)

arlt =z,

Introduisons la notation
K(B) = I e cosPz dz . (15)
0

;. *
Dérivant ) nous obtenons

0
2
K'(B) = —j ™% zsin Bz dz
0
Intégrant par parties nous trouvons

K'(B) = % [e—zz sin sz -

SN her]

0

2
J.e “ cosPzdz
0

ou

* r 3 r r .
On démontre aisément que I'on peut dériver.
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B

K'(B)= _EK(B)
Intégrant cette équation différentielle nous obtenons
ﬁ2

K(B)=Ce * (16)

Déterminons la constante C. Il vient de (15)

K(0) = je‘zz dz = %
0

(cf. § 5, ch. XIV). Par conséquent, dans 1'égalité (16) on doit avoir
c-Jr
2

Jr L

K@)="T-e * (17)
Portons la valeur (17) de l'intégrale (15) dans (13):

°° B
je_a M cos (o — x) di =L\/; 4

—e
0 aVt 2

Ainsi,

Remplagant 3 par son expression (14), nous obtenons en définitive la
valeur de l'intégrale (13)

) 1 (oc—x)2
_ah2 T
.[e P cosh(a—x)dh=— | = e 4 (18)
0 2a \ t
Portant cette expression de l'intégrale dans la solution (12) nous aurons en
définitive

_(a—x)’

J'cp(a)e 4’ o . (19)
0

1

2a\/5

u(x,t) =
Cette formule, appelée intégrale de Poisson, est la solution du probléme
posé sur la propagation de la chaleur dans une barre infinie.
Remarque. On peut démontrer que la fonction u (x, f) définie par
l'intégrale (19) est la solution de 1'équation (1) et satisfait a la condition

(2) si la fonction ¢ (x) est bornée dans l'intervalle infini (- oo, o).

Etablissons le sens physique de la formule (19). Considérons la fonction
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0 pour - < x < X
O*(x)=9¢(x) pourx, <x<x,+Ax, (20)
0 pour x, + Ax < x <0
Alors la fonction
| L

u*(x,t)=

ZaH

I o* (e 4t do 1)

est la solution de I'équation (1) prenant pour # = 0 la valeur ¢* (x). En
vertu de (20) on peut écrire :
Xo+Ax _M

! o(a)e 4t da

2a\/E ;[

Appliquant le théoréme de la moyenne a cette derniére intégrale nous
obtenons:

u*(x,t)=

(&)’
wr (e, = 2O T e <xtAr (22)
Zax/E

La formule (22) donne la valeur de la température en un point de la barre
a chaque instant si pour ¢ = 0 la température de la barre est partout u™* = 0,
exception faite du segment [x,, x, + Ax] ou elle est égale a ¢ (x). C'est
précisément la somme des températures de la forme (22) qui donne la
solution (19). Notons que si p est la densité linéaire de la barre, ¢ la
capacité calorifique de la substance, la quantité de chaleur dans I'élément
[xo, X, + Ax] pour £ = 0 sera

AQ = ¢ (§) Ax pc. (23)
Considérons ensuite la fonction

1
2a+ Tt

(&)’
e 4a't (24)

En la comparant au second membre de la formule (22) en tenant compte
de (23) on dit qu'elle donne la température en tout point de la barre a un
instant arbitraire ¢ si pour ¢ = 0 dans la section & (cas limite lorsque Ax —
0) se trouvait une source instantanée de chaleur d'une quantité de chaleur

0 =cp.
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§ 8. Problémes conduisant a I'étude des solutions del' équation de
Laplace. Enoncé des problémes aux limites

Dans ce paragraphe nous considérerons certains problémes conduisant a
la résolution de 1'équation de Laplace
o%u N o*u 0*u
o ot &t
Comme nous l'avons déja mentionné, le premier membre de
I'équation (1)

ou A est appelé opérateur de Laplace. Les fonctions a vérifiant 1'équation
de Laplace sont appelées fonctions harmoniques.

I.Distribution stationnaire de la température dans
un corps homogeéne. Soit un corps homogéne Q limité par une
surface 6. Nous avons montré au § 5 que la température en divers points
du corps vérifie 1'équation

ou 2 o’u 0%u 0%u

P IR A

ot ox~ oy oz
Si le processus est stationnaire, autrement dit si la température ne dépend
pas du temps, mais uniquement des coordonnées des points du corps, alors

ou . . - . .
m =0 et, par conséquent, la température vérifie 1'équation de Laplace
t

ot ot e’
Pour que la température du corps soit déterminée univoquement a partir
de cette équation il faut connaitre la température sur la surface . On
formule donc de la maniére suivante le prob"me aux limites pour
1'équation (1).
Trouver une fonction u (x, y, z) vérifiant 1'équation (1) a l'intérieur du
volume ) et prenant en chaque point M de la surface a des valeurs
données

2 2 2
0 u+6_u 6_”:0(1)

uls=y M) (2)
Ce probleme est appelé probléme de Dirichlet ou premier probleme aux
limites pour I'équation (1).
Si sur la surface du corps la température n'est pas connue, mais si 1'on
connait le flux de chaleur en chaque point de la surface qui est
proportionnel & an (cf. § 5), on aura sur la surface o au lieu de la
condition aux limites (2) la condition
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Ou
—| =v*WM) 3)
on |,
Le probléme de la recherche de la solution de I'équa.tion (1) vérifiant la
condition aux limites (3) est appelé probleme de Neumann ou deuxieme
probleme aux limites.
Si I'on considére la distribution de la température sur le domaine plan D,
limité par le contour C, la fonction a dépendra de deux variables x et y et
vérifiera l'€quation
2 2
a_;‘ n a_z‘ ~0(4)
ox° Oy
que l'on appelle équation de Laplace pour le plan. Les conditions aux
limites (2) ou (3) doivent étre vérifiées sur le contour C.

II. Flux potentiel d'un liquide ou d'un
gaz.Equation de continuité. Supposons qu'a l'intérieur du
volume Q, limité par la surface o (en particulier, Q. peut étre illimité), se
produit I'écoulement d'un liquide. Soit p la densité du liquide. Désignons
la vitesse du liquide par

v=vitv,j+ v.k(5)
ou vy, v,, v, sont les projections du vecteur v sur les axes de coordonnées.
Isolons dans le corps Q2 un petit volume o, limité par la surface S. Par
chaque ¢lément As de la surface S au cours du temps At passe une
quantité de liquide

AQ = pvn As At,

ou n est le vecteur unité orienté suivant la normale extérieure a la surface
S. La quantité totale de liquide Q pénétrant dans le volume © (ou
s'écoulant du volume ®) s'exprime par l'intégrale

0= AIJ.J. pvn ds (6)
G

(cf. §§ 5 et 6, ch. XV). La quantité de liquide dans le volume o a l'instant

test J-£.|-p .

Au cours du temps A¢ la quantit¢ de liquide variera, par suite de la
variation de la densité, d'une quantité

o~ [[fsvion [ 00

Supposant que le volume ® ne recéle pas de sources, nous concluons que
cette variation est due a un afflux de liquide dont la quantité est
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déterminée par 1'égalité (6). Egalant les seconds membres des égalités
(6) et (7) et simplifiant par A¢, nous obtenons

”pvn ds :jﬂ%dm. ®)

s
Transformons l'intégrale double du premier membre d'aprés la formule
d'Ostrogradsky (§ 8, ch. XV). L'égalité (8) devient alors :

Iﬂdiwp")dmjﬂ%m
jﬂ[%_dw(m)}a’m:o

Le volume o étant pris arbitrairement et la fonction sous le signe
d'intégration étant continue, nous avons

%—div(pv) =0(9)
ot

ou

ou

op O 0 0

o (Pvy) = (pvy) = (pv.)=0
C'est 'équation de continuité de l'écoulement d'un fluide compressible.
Remarque. Dans certains problémes, par exemple lors de 1'é¢tude de
I'écoulement du pétrole ou des gaz a travers un terrain poreux vers le

forage, on peut prendre
v=-— k grad p
p

ou p est la pression, k le coefficient de perméabilité et
ap _ N op

ot ot
A, = const. Portant dans 1'équation de continuité (9) nous aurons

22 1 div (k grad p) =0
ot
ou

—k@:i(k@)—i(k@ _i(k@):()(lo)
o ox Ox oOx Oy Ox Oz

Si k est constant, cette équation prend la forme

2 2 2
P __ k[P TP 0PN gy
a Al g ozl

et nous retrouvons I'équation de la chaleur.
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Revenons a I'équation (9). Si le fluide est incompressible, p = const,

19) . :
a_lj =0 et I'équation (9) s'écrit

divv=0. (12)
Si le mouvement est potentiel, c'est-a-dire si le vecteur v est le gradient
d'une certaine fonction ¢
v =grad o,
I'équation (12) prend la forme
div (grad ¢) =0
ou
2 2 2
070 070 070 _ 13
o oyt &t

autrement dit la fonction potentielle de la vitesse ¢ doit vérifier 1'€quation
de Laplace.
Dans de nombreux problémes, comme, par exemple, dans les problémes
de filtration, on peut adopter
v =-k; grad p,
ou p est la pression, k; une constante ; nous obtenons alors 1'équation de
Laplace pour déterminer la pression
2 2 2

PO 0P (13

oyt oz’
Les conditions aux limites de I'équation (13) ou (13') sont les suivantes.
1. On donne sur la surface a les valeurs de la fonction cherchée p qui est
la pression (condition (2)). C'est le probléme de Dirichlet.
2. On donne sur la surface o les valeurs de la dérivée normale

15/ . o
6_p autrement dit le flux traversant la surface (condition (3)). C'est le
n

probléme de Neumann.
3. On donne sur une portion de la surface ¢ les valeurs de la fonction
recherchée p (la pression) et sur une portion de la surface les valeurs de la

. 0
dérivée normale 6_p (le flux a travers la surface).
n

C'est le probléme de Dirichlet-Neumann.
Si le mouvement paralléle est plan, c'est-a-dire si la fonction ¢ (ou p) ne
dépend pas de z, on obtient 1'équation de Laplace dans le domaine a deux
dimensions D de frontiére C
2 2

6_;;) +a—‘2" =0. (14)

Ox oy
Les conditions aux limites du type (2), probléme de Dirichlet, ou du type
(3), probléme de Neumann, sont données sur le contour C.
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Ill.LPotentiel d'un courant électrique stationnaire.
Supposons que dans un milieu homogéne remplissant un certain volume
V passe un courant ¢électrique dont la densité en chaque point est donnée
par le vecteur J (x, y, z) = J,i +J,j+ J. k. Supposons que la densité de
courant ne dépend pas du temps 7. Supposons encore que le volume V
considéré ne contient pas de source de courant. Par conséquent, le flux du
vecteur J a travers la surface fermée S située a l'intérieur du volume  est
nul :

J- Jnds
s

ou n est le vecteur unité dirigé suivant la normale extérieure a la surface.
Sur la base de la formule d'Ostrogradsky nous pouvons conclure que

divJ=0. (15)

La loi d'Ohm généralisée permet de déterminer dans le milieu conducteur
considér¢ la force électrique E

J
E=>-(16)

ou
J=M\E,

ou A est la conductibilit¢é du milieu que nous estimerons constante. II
découle des équations générales du champ électromagnétique que si le
processus est stationnaire, le champ vectoriel E est irrotationnel, c'est-a-
dire que rot E = 0. Alors, de méme que dans le cas de I'étude du champ
des vitesses d'un liquide, le champ vectoriel est un champ potentiel (cf. §
9, ch. XV). I1 existe une fonction (. telle que

E =grad ¢. (17)

En vertu de (16) nous obtenons
J=2A grad o. (18)

Il vient de (15) et (18)
A div (grad ¢) =0
ou
2 2 2
0 f+a ‘2"+a 2=0.(19)
ox® oy° oz

Nous obtenons 1'équation de Laplace.

Résolvant cette équation pour les conditions aux limites correspondantes,
nous trouvons la fonction ¢ et d'aprés les formules (18) et (17) nous
trouvons le courant J et la force électrique E.
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§ 9. Equation de Laplace en cocordonnées cylindriques. Résolution du
probléme de Dirichlet pour un anneau avec des valeurs constantes de
la fonction recherchée sur les circonférences intérieure et extérieure

Soit u (x, y, z) une fonction harmonique de trois variables. Alors par
définition
o*u 0*u 'u

o e
Introduisons les coordonnées cylindriques (7, @, z)
X=rcos@,y=rsinQ,z=z,

r:ﬂxz—i-yz, (p:arctgf, z=12z.(2)

Remplagant les variables indépendantes x, y, z par 7, @, et z nous obtenons
une fonction u* :

d'ou

u (x’y7 Z) = u* (rﬂ (pﬂ Z)'
Trouvons 1'équation que doit satisfaire u* (r, ¢, z) en tant que fonction
des variables r, ¢ et z. Nous avons
Ou _Ou* or N ou* op
Oox Or Ox Op Ox
o%u qu*(éry ou* d*r _0%u* or d¢
—= | +——+2 —
ox?  or? \ox or ox? Oro@ Ox Ox
0%u* [a_wjz ,Olur %o
op> \ox op ox?
d'une maniére analogue

o%u azu*(ﬁrr u* 0*r _d*u* or 99
—= — | + —+2———+

3)

o? ot oy or gy*  orde oy oy
62u*(8_(pJ2+62u*82_(p
o> \ oy o0 oy’

en outre

Nous trouvons les expressions pour
or or 0’ 3’ 39 0o 0’9 O’

ax E ay bl axz > 6y2 E ax B ay B axz > ayz
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a partir des égalités (2). En faisant la somme des seconds membres
des égalités (3), (4) et (5) et en égalant le résultat a zéro (car la somme
des premiers membres de ces égalités est nulle en vertu de (1)),
nous obtenons:
2u% 1 * 1 9iy* 2 %

0’u +_8L+_a_u+a—u: ()( 6)

ot roor  rr opr 6zt
C'est l'équation de Laplace en coordonnées cylindriques.
Si la fonction a ne dépend pas de z et dépend de x et y, la fonction u* qui
ne dépend que de r et y vérifie 'équation

azu*+ 1 6u*+ 1 0%u*
ot ror rt 9e?
ou r et ¢ sont les coordonnées polaires dans le plan.
Trouvons maintenant la solution de 1'équation de Laplace dans le

=0(7)

domaine D (anneau) limité par les circonférences K : x* + y* = Rl2 et Ky
X +yt= R22 prenant les valeurs aux frontieres suivantes:
u |Kl =u,, (8)

u | K, =Uy, (9)
ou u; et u, sont des constantes.
Nous résoudrons le probleme en coordonnées polaires. 11 est évidemment
logique de rechercher une solution ne dépendant pas de ¢. L'équation (7)
prendalors la forme
o*u 1 du
Lo o
or® ror
Intégrant cette équation nous trouvons u = C; Log r + C,. (10)

Déterminons C; et C, des conditions (8) et (9)
U :C1 LOg R1 +C2, M2:C1 LOg R2+C2.

0

Nous en tirons

c - U, —21 Ly =y =y —uy) LogR, _ u;Log R, —u,Log R,
Log 2% Log 2 Log — 2
g R, g R g R

Portant les valeurs trouvées de C; et C, dans la formule (10) nous
obtenons en définitive
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Remarque. En fait nous avons résolu le probléme suivant trouver
une fonction u satisfaisant a 1'équation de Laplace dans le domaine limité
par les surfaces (en coordonnées cylindriques)
r=R,r=Ry,z=0,z=H,
et vérifiant les conditions aux frontiéres suivantes

u|r=Rl =uy, u|r=R2 =
ou ou

L I )
0z z=0 0z z=H

(probléme de Dirichlet-Neumann). I1 est évident que la solution cherchée
ne dépend ni de z ni de ¢ et est donnée par la formule (11).

§ 10. Résolution du probléme de Dirichlet pour le cercle

Soient dans le plan Oxy un cercle de rayon R, de centre a l'origine des
coordonnées et une fonction f (¢) donnée sur sa circonférence (¢ est
l'angle polaire). On demande de trouver une fonction u (», @) continue
dans le cercle (y compris sur la frontiere), vérifiant a l'intérieur du cercle
I'équation de Laplace

o%u N o%u

o oyt
et prenant sur la circonférence les valeurs données

ul _, =/(0). ()

Nous résoudrons le probléme en coordonnées polaires. L'équation (1)
s'écrit alors
o*’u lou 1 d%*u 2
—t——+——+=0 ou r°—+r—+—=0
orr ror r? g’ o o ag?
Nous chercherons la solution par la méthode de séparation des variables
en posant

=0(1)

u=o (@) R(r).(3)
Portant dans I'équation (1') nous obtenons

P O@)R" () +r® (@R (N+D" (@) R()=0
ou
D(9)  rPR'()+rR'(r)
D () R(r)
Comme le premier membre de cette équation ne dépend pas de r, et le

second membre de @, ils sont par conséquent égaux a un nombre constant
;. 2 ey, o , .
que nous désignerons par -k°. Ainsi 1'égalité (4) donne deux €quations:

—-k%. (4
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" () + K () =0 (5)
PR" (1) + 1R (r) = R (1) = 0. (5)

La solution générale de 1'équation (5) sera
® = A4 cos ko + B sin k. (6)

Nous chercherons la solution de I'équation (5') sous la forme R (r) = .
Portant R () = 7" dans (5') nous obtenons

Pm(m- 1) " - =0

m -2 =0.

ou

Nous pouvons écrire deux solutions particuliéres linéairement
indépendantes /* et #*. La solution générale de I'équation (5') sera

R=Cr+Drt. (7)
Portons les expressions (6) et (7) dans (3)
up = (Ag cos ko + By sin ko) (Cu* + D). (8)

La fonction (8) sera la solution de 1'¢quation (1') pour toute valeur de &
différente de zéro. Si k= 0, les équations (5) et (5") s'écrivent

®"=0, rR" (r)+R (r)=0,
et par conséquent
o = (4o + Bo9) (Co + D, Log 7). (8)

La solution doit étre une fonction périodique de ¢, car pour une méme
valeur r correspondant a y et y + 27 nous devons avoir la méme solution;
il s'agit en effet chaque fois d'un méme point du cercle. C'est pourquoi il
est évident que dans la formule (8') il faut que B, = 0. Nous cherchons la
solution continue et finie dans le cercle. Par conséquent, au centre du
cercle, pour » = 0, la solution doit étre finie, et par suite il faut que dans la
formule (8') D, = 0 et dans la formule (8) D, = 0.

Ainsi le second membre de (8') se raméne au produit 4,C, que nous
désignerons par 4y/2. Donc

A
Ug = 70 (8”)

Nous chercherons la solution de notre probléme sous forme d'une somme
des solutions de la forme (8), car la somme des solutions est une solution.
La somme doit étre une fonction périodique ¢. I1 en sera ainsi si chaque
terme de la somme est une fonction périodique de ¢. Pour cela & doit
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prendre des valeurs entiéres. (Notons que si nous avions égalé les
r s 2 :
membres de I'égalité (4) au nombre +4°, nous n'aurions pas obtenu une
solution périodique.) Nous pouvons nous borner aux valeurs positives

k=1,2,...,mn,...,

puisque, les constantes 4, B, C, D étant arbitraires, les valeurs négatives
de k ne donnent pas de nouvelles solutions particuliéres. Ainsi

A - .
u(r,e) = 70 + Z (4, cosno+ B, sin ne)r" (9)
n=1
(la constante C, est incluse dans 4, et B,). Choisissons maintenant les
constantes arbitraires 4, et B, de sorte que soient vérifiées les conditions
aux limites (2).
Portant dans I'égalité (9) » = R nous obtenons en vertu de la condition (2)

A o0

flo)=—"+ Z (4, cosne+ B, sinng)R" . (10)
2 n=1

Pour qu'ait lieu 1'égalité (10), il faut que la fonction f (¢p) admette un

développement en série de Fourier dans l'intervalle (-w, ) et que 4,R" et

B,R" soient ses coefficients de Fourier. Par conséquent, 4, et B, sont

déterminés d'apres les formules

R J' £(t)cos nt dt
nR"
- (11)

U
B ——_ J' f(6)sin nt dt
nR"

=T
Ainsi la série (9) avec les coefficients déterminés d'aprés les formules
(11) sera la solution de notre probléme si elle peut étre deux fois dérivée
terme a terme par rapport a » et a ¢ (mais cela n'a pas été démontré).
Transformons la formule (9). Remplacant 4, et B, par leurs expressions
(11) et effectuant certaines transformations trigonométriques nous
obtenons

u(r, ) =i J.f(t) dt+%z J-f(t)cosn(t—(p) dt[%) =

n=l _p

1 T [59) - n
- Z_'[[ f(t)[l + 2; (E] cos n(t— (p)} dt

. (12)
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Transformons l'expression figurant entre crochets *)

1+ 2i (%j" cosn(t—¢)=1+ i [%)n [ein(tfﬂp) + e—m(tf(p) ]:
n=1 |

v T i
L pl-9) L pmit-o)

0 n n
:l+z (Lein(t—cp)J +(Le‘i”(t‘“°)j ) R +—& _
| \R R 1= T i) {_ T -it-9)
R R

, 2
1= —
(Rj B R? -2

2 2 2
R” —2rRcos(t—¢)+r
1—2;cos(t—(p)+(;] (-9

Remplagant I'expression figura'nt entre crochets dans la formule (12) par
l'expression (13) nous obtenons

n 2 2
wrip) = [ FO——— T a

R> -2rR cos(t—@)+r
La formule (14) est appelée intégrale de Poisson. On démontre en
analysant cette formule que si la fonction f (¢) est continue, la fonction u
(r, @) définie par l'intégrale (14) vérifie I'équation (4"), et lorsque » — R,
nous aurons u (r, ) — f (¢), autrement dit u (7, @) est la solution du
probléme de Dirichlet que nous avons posé pour le cercle.

§ 11. Résolution du probléme de Dirichlet par la méthode des
différences finies

Soit dans le plan Oxy un domaine limité par le contour C. Soit donnée sur
le contour C une fonction continue - On demande de trouver la solution
approchée de I'équation de Laplace

0%u N o0*u B
ox? 8y2
vérifiant la condition aux limites

0

" Durant la démonstration nous déterminons la somme d'une progression
géométrique infinie, dont la raison est un nombre complexe de module
inférieur a l'unité. Cette formule de la somme d'une progression
géométrique peut étre établie de la méme fagon que pour les nombres
réels. Il faut toutefois tenir compte de la définition de la limite d'une
fonction complexe de la variable réelle. La variable indépendante est ici n
(cf. § 4, ch. VIL, t. I).
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ul.=f2)

Tragons deux familles de droites

x=ihety=kh, (3)
ou & est un nombre donné, i et k£ prenant successivement les valeurs
entieres. Nous dirons que le domaine D est recouvert par une grille
(quadrillage). Les points d'intersection des différentes droites seront dits
noeuds de la grille.
Nous désignerons la valeur approchée de la fonction cherchée au point x
=ih,y = kh par u;, c’est-a dire u(ih, kh) = u;.

Yy c" ¢
I i

Y (i k+)

|

1K GR| ()

k1)

Fig. 395 Fig.396

Nous assimilons le domaine D au domaine de la grille D* constitué de
l'ensemble des carrés contenus entiérement dans le domaine D, ainsi que
de quelques carrés coupant la frontiecre C (on peut ne pas en tenir
compte). On assimile le contour C au contour C* constitué de segments
de droite du type (3). En chaque noeud situé sur le contour C* donnons la
valeur f * égale a la valeur de la fonction f correspondant au point le plus
proche du contour C (fig. 395).

Nous ne considérons les valeurs de la fonction cherchée que pour les
noeuds de la grille. Comme nous l'avons déja indiqué au § 6, lors de la
résolution par la méthode approchée les dérivées sont remplacées par les
différences finies

@ _ Hink =20 F U
ox’? x=ih, y=kh 0’
ﬂ _ Hijen 2 F g
6)}2 x=ih,y=kh hz

L'équation différentielle (1) est remplacée par 1'équation aux différences
finies (aprés simplification par A%)
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Upri o — 200 T Uiy o Uiger) — 204 + Ui =0
ou (fig. 396)

1
Ui = 7 Witk T Uigery + Ui+ i) (4)

Pour chaque noeud de la grille situé a l'intérieur du domaine D* (et non
situé sur la frontiere de C*) composons I'équation (4). Si le point (x = ih.
y = kh) est voisin du point du contour C*. dans le second membre de
1'égalité (4) nous aurons les valeurs de f*. Nous obtenons ainsi un systéme
non homogéne de N équations a N inconnues. Il est le nombre de noeuds
de la grille, situés a l'intérieur du domaine D*).

Démontrons que le systéme (4) possede une solution qui est unique. C'est
un systtme de N équations linéaires a N inconnues. Il posséde uue
solution unique dans le cas ou le déterminant du systéme est différent de
zéro. Le déterminant du systéme est différent de zéro si le systeme
homogene n'a qu'une solution triviale (nulle). Le systéme sera homogene
si % = 0 pour les noeuds de la grille situés sur le contour C*. Nous
démontrerons que dans ce cas toutes les valeurs u;; pour tous les noeuds
intérieurs de la grille sont nulles. Supposons qu'a l'intérieur du domaine il
existe des u;y, différents de zéro. Pour fixer les idées supposons que la
plus grande de ces valeurs est positive. Désignons-la par u; ;, >0.

En vertu de la formule (4) nous écrirons

1
ik :Z(qu,k FU gy FU g TU ) (A7)

<

Cette égalité n'est vérifiée que dans le cas ou toutes les valeurs u du
second membre sont égales a la plus grande valeur u; ; . Nous avons ainsi

cinq points pour lesquels la valeur de la fonction cherchée est u, . Si

aucun de ces points n'est sur la frontiére, nous démontrerons en prenant
'un d'entre eux et en écrivant pour lui I'égalité (1) qu'en d'autres points la
valeur de la fonction inconnue sera aussi égale a u; , . Poursuivant.ainsi

nous parviendrons a la frontiére et démontrerons que pour un point de la
frontiére la valeur de la fonction est égale a u; ;. Mais cela contredit le

fait, qu'aux points de la frontiére f* = 0.

Supposant maintenant qu'a l'intérieur du domaine nous avons une valeur
négative minimale nous démontrerons de la méme fagon que sur la
frontiére la valeur de la fonction est négative, ce qui contredit aussi la
condition posée.

Ainsi le systéme (4) posséde une solution qui est unique.

Les valeurs de u;;déterminées a partir du systéme
(4) constituent les valeurs approchées de la
solution du probléme de Dirichlet formulé plus
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haut. Il est établi que si la solution du probléme de Dirichlet, pour
un domaine donné D et une fonction donnée f, existe (désignons-la par u
(x, ¥)) et siu; est la solution du systéme (4), nous aurons alors la relation

| u (xry) — Uik | <Ah29 (5)
ou A est une constante indépendante de /.

Remarque. Il est parfois possible, bien que cela ne soit pas démontré
rigoureusement, d'utiliser le procédé suivant pour évaluer l'erreur

commise par la solution approchée. Soit ul.(ih) la solution approchée pour
un pas égal a 24, uf},? la solution approchée pour un pas égal a i, E), (x, )

l'erreur de la solution uf},? . Alors nous avons 1’égalité approchée

L( cn h
Ey(x,y)= g(”,(k ) _ui,k))

aux noeuds communs des grilles. Ainsi pour déterminer l'erreur de la
solution approchée pour un pas 4, il faut trouver la solution pour un pas
2h. Le tiers de la différence de ces solutions approchées est précisément
l'estimation de l'erreur de la solution pour le pas /. Cette remarque peut
concerner également la résolution de I'équation de la chaleur par la
méthode des différences finies.

Exercices

1. Etablir I'équation des vibrations de torsion d'une barre homogeéne
cylindrique. Indication.Le moment de torsion dans la section

de la barre d'abscisse x est donné par la formule M = GI ? ,ou0
x

(x, ?) est I'angle de torsion de la section d'abscisse x a l'instant ¢, G le
module de glissement, / le moment d'inertie polaire de la section

2 2
transversale de la barre. Rép. 6_? =a’ 0_26’ ou a’ = ﬂ ,kestle
ot Ox k
moment d'inertie de 1’unité de longueur de la barre.
2 2
2. Trouver la solution de 1'équation 6—2 =q? —?, vérifiant les
ot Ox
conditions 0 (0,7)=0,0 (1,£)=0,0 (x, 0) = (x), @ =0, ou

20,x

20
(p(x):TOx pourOSxSé,(p(x)z— +20, pour%stl
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Donner une interprétation mécanique du probléme. Rép.
80 -n* . (2k+1 2k +mat
0(x,1) = OZ i) sn( Jr)mcos( *Dra
(2k+1) l [

Etablir 1‘équat10n des vibrations longitudinales d'une barre
cylindrique homogeéne. Indication Siu(x,) désigne le
déplacement de la section du cylindre d'abscisse x a l'instant ¢, la
contrainte de traction 7' de la section x est donnée par la formule

0 .. . .
T =ES a—u , ou E est le module d'élasticité du matériau, S l'aire de la
X

2 2
section tronsversale de la barre. Rép. o8 =a’ ﬁ, ol a’ = £
ot ox’ p
la densité du matériau de la barre.
Une barre homogeéne de longueur 2/ sous I’action des forces
appliquées a ses extrémités s'est raccourcie de 2A. A 1’instant £ = 0
on la libére de l'action des forces extérieures qui lui étaient
appliquées. Déterminer le déplacement u (x, ) de la section de la
barre d’abscisse x a l'instant ¢ (le milieu de 1'axe de la barre est situé
au point d'abscisse x = 0).

k+1
Z D L Qk+Dmy o (2k+Drar
< (2k+1)* 21 21

Une barre de longueur [ est fixée par 1'une de ses extrémités et sur
l'autre agit une force d'extension P. Trouver les vibrations
ongitudinales de la barre si pour = 0 la force P n'agit pas.

Rép. u(x,t) =

8PI z (-1 sin 2n+1)nx cos 2n+nat

(2k+1) 2] 2]
probleme 3 n=0pour le sens de E et S).

2 2

Trouver la solution de I'équation ﬁ=a2 ﬁ,

o’ ox’

conditions u (0, ©) = 0, u (I, ) = A sin ot, u (x, 0) = 0, au

ou(x,0)
ot

Rép. Indication. Chercher la solution sous forme de somme de

deux solutions u = u + ®, ou ® = est la solution vérifiant les

ov(x,0)
ot

Rép. (voir le

satisfaisant aux

=0. Donner une interprétation mécanique du probléme.

conditions : u(0,) = 0, u(l,f) = 4 sin ot, u(x,0) = 0, =0.

Donner une interprétation mécanique du probléme. Rép.
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Asin © x sin ot
“ 240a ~ (D" .
u(x,t) = 4 42204 z ), —-sin R4 i BT
sin & [ [ nna j l l
u) — -
a /

Indication. Chercher la solution sous forme de somme de deux

.o .
A sin — sin ot
a est la solution vérifiant

solutions :u =v+w, ou w=
)
sin —/
a
les conditions: w0, ) = 0, v(, ©) = 0, v (x, 0) = -w(x,0),
v(x,0) _ ow(x,0)

ot ot

On suppose que singl #0
a

. . Ou o%u
Trouver la solution de I'équation o =a® — vérifiant les
t Ox
conditions
/
x pour 0<x< 7

u(0,0)=0,u(l,t) =0, > 0,u(x,0) = ;
[—x pour E<x<l

(2;1+1)2 n2a’t

Rép. u(x,1) = —= Z L e € )13
n2 = 2n+1)° /

Indication. Resoudre le probléme par la méthode de séparation

des variables.

2 82u
——, vérifiant les
a 2

x(l X)

. , . Ou
Trouver la solution de I'équation P =a
t

conditions u(0,¢)=0, u(/,t)=0, u(x,0)= , Rép

@n+1)? n?a’t

u(x,t)=i3z—l Te o ,n—(2n+1)nx
o 2n+1) )

2 0°

. . .. Ou u .
Trouver la solution de I'équation w =a’ —, vérifiant les
! Ox

conditions Z—u =0, u(l,t)=0, u(x,0)=¢(x) Donner le sens
t

x=0




443

10.

11.

12.

physique du probléme. Rép.

o0
22
u(x,t) =u, +2Ane aal
n=0

21

2n+1)nx dom (=D"4u,
2] n(2n+1)

. Indication.

1
A4, = %}[ o(x) cos

Rechercher la solution sous la forme u = u, + v (x, f).

2
Trouver la solution de I'équation u =a® a—u, vérifiant les
ot o’
.. Ou
conditions u(0,¢) =0, W = —Hu| o u(x,0) = o(x), Donner le
Xl x=1 =
sens physique du probléme
2.2
) 2 2 2t
" -
Rép. u(x,t) = ZA” p—'u”ze P gin Mot
n=0 p(p+l)+lun l

HnX

I
2 . .
ou4d, :7"-([)(x) sin dx,p=HIL py, W, .. W, sont les racines
0

positives de I'équation tg p = £ Indication. A l'extrémité x =
p

1 de la barre se produit un échange de chaleur avec le milieu
ambiant, dont la température est nulle.

Trouver (d'aprés la formule (10) du § 6 en posant /2 = 0,2) la solution
2

— vérifiant les conditions:

approchée de I'équation u =2
ot ox

u(x,O):x(%—xj, u(0,2) =0, u(l,t):%, 0<r<4l

2 2
Trouver la solution de l'équation de Laplace 8_21 + 8—124 =0 dans la
ox° Oy

bande 0 < x <a, 0 <y < oo, vérifiant les conditions ; u (0, y) =0, u (a,

1) =0, u(x, 0) A(l —1} u(x, ) = 0. Rép.
a

2451 Ty o
u(x,t):—zze a” sin™™ Tndication.Chercher la

T ) a

solution par la méthode de séparation des variables.

13.

14.

15.

16.
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. ' . o*u 0*u
Trouver la solution de I'équation de Laplace —t = 0 dans
ox” Oy
le rectangle 0 <x < a, 0 <y < b verifiant les conditions: u (x 0) =0,
u(x, b)=0,u(0,y)=Ay (b-y), u(a,y)=0. Rép.
2n+Dn(a—x) sin 2n+Dmy

« sh
8Ab? = °
u(x,t)= 3 Z b 3 > +b1
= (2n+1) gy Gn+hna
b
. ' . o*u  %u g
Trouver la solution de I'équation —2+—2:0 a l'intérieur de
ox° Oy
l'anneau limité par les circonférences x* + y* =R?, x* + y* =R?

=+ Q ’ u|r:R
=R, A2TR, 2

une interprétation hydrodynamique du probléme. Indication.
Résoudre le probléme en coordonnées polaires. Rép.

. .. ou
vérifiant les conditions : —
A

=u, . Donner

Q R,
u=u, ———Log—
o 8 r
Démontrer que la fonction u (x, y) = ¢” sin x est la solution de
2 2
I'équation 8_;{4_8_21 =0 danslecarr¢ 0 <x < 1,0 <y <1, vérifiant
ox° Oy

les conditions: u (0, ) =0, u (1, y)=¢e”sin 1, u (x, 0) =sinx, u (x, 1)
=¢ ' sinx.

Dans les problémes 12-15, pour des conditions aux limites données,
résoudre 1’équation de Laplace par la méthode des différences finies
dans le cas de & = 0,25. Comparer la solution approchée avec la
solution exacte.



_ Chapitre XIX
CALCUL OPERATIONNEL ET APPLICATIONS

A T'heure actuelle le calcul opérationnel (ou symbolique) est I'un des
domaines importants de I'analyse mathématique. En physique, en
mécanique, en €lectrotechnique et dans d'autres branches de la science on
utilise les méthodes du calcul opérationnel pour la résolution de différents
problémes. Le calcul opérationnel a trouvé une application
particuliérement large dans la technologie moderne de l'automation et des
télécommunications. Dans ce chapitre (sur la base du matériel des
chapitres précédents) seront précisément exposées les notions
fondamentales du calcul opérationnel ainsi que les méthodes de son
application a la résolution des équations différentielles ordinaires.

§ 1. Original et image

Soit donnée une fonction de la variable réelle ¢ définie pour # > 0 (parfois
nous estimerons que la fonction f'(f) est définie dans un intervalle infini -
o0 < ¢ < oo, mais f () = 0 quand ¢ < 0). Nous supposerons que la fonction f
(¢) est continue par tranches, c'est-a-dire telle que, dans chaque intervalle
fini, elle posséde un nombre fini de discontinuités de lére espece (cf. § 9,
ch. I, t. I). Pour assurer l'existence de certaines intégrales dans l'intervalle
infini 0 < ¢ < o nous imposerons a la fonction f (f) des restrictions
complémentaires. Nous supposerons précisément qu'il existe des nombres
positifs constants M et s, tels que

|f@) [ <Me™ (1)
pour toute valeur de t prise dans l'intervalle 0 < ¢ < oo,
Considérons le produit de la fonction f'(f) par la fonction complexe e de
la variable réelle *) ¢, ou p =a+ib(a>0) est un nombre complexe

e’ f(0). (2)

La fonction (2) est aussi une fonction complexe de la variable réelle ¢

" Au sujet des fonctions complexes de la variable réelle cf. § 4, ch. VII t.
L.
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e f(0) = o lariby F() = e (0 et =
= e f(¢) cos bt — i £ (¢) sin bt.
Considérons ensuite l'intégrale impropre
[er r@ar=[e rwyeosbiai-if e fysinbiar . 3)
0 0 0
Montrons que si la fonction f(f) vérifie la condition (1) et a > s, alors les
intégrales du second membre de 1'égalité (3) existent et la convergence
des ces intégrales est absolue. Estimons d'abord la premicre de ces
intégrales

e ™ f(t)cosht di| < _Hef‘"f(t) cos bt dt <
0 0
0 ' 0 o u
<MJ-e_Ptesotdt :MJ.e (a—sy)t dft = ——
0 0 a—==sy

0
On estime de méme la seconde intégrale. Ainsi, l'intégrale J- e P f(t)dt

0
existe. Elle définit une certaine fonction de p, que nous désignerons ) par

F(p)
F(p)=[e rtydr (4)
0

La fonction F (p) est appelée transformée de Laplace ou image L ou
simplement image de f (f). La fonction f (f) est appelée original ou

fonction objet. Le fait que F (p) est 1'image de la fonction f'(¢) est noté de

mani€ere suivante

F(p) — f(),(5)

ou

(@) «— F(p),(6)
L@y =F@p- (")

soit encore

" La fonction F (p) pour p # 0 est une fonction de la variable complexe
(cf., par exemple, l'ouvrage de V. Smirnov « Cours de mathématiques
supérieures », t. 111, partiec 2. Editions de Moscou, 1972). La
transformation est analogue a celle de Fourier examinée au § 14, ch.
XVIL

" On utilise aussi d'autres symboles de correspondances. C'est ainsi qu'au

lieu de la notation «—— on emploie aussi le symbole ] et on écrit dans
le cas de la formule (6) f(t) ] F (p) (N.d.T.).
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Comme nous le verrons par la suite, le sens de l'introduction des
images réside dans le fait qu'elles permettent de simplifier la résolution de
nombreux problémes, en particulier, de ramener la résolution des
équations différentielles ordinaires a certaines opérations algébriques
simples permettant de trouver la fonction image. Connaissant 1'image on
peut trouver l'original soit au moyen des tables préalablement composées
< original-image > (dictionnaire d'images), soit par les méthodes que
nous exposerons plus bas. Des questions se posent alors naturellement.
Soit donnée une certaine fonction F (p). Existe-t-il une fonction f'(t) dont
F (p) est I'image? Si elle existe, est-elle unique? Les deux questions
recoivent une réponse positive si F' (p) et f(f) satisfont a certaines
conditions. En particulier 'unicité de I'image est établie par le théoréme
suivant que nous énoncerons sans démonstration

Théoréme d'unicité. Si deux fonctions continues ¢ (f) et v (f)
possédent une méme image L F(p), ces fonctions sont identiquement
égales.

Ce théoréme sera d'une grande utilité pour tout ce qui suivra. En effet, si
lors de la résolution d'un probléme pratique nous avons pu déterminer
l'image de la fonction cherchée, et si ensuite nous avons trouvé 1'original
d'aprés son image, nous pouvons conclure en vertu du théoréme formulé
que la fonction trouvée est la solution du probléme posé et qu'il n'existe
pas d'autres solutions.

§ 2. Image des fonctions G, (?), sin #, cos ¢

I. La fonction f () ainsi définie
f()=1pourt=>0, f(H=0pourr<0
est appelée fonction unité de Heaviside et notée o, (f). Le graphique

Oy(t)

g t

Fig. 397
de cette fonction est représenté sur la fig. 397. Trouvons I'image L
de la fonction de Heaviside

o0 o0

LbMM:IEWw:—

0

—-pt
ep

1
. P

p
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Ainsi, ")

1<—°—i (8)
P

o 1
ou, plus exactement, o, () «———.

Dans certains traités de calcul opérationnel on appelle image de la
fonction f'(¢) I'expression

F*(p)=p[e fydr
0

Dans ce cas on a : G, (£) «—— 1 et, par conséquent, C «—— C, plus

exactement Co, (f) «—— C.
I1. Soit f'(f) = sin ¢ ; alors

© ot ) w
L{Sint}=.[e*’” sint dt =< P (=psini —cos)| _ 1
2 2
0 p-+1 , piHl
Ainsi,
. . 1
SIN f «<—— > .(9)
p-+1
1. Soit /() =cos ¢ ; alors
2 —pt - ©
L{COSf}=Je'P’ costdt = (sin — pos)| __p
0 pr+l |, pPel
Ainsi,
COSt ¢—— 2p (10)
p-+1

§3. Image des fonctions a échelle modifiée de la variable
indépendante. Image des fonctions sin at, cos at

Considérons l'image de la fonction f'(af), ou a > 0

o0
* . , - . J
Pour calculer I’intégrale .[e P'dt on aurait pu la représenter comme
0
la somme des intégrales de fonctions réelles ; nous aurions obtenu le

méme résultat. Cette remarque se rapporte également aux intégrales
suivantes.
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o0

Lif(an)}= j e P f(at) dt
0
Effectuons un changement de variable dans la seconde intégrale, posant z
= at ; par conséquent, dz = a dt ; nous obtenons alors

o0

P,
L{f(at)}:éje " f(2)dz
0

ou
l&fwo}=lf{£j
a a
Ainsi, si
F(p)——>f(,
alors

lF(£j—'—>f(at). (11)
a

a

Exemple 1.Nous obtenons immédiatement de la formule (9) en vertu
de (11)

. | 1 . .
sin at — 5 ou smat(—%(u)
a +a
[pj +1 P
a
Exemple 2.Nous obtenons de la formule (10) en vertu de (11)
p
1 a . p
cos at — > ou cosat(—ﬁ(B)
a +a
(p) +1 P
a

§ 4. Propriété de linéarité de l'image

Théoréme. L'image de la somme de plusieurs fonctions, multiplices
par des constantes, est égale a la somme des images de ces fonctions
multipliées par les constantes correspondantes, autrement dit si

0= C.fi()(14)
i=1
(C; sont des constantes) et
F(p) —— [(0), Fi(p) — fi (),

alors

449
F(p)=Y_ C;F,(p)(14)
i=1

Démonstration. Multiplions tous les termes de 1'égalité (14) par e’
P et intégrons en ¢ entre les limites 0 et oo (sortant les facteurs C; de sous
le signe d'intégration), nous obtenons 1'égalité (14").

Exemple 1. Trouver I'image de la fonction () = 3 sin 47 - 2 cos 5¢.

S o 1ution. En vertu des formules (12), (13) et (14') nous obtenons:
4 12 2
L{f(t)}:3 2 _2 2p = 2 - 2p
p-+16 p-+25 p +16 p°+25

Exemple 2. Trouver l'original dont I'image est donnée par l'expression

5 20p
F(p)=—F—+—
p-+4 p°+9
S o 1 ution. Représentons f(p) de la maniére suivante
5 2
ft)y== +200—2

2p’+@° PP’
Par conséquent, en vertu des formules (12), (13) et (44") nous obtenons:

f(= % sin 2¢ + 20 cos 3¢.

11 découle du théoréme d'unicité du § 1 que c'est 1'unique original qui correspond
a la fonction donnée F (p).

§ 5. Théoréme du déplacement

Théoreme. Sif(p) est l'image de la fonction f (¢), alors F (p + o) est
l'image de la fonction ¢*'f (f), autrement dit
' F(p)—— f(t
s F(p)—>f0) s
alors F(p+a)——e ™ f(1)

(Nous supposons ici que Re (p + o) > s,. )

Démonstration. Trouvons l'image de la fonction e f(¢)

L™ £()|= [ererwar=[er= rayar
0 0
Ainsi,
L™ f(0)}= F(p+a).
Le théoréme démontré élargit notablement la classe des images pour
lesquelles 1'original peut aisément étre retrouvé.
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§ 6. Image des fonctions ¢, sh az, ch ar, e sin ar, e cos ar

11 découle immédiatement de la formule (8), en vertu de la formule (15),
que

L e ()

p+a
D'une maniére analogue

b —5e*(16%)

p—a
Retranchant des termes de la relation (16") les termes correspondants de la
relation (16) et divisant les différences obtenues par 2, nous obtenons :

l 1 _ l . \l(e(lt_e*(xt)
2{p—-a p+a 2

ou
a L]
——— ——shar. (17)
pota
De méme, en faisant la somme de (16) et de (16'), on a
— L schar. (18)
p-+a
Il découle de la formule (12) en vertu des formules (15)
a L]

— e “sinat. (19)
(p+a) +a

De la formule (13) en vertu des formules (15) il découle
p+a .

— e * cosat . (20)
(p+a)” +a

Exemple 1. Trouver l'original si l'image est donnée par la formule
7
F(p)=———
p-+10p+41

S 0 1 ution. Transformons f'(p) de fagon a lui donner la forme de I'expression
du premier membre de la relation (19)

7 B 7 7 4
p?+10p+41 (p+57+16 4 (p+5)* +42

Ainsi,
7 4
F(p)

p)————.
4 (p+5)°+4°
Par conséquent, en vertu de la formule (19), nous aurons:
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F(p)—')%eiﬂ sin 4t .

Exemple 2. Trouver l'original si I'image est donnée par la formule

p+3
F(p=—L2
p - +2p+10
S o 1 ution. Transformons la fonction F (p)
p+3 _ (p+tDh+2 p+1 2

P 42p+10 (paD2+32  (pr)ia3t (prD) 43
p+l +£ 3
(p+D?*+3% 3 (p+1)? +3?
en vertu des formules (19) et (20) nous trouvons 1'original

F(p)——e™ cos3t+%e_’ sin 3t

§ 7. Dérivation de l'image

Théoréme. Si F(p) —— f(¥), alors

n

O Py — 1. 1)
dp

Démonstration. Démontrons tout d'abord que si f(f) vérifie la
condition (1), alors l'intégrale

[er o rwa @)
0
existe.

Par hypothése | 1'(¢) | < Me*™" , p = a + ib, a > s,; en outre nous avons a >

0 et s, > 0. I1 est évident qu'il existe un nombre & > 0 vérifiant l'inégalité
a>s,+¢e. De méme qu'au §1 on démontre l'existence de l'intégrale

o0

Je‘““w | £(t)] at
0
Estimons ensuite l'intégrale (22)

T‘ e (1) ‘ dt = T‘ e (O £y ‘ dt
0 0

La fonction e /' étant bornée et plus petite en valeur absolue qu'un
certain nombre N pour tout £ > 0, on peut écrire
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Nous avons ainsi démontré l'existence de l'intégrale (22). Or, cette
intégrale peut étre considérée comme la dérivée du n-iéme ordre par
rapport au parametre ) p de l'intégrale

o0

j e P f(1) dt
0
Ainsi de la formule

Fp)=| e f(0) dr
0

nous tirons la formule
T -pt n dn T -pt
je P f(t) di = j e P £ (1) dt
0 0

Ces deux égalités nous donnent

d" R
(D" —=—F(p)=| e ?'t"f(r) dt
dpﬂ E[

c'est-a-dire la formule (21).
Utilisons la formule (22) pour trouver 1'image de la fonction puissance.
Ecrivons la formule (8)

1 .
——1
p

Nous obtenons de cette formule en vertu de la formule (21)

d (1 . I .

(—l)—(—]—)l ou ———1

dp\ p p

D'une maniére analogue
2 3
p

Pour un n quelconque nous obtenons:

" e 23
— (23

Exemple 1. Nous tirons de la formule (cf. (12))

" Nous avons établi au préabable la formule de dérivation de l'intégrale
définie par rapport a un parameétre ,réel (cf. § 10, ch. XI, t. ). Ici le
paramétre p est un nombre complexe, mais la formule de dérivation reste
valable.
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0
= je‘p’ sin at dt
0
en dérivant les premier et second membres par rapport au paramétre p

a

p2 +a2

2 .
> pa2 3 tsinat . (24)
(p~+a”)
Exemple 2. Nous obtenons de la formule (13) en vertu de la formule (21)
2 2
- a2 p2 5 tcosat . (25)
(p”+a”)

Exemple 3. Nous obtenons de la formule (16) on vertu de la formule (21)

ﬁ—')te_w (26)
p+ta

§ 8. Image des dérivées

Théoreme. Si F(p)-;-f (¢), alors
PF(P)-f(0) —— 1> (). 27)

Démonstration. Envertu de la définition de I'image d'une fonction
nous pouvons écrire

0

Lirof=[ e 1o a. @8)
0
Nous supposerons que toutes les dérivées /' (¢), £"(¢), . . ., /™ (¢), que nous
rencontrerons, satisfont a la condition (1) et, par conséquent, que
l'intégrale (28) et les intégrales analogues pour les dérivées successives
existent. Effectuant l'intégration par parties de l'intégrale du second
membre de 1'égalité (28) nous trouvons

L{f'<t>}=T e[ dt=e" f(0); “’T e f (1)
Or d'aprés la conditi((;n (1) '
lime ™' f(1)=0 et j e f(t) =F(p)
C'est pourquoi '
L{f'(6)} = =1 (0)+ pF(p)

Le théoréme est démontré.
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Considérons ensuite 1'image des dérivées d'ordre quelconque. Portant
dans la formule (27) I'expression pF (p) - f(0) au lieu de F (p) et
remplagant f'(¢) par /°(f) nous obtenons

plpF(p) - f(0)]- £(0)—— f"(r)

ou, en ouvrant les parenthéses,
P*F(p)=pf(0)= £ (0)—— f"(1)(29)

L'image de la dérivée d'ordre n sera

P E) [ 1)+ PO ok o TR0 f O O] £

Remarque. Les formules (27), (29) et (30) se simplifient, si f(0) =1
0=...= f”'l) (0) = 0. Dans ce cas nous obtenons

F(p)—— f(1),
PF(p)— f'(),

P"F(p)—— ")
§ 9. Dictionnaire d'images

Pour faciliter l'utilisation des.images obtenues nous les groupons dans un
tableau ci-contre.
Remarque. Sinous prenons pour image de la fonction f'(t)

F*(p)=p[e fydr
0

il convient dans les formules 1 a 13 du tableau de multiplier les
expressions de la premiére colonne par p. Quant aux formules 14 et 15
elles seront de la forme : comme F* (p) = pF (p), en remplagant dans le

F*(p)
P

premier membre de la formule 14 F (p) par I'expression eten

n F* .
multipliant par p nous obtenons (—1)" p j - ( (p )j >t" (1)
'p
Portant dans le premier membre de la formule 15

F' Fy
A (p>$, Fy(p) 22
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nos © t f(t)
Fp)=le PLye ar
1 1 1
p
2 a sin at
p2 +a2
3 p cos at
p2+a2
4 1 e—ut
p+a
5 o sh at
2 2
p —a
6 P Ch ot
2 2
p —a
7 a e 'sin at
(p+on)2+a2
8 pta e*cos at
(p+oc)2 +a2
9 nl t
n+l
10 2pa t sin at
2 2.2
(p~+a™)
11 p2+a2 t cos at
(p2+a2)2
12 1 te™
(p+0t)2
13 1 1 s )
—_— sin at — at cos at
(p2 +a2)2 2a3
14 n I5(0)
d
(1" p——F(p)
dp
15 Fi(p) Fop)

t
(f)f] (V) f5 (t—1)dt
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Remarque. Les formules 13 et 15 du tableau seront établies par la suite.

15 R W ()= [ 1@
0

§ 10. Equation auxiliaire d'une équation différentielle donnée

Soit donnée une équation différentielle linéaire du n-iéme ordre a
coefficients constants a,, aj, . . ., d,.1, 4y,
d"x d"'x dx
+a,———+...+a,, —+a,x(t)= f(1)(3])
dt" dt n—1 dt
On demande de trouver la solution de cette équation x = x () pour ¢ > 0,
vérifiant les conditions initiales

(0 = X, x°(0) = X, ..., X"V (0) =x{"" . (32)

Le probléme avait déja été résolu de la manicre suivante : nous cherchons
d'abord la solution générale de I'équation (31) contenant n constantes
arbitraires ; ensuite nous déterminons les constantes de maniére que les
conditions initiales (32) soient vérifiées.

Nous exposerons maintenant une méthode plus simple de résolution de ce
probléme, la méthode du calcul opérationnel. Nous chercherons 1'image L
de la solution x (f) de 1'équation (31) vérifiant les conditions (32).

)

Désignons cette image L par x (p) ; ainsi, x(p)—> x(£) .

Supposons que I'image de la solution de I'équation (31), ainsi que de ses
dérivées jusqu'a l'ordre 7 inclus existe (une fois la solution trouvée, nous
pouvons vérifier la validité de cette supposition). Multiplions les deux
membres de 1'égalité (31) par e”’, o p = a + ib et intégrons en ¢ entre les
limites 0 et o
2 n % n-1 % *
aOJ‘efpt %dt+aljie7pt d—n_lxdt+...+anje_ptx(t)dt = Ie_ptf(t)dt
t

0 0 dt 0 0

Dans le premier membre de I'égalité nous avons l'image L de la fonction x
(¢) et de ses dérivées, dans le second membre l'image L de la fonction £'(t)
que nous désignerons par f (p). Par conséquent, I'égalité (33) peut étre
mise. sous la forme

n n—1
G oGl

dt n—1

Remplacant dans cette égalité les images de la fonction et de ses dérivées
par les expressions (27), (29), (30) nous obtenons
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a, {p”x(p)—[p"_lxo +p" xh +p X +...+x(()”71) ]}+

+a, {p”_la_c(p)—[p"_zxo +p" x4 x? ]}+ (34

+a, {pE(p) = xo }+a,¥(p) = F(p)
L'équation (34) est appelée équation auxiliaire ou équation image. Dans
cette équation l'inconnue est l'image Xx(p), que nous déterininons a partir
de cette équation. Transformons cette équation en laissant dans le premier
membre les termes contenant x(p)

n-1

)_c(p)|_a0p" +a,p +...+an_1p+anJ=

ao[p’HxO +p"72x(') +...+x(()"71) +

al[pn_2x0 +p" +...+x(()"72)]+ (34%)
Ay [Pxo +xg ]+ a,.1xo +F(p)
Le coefficient de x(p) dans le premier membre de 1'égalité (34")

est un polyndéme en p d'ordre n que l'on peut obtenir si dans le premier
membre de I'équation (31) on remplace les dérivées par les puissances
correspondantes de p. Désignons-le par (Pn (p)

Oou(p)=ap" +ap" +... .+ a. p+ta,. (35)

Le second membre de 1'équation (34') est ainsi composé
le coefficient a,_; est multiplié par x,,
le coefficient a,, est multiplié par px, + x;,

le coefficient a; est multiplié par p"x, + p"x, + ...+ x((]”_z) ,

le coefficient a, est multiplié par p"x, + p"2x, + ...+ x" ™.

On fait la somme de tous ces produits. Ajoutons encore I'image du second
membre de 1'équation différentielle ' (p). Tous les termes du second
membre de 1'égalité (34"), F' (p) excepté, constituent, aprés groupement
des termes semblables, un polynome en p de degré n - 1 dont les
coefficients sont connus. Désignons-le par vy, (p). L'équation (34") peut
étre écrite ainsi

)?(p)(pn (p) =V, (p)+F(p) .

Nous déterminons x (p) a partir de cette équation
F
¢, () ¢,(p)

x(p) =
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Il s'ensuit que x(p) ainsi déterminé est l'image de la solution x (¢) de
I'équation (31), vérifiant les conditions initiales (32). Si maintenant nous
trouvons la fonction x* (f) dont 1'image est la fonction x(p), définie par
1'égalité (36), il découlera alors du théoréme d'unicité formulé au § 1 que

x* () est la solution de 1'équation (31) vérifiant les conditions (32),
autrement dit

x* () =x (9).
Si nous voulons trouver la solution de I'équation (31) pour les conditions
initiales nulles : x, = x{ = x§ =...=x\"") =0, alors dans I'égalité (36)
nous aurons y,,; (p) =0 et elle sera de la forme
— F
¥(p) =P o
®u(p)
F(p)

x(p)=
agp" +a,p" +.. . +a,
Exemple 1. Trouver la solution de I'équation
dx
—+x=1
dt
vérifiant les conditions initiales : x = 0 pour ¢ = 0.

S o1 ution. Formons I'équation auxiliaire

_ 1 _ 1
x(p)p+)=0+—ou x(p)=—"—
p (p+Dp
Décomposons la fraction du second membre en éléments simples, nous obtenons:
_ 1 1
x(p)=———
p p+l1
Utilisant les formules 1 et 4 du tableau 1 nous trouvons la solution
x(H=1-¢".
Exemple 2. Trouver la solution de I'équation
d’x
- +9x =1
dt

vérifiaiit les conditions initiales : x, = x{, =0 pour = 0.
S o 1 ution. Ecrivons- 'équation auxiliaire (34')

1

2
p(p~+9)
Décomposant cette fraction en éléments simples, nous obtenons

1
917

(p* +9)

H(p)(p? +9) =% ou %(p) =

x(p)= +£
p
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En vertu des formules 1 et 3 du tableau 1 nous trouvons la solution
1 1
x(t)=——cos3t+—.
9 9

Exemple 3. Trouver la solution de I'équation

2
u+3ﬂ+2x:t,
dt* dt

vérifiant les conditions initiales: x, = x; =0 pour #=0.

S o 1 ution. Ecrivons I'équation auxiliaire (34")

)?(p)(p2 +3p+2)=L2 ou
p

1 1 1
P> (p*+3p+2) pP(p+D(p+2)

Décomposant cette fraction en éléments simples par la méthode des coefficients
indéterminés, nous obtenons

_ 11 31 1 1
H(p) =g
2p° 4p p+l 4Ap+2)

D'apres les formules 9, 1 et 4 du tableau 1 nous trouvons la solution

x(p)=

x(t) :lt—§+eﬁ —167%
2 4 4

Exemple 4. Trouver la solution de I'équation
d*x x .
——+2—+5x=sint
de*dt
vérifiant les conditions initiales: x,= 1, X, =2 pour7=0. Solution.
Ecrivons 1'équation auxiliaire (34")

X(p)p* +2p+5)=p-1+2+2-1+Lisint} ou

- 1
X(p)p>+2p+5)=p+a+ >
p-+1

d'ott nous trouvons x(p) :

+4 1
P +

x(p)=
p2 +2p+5 (p2 —i—l)(p2 +2p+5)
Décomposant la derniére fraction du second membre en éléments simples nous
pouvons écrire:

[T B |
- 1 1
7(p) =10 410 s

ou
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p+1 29 2 1 p 1 1 Pour les fractions du type I nous obtenons en vertu de la formule 4 du

%(p)= 2 L.z L
10 (p+1) 122 102 (p+D2+22 10 p2+41 5 p24l tableau 1 ,
— 5 4e”
En vertu des formules 8, 7, 3 et 2 du tableau 1 nous trouvons la solution p—a
1, 5 29 ., . 5 1 1. Pour la fraction du type II en vertu des formules 9 et 4 du tableau 1, nous
X(f)=—e cosit+——e Ssm2it——cost+—sint
(0) 10 20 10 5 trouvons
ou en définitive 4 - ¢ g bkl (37)
(p-a) (k=1

Considérons maintenant les fractions du type III. Effectuons les
transformations suivantes

§ 11. Théoréme de décomposition I I |
Ap+B Ap+B 2

x(t) = e"[ﬂcos 2t+25in 2t)—icost+lsint
10 20 10 5

Il découle de la formule (36) du précédent paragraphe que l'image de la

. ' , . e rer . C . p- taip+tap 2 2 2 2
solution d'une équation différentielle linéaire se compose de deux termes : N N B R 10 Y O O
le premier est une fraction rationnelle réguliére de p, le second une b 2 b 2
fraction dont le numérateur est l'image du second membre F (p) de

1'équation et le dénominateur le polyndéme @, (p). Si F (p) est une fraction bt ar

rationnelle, le second terme sera aussi une fraction rationnelle. Il faut y 2 +[ B Aa; 1

ainsi savoir trouver l'original dont l'image est une fraction rationnelle 5 3 2 5 3
réguliére. Nous aborderons cette question dans le présent paragraphe. U I B A ot a o, e
Supposons que l'image L d'une certaine fonction est une fraction Py 2y 2 27y

rationnelle réguliere de p:
g P Désignant ici le premier et le second terme respectivement par M et N,

M nous obtenons en vertu des formules 8 et 7 du tableau 1
(P)‘I (p) ﬂ 2
.. —t a
On de{nande de trouver T'original. Au § 7 d,u ch: X du tome I nous avons M—">4c 2 costy|ay - _1
montré que chaque fraction rationnelle réguliére peut étre représentée
sous forme de somme d'éléments simples de 4 types 4
a
I A N—> 1 _— sinty/ap -
p—a
II 4
) k Ainsi en définitive
(p-a)
Ap+B . . L A“l

11I1. 2p— , ou les racines du dénominateur sont complexes, Ap+ B . “1

p tap+ta, 3 e Acost azf ——=—sinty|ap ——— (38)

; 2 p tayptap al 4
c'est-a-dire Tl_ a, <0,
Ap+B Nous ne donnerons pas ici le cas des éléments s1mples du type IV pour ne
IV. — ,ou k> 2, les racines du dénominateur sont pas nous lancer dans des calculs trop fastidieux. Pour quelques cas
p-+ap+ay) particuliers cette question sera analysée plus bas.

complexes.

Trouvons l'original pour chacune des quatre fractions simples.
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§ 12. Exemples de résolution des équations différentielles et des
systémes d'équations différentielles par la méthode du calcul
opérationnel

Exemple 1. Trouver la solution de I'équation

d’x .
— 4x =sin3x
dt

vérifiant les conditions initiales x;, = x; =0 pour¢=0.
Solution.Composons I'équation auxiliaire (34")

_ 3 _ 3
Xp)pP+d=——, X(p)=—F———
p°+9 (p”+9)(p~ +4)
ou
33
F(p) = 5 N s 1 3 +3 2

p2+9 p?+4 5 pr49 10 pi4
d'oul nous tirons la solution

3 . 1.
x(t) = —sin 2t ——sin 3¢
10 5

Exemple 2. Trouver la solution de 1'équation

d3x

dt_3 +x=0
vérifiant les conditions initiales: x, =1,xy =3,x5 =8 pour7=0.
Solution.Composons I'équation auxiliaire (34")
X(p)p® +1)=p* -1+ p-3+8
nous trouvons
_p2+3p+8_ p2+3p+8
P (DT - p+D)

Décomposons la fraction rationnelle obtenue en éléments simples

x(p)

P2 +3p+8 2, -pr6 1

2 = 2 =
(p+D(p" —p+D) P+l p"—p+l

! V3

r 2 11 2

O

Utilisant le tableau 1, nous écrivons la solution

p+1

463

e o

—t
x(t)=2e"' +e? | —cos—t+——=sin—1
2 2

NE

Exemp 1 e 3. Trouver la solution de I'équation
d*x

—— Fx=1c0s2t

dt

vérifiant les conditions initiales: x, = x; =0 pour =0.

So lution. Ecrivons I'équation auxiliaire (34")

_ 2, - 1 8
x(p)(p© +1) 4 (P ed)

d'ou
_ 5 1 5 1 8 1
to 2 372 2
+1 9p°+4 3(p°+9

Par conséquent,
x(t) = —ésint+isin 2z‘+l lsin 2t—tcos2t
9 18 312

11 est évident que la méthode du calcul opérationnel permet aussi de résoudre les
systémes d'équations différentielles linéaires. Montrons-le sur un exemple.

Exemple 4. Trouver la solution du systéme d'équations

3£+2x+ﬂzl, ﬂ+4d—y+3y=0
dt dt dt dt

vérifiant les conditions initiales: x = 0, y = 0 pour # = 0.

Solution.Désignons x(t) «——X(p), () «—— ¥(p) et écrivons le

systéme d'équations auxiliaires:
_ _ 1 _ _

Bp+2)x(p)+py(p) = > px(p)+(4p+3)y(p)=0

Résolvant ce systéme, nous trouvons:
4p+3 _ L 3 1 B 33
p(p+D)([A1p+6) 2p S(p+) 10(11p+6)’
_ 1 1 1 11
F(p)=- =<|=—-
(I1p+6)(p+1) S\ p+1 1lp+6

D'apres les images nous trouvons chaque fois l'original, c'est-a-dire les solutions
cherchées du systéme

x(p) =

6 6
11, 3 -
x(t)=———e'——e !, pt)=—(e"—e !
(0 373 10 y(0) 5( )

On résout d'une maniére analogue les systémes linéaires d'ordre supérieur.
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§ 13. Théoréme de convolution

Lors de la résolution des équations différentielles par la méthode du
calcul opérationnel on se sert souvent du

Théoréme de convolution.Si Fi(p) et F5(p) sont les images
des fonctions fi () et f (£), c'est-a-dire si

Fi(p) —— fi() et Fr(p) —— £ (D),
alors Fy (p) F, (p) est l'image de la fonction

1 1
j £ > (t—7) dv autrement dit F,(p)F,(p) ——>j [0 fo(t—T)dr.
0 0

Démonstration. Trouvons l'image de la fonction
1
[r@ne-va
0

en partant de la définition de 1'image

1 0 t
L{[fl(r)fz(t—t)dr}:Ie‘p’[Iﬁ(t)fz(t—r)dr]dt
0 T 0
L'intégrale du second membre est une intégrale double, étendue au.
domaine limité par les droites T =0, T = 7 (fig. 398). Changeons 1'ordre
d'intégration dans cette intégrale, nous
obtenons alors

L{j H@ L) dr} :
0

7 =J'[ﬁ(r)J'e—P’f2(z—r)dz]dr
0

0

Fig. 398

Effectuant le changement de variable ¢ - T
= z dans l'intégrale intérieure, nous obtenons

0 0 o0

I e £y (t—T)dt = je*f’@”) f(a)dz=e" j e P (2)dz = e P F, (p)

T T 0

Par conséquent,

1 t
L{j OYAGR) dr} = [ fi@e 7 Fy(prdr=
0 0

=Fy(p)| e fi(0ds = Fy (p)F (p)
0
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Ainsi,

1
[r@he—Dd——FpF e
0

C'est la formule 15 du tableau 1.

1
Remarque 1. L'expression J‘fl (1) f,(t—=1)dt  est appelée
0

convolution (ou produit de composition) des deux fonctions f; (¢) et f; (¢).
L'opération du calcul correspondant est appelée transformation de
convolution de deux fonctions et on a alors

1 1
[r@he-—na={fre-vn@d
0 0

La validité de cette derniére égalité peut étre établie en effectuant le
changement de variable ¢ - T =z dans l'intégrale du second membre.
Exemp1e. Trouver la solution de I'équation
d*x
—+x=/@)
dt
vérifiant les conditions initiales: x, =x; =0 pour = 0.
Solution. Ecrivons I'équation auxiliaire (34')
= 2
X(p)p~ +1)=F(p)
ou F' (p) est I'image de la fonction /(). Par

_ 1 . . .
conséquent, x(p) = — F(p) mais —>sint et F (p) ——>
p-+1

p-+1

f(®. Appliquant le tbéoréme de

convolution et désignant

e =F,(p), F(p) = Fi (p), nous obtenons

1
X(t) = j F(t)sin(t - ) dt
0

Remarque 2. A l'aide du théoréme de convolution on peut trouver
aisément 1'image de l'intégrale d'une fonction donnée si l'on connait

l'image de cette fonction; autrement dit, si F (p) ——> £'(?), alors
t
1 °
R [ @ dsan
0

En effet, si nous iniroduisons les notations

SH@O=f(). /()= 1,alors Fy (p) = F (P), >, (p) = l/p
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Portant ces fonctions dans 1a formule (39) nous obtenons la formule
(41).

§ 14. Equations différentiellés des oscillations mécaniques.

Equations différentielles de la théorie des circuits électriques
On sait de la mécanique que les oscillations d'un point matériel de masse
m sont décrites par I'équation )

dzx Adx k
AN —x:— f). (42
dtz mdt m H@). @2)

x désignant ici l'écart du point d'une certaine position, & la rigidit¢ du
systéme élastique, par exemple du ressort, la force de résistance au
mouvement est proportionnelle (avec un coefficient de proportionnalité
A) au premier degré de la vitesse, f | (¥)

C L est la force extérieure ou de perturbation.
__l La solution d'une équation du type (42)
décrit également les peites oscillations

d'autres systémes mécaniques a un degré
E‘,’, R de liberté, par exemple les vibrations de
torsion du volant sur un arbre flexible si
x est I'angle de rotation du volant, m le

a0 moment d'inertie du volant, & la rigidité a

aly;ia la rigidité a la torsion de l'arbre et mf; (f)

: le moment des forces extérieures par

Fig. 399 rapport a I'axe de rotation. Les équations

du type (42) décrivent non seulement les
oscillations mécaniques, mais aussi les phénomeénes se déroulant dans les
circuits électriques.
Soit un circuit électrique, composé d'une inductance L, d'une résistance R
et d'une capacité C, auquel est appliquée une force électromotrice E (fig.
399). Désignons par i le courant dans le circuit et par O la charge du
condensateur, alors comme on sait de I'électrotechnique i et O vérifient
les équations suivantes

Lﬂ+Ri+g: E (43) d_Q: i(44)
dt C dt
Nous obtenons de I'équation (44)
2
d zQ _di (44 )
dt

Portant (44) et (44') dans I'équation (43) nous obtenons pour O une
équation du type (42)

" Cf., par exemple, ch. XIII, § 26, ou l'on a établi une équation de ce
genre lors de 1'étude des oscillations d'un poids fixé a un ressort.
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d2
d
a0 gd0, 1 Q E (45)
dt* dt
Dérivant les deux membres de l'equatlon (43) et utilisant I'équation (44),
nous obtenons t'équation déterminant le courant i

L R L )
> dt C  dt

Les équations (45) et (46) sont des équations du type (42).

L

§ 15. Résolution de I'équation différentielle des oscillations

Ecrivons I'équation des oscillations sous la forme

d*x dx

—+a,—+ax=f(t), 47

2 Tt f(0), (47)
ou le sens mécanique ou physique de la fonction recherchée x, des
coefficients ay, a, et de la fonction f'(7) est aisément établi en comparant
cette équation avec les équations (42), (45), (46). Trouvons la solution de
l'équation (47), vérifiant les conditions initiales : x = x,, x'=x; pour ¢ =
0.
Formons 1'équation auxiliaire pour I'équation (47)

X(p)p” +ayp+ay)=xop+xj+axy+F(p), (48)

ou F (p) est I'image de la fonction f'(¢). Nous tirons de I'égalité (48)
_ xo(p)+xy +ax F
3(p) = 02 0o "%hXo . (p) . (49)
p-+apta, p-+apta,
Ainsi, pour la solution Q (¢) de 1'équation (45), vérifiant les conditions
initiales : Q0 = Q,, Q' =0, pour =0, l'image sera la forme
LQop+0)+ROy __ E(p)

1 1
Lp? +Rp+— Lp? +Rp+—
P P C P P C

0(p)=

Le caractére de la solution dépend essentiellement des racines du trindme
P’ +aip + a, : seront-elles complexes, réelles et distinctes ou réelles et
égales. Considérons en détail le cas ou les racines du trindme sont

2
: a
complexes, c'est-a-dire quand [71] —a, <0.On analysera d'une

maniére analogue les autres cas.

Comme l'image de la somme de deux fonctions est égale a la somme de
leurs images, en vertu de la formule (38) l'original pour la premiere
fraction située dans le second membre de (49) sera de la forme
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xgp+xg +apxg .
5 e cost a ——+

Sll’lt\ ll ——

p~ tajptay
(50)
Trouvons ensuite 'original correspondant a la fraction
F(p)
pi+ap+a,

Nous utiliserons ici le théoréme de convolution en remarquant que
a4
Xap+Xpn+ax ! 2
0P Y . e ai

7 - sintq/a, —T, F(p)—— £
p-+ap+a, f ai

Par conséquent, nous obtenons d'aprés la formule (39)

“N (g 2
. F(p) . j f(e 2 )sin(t—r),/az—%dr(s

+a +a
poTapTay arT

1)

Ainsi, nous obtenons de (49) en tenant compte de (50) et (51)

xoal

-4y
x(t)=e 2 | x,costy|a, ——+ s1nt] a, - +
R (52)

Si la force egtérieure f (f) = 0, c'est-a-dire si nous sommes en présence
d'oscillations mécaniques ou électriques libres, la solution est donnée par
le premier terme du second membre de l'egpression (52). Si les valeurs
initiales sont nulles: x, =x; =0, alors la solution est donnée par le

second terme du second membre de 'egalité (52). Gonsidérons ces cas
plus en détail.
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§ 16. Etude des oscillations libres

Supposons que I'équation (47) décrit des oscillations libres, c'est-a-dire
que f () = 0. Introduisons pour plus de commodité dans I'écriture des
formules les notations : a, = 2n, a, = k¥, ki = = k2 - nz. Alors I'équation
(47) prendra la forme

u+2 E k20, (53)
dr® dt
La solution de cette équation x, vérifiant les conditions initiales (x = x,,

x" = x; pour ¢ = 0) est donnée par la formule (50) ou par le premier terme

de la formule (52)
o+
x()=e" {xo cos kyt +% sin klt} . (54)
1

0+
Posons x, = a,M =b. 11 est évident que pour tout a et b on peut
1
choisir M et & de sorte que l'on ait a = M sin , b = M cos d, alors M=4d
+ b, tg & = a/b. Ecrivons la formule (54) sous la forme
xi=e™ [ Mcos kit sin &+ M sin kit cos 8 ],

on peut alors en définitive écrire la solution ainsi

x; =va’ +b%e™ sin(k,t +8) . (55)

La solution (55), correspond aux oscillations amorties.
Si2n = a, =0, c'est-a-dire si I'on néglige le frottement interne, alors la
solution sera de la forme

x; =va’ +b? sin(k,t+)

Nous aurons dans ce cas des oscillations harmoniques. (Dans le ch. XIII,
§ 27 sont donnés sur les fig. 276 et 278 les graphiques des oscillations
harmoniques et amorties.)

§ 17. Etude des oscillations harmoniques amorties dans le cas dune
force extérieure périodique

Lors de I'étude des oscillations élastiques des systemes mécaniques et
particuliérement lors de 1'é¢tude des oscillations électriques, on est amené
a considérer divers types de forces extérieures f(t). Etudions en détail le
cas d'une force extérieure périodique. Supposons que 1'équation (47) soit
de la forme

ﬂ+2 E+k x = Asin of (56)

dr?
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Pour ¢lucider la nature du mouvement il suffit de considérer le cas ou
xo =x3 =0. On pourrait obtenir la solution de l'équation d'apres la
formule (52), mais il est plus commode ici du point de vue méthodique
d'obtenir la solution en effectuant tous les calculs intermédiaires.
Ecrivons 1'équation de 1'image
®

p2+0)2

X(p)p? +2np+k*)=4

d'ou nous obtenons
Ao
(p* +2mp+k*)(p* +0%)
Considérons le cas ot 21 # 0 (n* < k*). Décomposons la fraction du
second membre en fractions simples
Ao Np+B Cp+D

= + —(58)

x(p)=

(p2 +2np-|—kz)(p2 +c02) - p2 +2np+k2 p2 +o
Nous déterminons les constantes N, B, C, D par la méthode des
coefficients indéterminés. Utilisant la formule (38) nous tirons de (57)
l'original
A .
x(t)= 3 5 5 {(kz—mz)smmt—2no)coso)t+
k" -0") +4n"o

(59)

1

ici de nouveau k, =vVk* —n? . C'est précisément la solution de
1'équation (56), vérifiant les conditions initiales, : x, =x(; =0 pourz=0.
Considérons le cas particulier 27 = 0. Dans un systéme mécanique par
exemple, cela correspond au cas ou il n'y a pas de résistance interne, pas
d'amortisseurs. Pour un contour électrique cela correspond au cas ou R =
0, autrement dit que la résistance interne du circuit est nulle. L'équation
(56) prend alors la forme

d 2)C 2 .

——+k“x=Asin ot , (60)

dt*
et nous obtiendrons la solution de cette équation vérifiant les conditions
xo = x( =0 pour ¢ = 0, si nous posons dans la formule (59) n = 0:

A . .
x() :—[—msm kt + k sin oot]. (61)
(k* —0)k

Nous avons ici la somme de deux oscillations harmoniques les
oscillations propres de fréquence k&
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A o .
x, . (t)=—————sinkt
pr K2 —w? k
et les oscillations forcées de fréquence ®

A .

xfm,c (t) = m sin kt
Dans le cas ou k >> , le caractére des oscillations est représenté sur la
fig. 400.
Revenons encore une fois a la formule (59). Si 2rn > 0, ce qui a lieu pour
les systémes mécaniques et électriques considérés, le terme, contenant le
facteur e” et représentant les oscillations propres amorties, décroit
rapidement lorsque ¢ croit. Pour les ¢ suffisamment grands, le caractére
des oscillations est déterminé par le terme ne recelant pas le facteur e™
c'est-a-dire le terme

A .
x(t) = K o)) s ana {(k2 —(,02)511’1 ot —2n®cos u)t}(62)
Introduisons les notations :
A2 — 2 X,
3 (kzzw)z Z:Mcosf)
(k" —0) " +4n"o ,:He
- A2no =M sind 0 }HHMZ‘
2 2N2 2.2 |1 | |
(k" —0") +4n"® xc:||l|l|::\|l
oil NERRERREEN
A IREARREREAEAR
M= SO o
J? —0?)? +4n’0?

Pptn
by
On peut écrire ainsi la solution (62): x(Y) : | ! 1 }
A . i ! | |
x(t) = = - sin(wt + 5) OI V\W} !
L B s
k k Fig. 400
. (64)

Il découle de la formule (64) que la fréquence k des oscillations forcées
ne correspond pas a la fréquence o de la force extérieure. Si la résistance
interne caractérisée par le nombre n est faible et si la fréquence ® est
proche de la fréquence k, l'amplitude des oscillations peut étre rendue
arbitrairement grande, car le dénominateur peut étre rendu aussi petit que

l'on veut. Pour n = 0, ®* = %, la solution ne s'exprime pas par la formule
(64).
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§ 18. Solution de 1'équation des oscillations dans le cas de la
résonance

Considérons le cas particulier @; = 2n = 0, c'est-a-dire quand la résistance
est nulle, et la fréquence de la force extérieure coincide avec la fréquence
des oscillations propres k£ = ®. Dans ce cas I'équation prend la forme

d*x .

—2+k2x = Asin kt (65 )

dt
Nous cherchons une solution de cette équation vérifiant les conditions
initiales : x, =0, x;, =0 pour = 0. L'équation auxiliaire sera

_ 2 .2 k S Ak
X(p)p® +k™)=A—— dou x(p)=—F—-(66)
p-+k (p~+k*)
Nous avons obtenu une fraction rationnelle réguliére du type IV que nous
n'avons pas étudiée sous sa forme générale. Pour trouver l'original de
l'image (66) nous aurons recours a l'artifice suivant. Ecrivons l'identité
(formule 2, tableau 1)
o0
— o
- Ie sin kt dt (67)
0
Dérivons ') les deux membres de cette égalité par rapport a k
o0

2
21 - 22k e :Ie_’”tcosktdt
p +kT (pT+k7) 0

Utilisant 1'égalité (67), nous écrirons ainsi cette égalité

k.
p2+k2

2 o0
_% = Ie‘p’ {t cos kt —%sin kt} dt
(p™+k5)"
Il en découle immédiatement
2
Ak ° i(l sin kt —t cos ktj
(p* +k%)? 2k \k

(nous obtenons de cette formule la formule 13 du tableau 1). Ainsi
la solution de I'équation (65) sera

A1
t)=—1/| —sinkt—tcoskt [(68
x(t) 2k(k j( )

Etudions le second terme de cette solution

: L'intégrale du second membre peut étre représentée sous la forme d'une
somme de deux intégrales de la variable réelle dont chacune dépend du
parametre k.
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x (z)——izcos/a : (68")
2 2k ’

lorsque ¢ croit, cette quantité n'est pas bornée. L'amplitude des
oscillations correspondant a la formule (68') augmente indéfiniment
lorsque ¢ croit indéfiniment. Par conséquent, I'amplitude des oscillations
correspondant a la formule (68) augmente aussi indéfiniment. Ce
phénoméne qui a lieu quand la fréquence des oscillations propres
coincide avec la fréquence de la force extérieure est appelé résonance (cf.
également ch. XIII, § 28, fig. 280).

§ 19. Théoréme du retard

Supposons que la fonction f(f) soit identiquement nulle pour ¢ < 0 (fig.
401, a). Alors la fonction f(¢ - ¢,) sera identiquement nulle pour ¢ < ¢, (fig.
401, b). Démontrons le théoréme du retard suivant.

L

!
|

0 t 0 I
(a) (b)
Fig. 401
Théoreme. Si F (p) est l'image de la fonction f (t), alors
e P F(p) est l'image de la fonction f (t - t,), c'est-a-dire si f (t) «—— F
(p), alors

flt=tg)«"—e " F(p).(69)

Démonstration. Par définition de 1'image nous avons

Lif(t-10))= je—l”f(z—zo)dz - je—l’ff(t—zo)dHJ'e—P’f(t—to)dr
0 0 fo

La premicre intégrale du second membre de I'égalité est nulle car f'(¢ - £,)
= 0 lorsque ¢ < t,. Effectuons dans la seconde intégrale un changement de
variable en posant ¢ - ¢, = z

Lif(t—-10))= j e P £(2) df = P j eV f(2)dz = e P F(p)
0 0

Ainsi,
f—t)«——e " F(p)
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Exemple. Nous avons établi au § 2 pour la fonction unité de

. . L] 1 7 r by r r
Heaviside : o,(t)«——— . Il découle en vertu du théoréme démontré

que pour la

‘ da(i—f’)

ol A t
Fig. 402

. . 1 -
fonction o, (¢ — &) représentée sur la fig. 402 I'image L sera —e Ph est-
P

a-dire
. 1 _
oo (t—h)«———e 7"
§ 20. La fonction delta et son image

Considérons la fonction
0 pour t<h

cl(t,h)=%[Go(t)—o'0(t—h)]= % pour 0<7<h (71)

0 pour A<t

représentée sur la fig. 403.

Si I'on assimile cette fonction a une force agissant pendant un intervalle
de temps de 0 a /4, le reste du temps étant nul, il est évident que
l'impulsion de cette force est égale a I'unité.

8,(t hy D'aprés les formules (8) et (70)
e l'image de cette fonction est

1 l(i_ie-phj

- h

) ' p P

c'est-a-dire
o] h t P
. o Ly 12— (7
Fig. 403 p h

En mécanique il est commode de considérer les forces agissant pendant
un trés bref intervalle de temps comme des forces d'une action
instantanée mais d'une impulsion finie. C'est pourquoi on introduit la
fonction & (f) en tant que limite de la fonction &, (¢, /&)

Jorsque A— 0
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(t)—h1_r>r(1)61(t, ) (73)

Cette fonction est appelée fonction unité ou fonction delta. Posons
naturellement

j S(t) dt =1 (74)
On écrit également

0

jsm di =1.(75)

0

Notons que la fonction d(x) est utilisée non seulement en mécanique; on
la trouve dans de nombreuses branches des mathématiques et notamment
dans la résolution de nombreuses équations de la physique mathématique.
Considérons I'action d () si elle est assimilée a une force. Cherchons la
solution de 1'équation
2
45 sy (76)
dt*

. .. . ds , .
vérifiant les conditions initiales s = 0, % =0 pour ¢ = 0. De I'équation
t

(76) et compte tenu de (75) il vient
t

v=§=j5(r)dr=1(77)
dt 0

quel que soit #, et en particulier pour ¢ = 0. Par conséquent, en définissant
d (x) au moyen de 1'égalité (73), on peut assimiler cette fonction a une
force communiquant & un point matéricl de masse égale a l'unité, a
l'instant ¢ = 0, une vitesse égale a l'unité.

Définissons I'image L de la fonction & (f) comme la limite de 1'image de
la fonction o (¢, /) lorsque 7 — 0

(pour établir cette limite on s'est servi de la régle de L'Hospital).
Donc

S()«——1  (78)

On définit ensuite la fonction d (¢ - ,) que 1'on peut assimiler a une force
communiquant pendant un temps trés court, a l'instant £ = ¢,, & une masse

" 11 ne faut pas perdre de vue que 8(7) n'est pas une fonction dans le sens
babituel de ce terme. (Bien des auteurs physiciens l'appellent fonction de
Dirac.)
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égale a l'unité, une vitesse égale a 'unité. 11 est évident qu'en vertu du
théoréme du retard nous aurons
S(t—ty)«———e " (79)
Par analogie avec (75) on peut écrire

fy
IS(t—tO)dt ~1.(80)
)
De l'interprétation mécanique que nous venons de donner il résulte que si
la fonction delta se trouve dans le deuxiéme membre d'une équation elle
peut en étre éliminée par un changement adéquat des conditions initiales.
Illustrons ce que nous venons de dire par un exemple simple. Soit a
résoudre I'équation différentielle
d*x
— =f(O)+3() (81)
dt
avec les conditions initiales : x, = 0, x, =0 pour # = 0. L'équation
auxiliaire est
p*E(p)=F(p)+1
d' ou
_ F(p) 1
T(p) ==
p- P
D'aprés les formules (9) et (15) du tableau il vient
t
X(t) = j FO)(t-Tt)de+1 . (83)
0

Nous aurions abouti a ce méme résultat si nous avions eu a résoudre
1'équation

d*x
— =/

dr*
avec les conditions initiales : x, =0, x; =1 pour #= 0. Dans ce cas
1'équation auxiliaire aurait été

2—
P x(p)=1=F(p) (84)

Elle est équivalente a I'équation auxiliaire (82) et sa solution coincidera,
par conséquent, avec la solution (83).
En conclusion nous allons noter une importante propriété de la fonction
delta. D'apres les égalités (74) et (75) nous pouvons €crire

t

0 pour—oo<t<0
IS(t)dr: (85)
k I pour—0<7<o0

c'est-a-dire que cette intégrale est égale a la fonction unité Q, (¢) de
Heaviside.
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Par conséquent,

(1) = J‘S(r)dr (86)

En dérivant par rapport a t les deux membres de 1'égalité, nous obtenons
1'égalité conditionnelle
oo (1) =38(1). (87)

Pour mieux comprendre le sens de 1'égalité conditionnelle (87)
considérons la fonction uo (t, h) représentée sur la fig. 404. I1 est évident
que

(1. h) = (1, 1) (88)
(a I'exception des points ¢ = 0 et = /). En passant a la limite

\L &, (L.h)

D, —— S

0 t
Fig. 404
lorsque 2 — 0 dans I'égalité (88), on voit que oro (t, h) --). uo (t) ce qu'on
note par
6, (t,h) > o4 (¢) lorsque A — 0.
Le deuxiéme membre de 1'égalité (88) o (¢, #) — d (¢) lorsque # — 0. Par
conséquent, I'égalité (88) prend la forme de 1'égalité conditionnelle (87).

Exercices

Trouver la solution des équations suivantes pour les conditions initiales
données:

d? d
1. —2x+37x+2x:0,x=1,x'=2pourt=o.Rép.x=4e"—3e‘2’.
dt ¢
d*x d?
2. S-S0, x=2,0'=0,x"= 1 pourr=0.Rép.x = 1- 1+
dr® dt
é.
dzx dx 2 2
3. —-2a—+(@ " +b")x=0, x=x,,x'=x; Pourt=0.
dr? dt
at
Rép. x = <—[xxyb cos bt + (x) — xoa) sin bt]

b
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4. ﬂ_3ﬂ+2x_e5 x=1,x"=2pourt=0.
dt* 1

1 1 2
Rép. x=—e' +—e' +Ze
12 4 3

d2
5. —2+mx acosnt ,x =Xx, x'=x; pour t=0.
dt
. a Xo .
Rép. x = ﬁ(cos nt —cos mt) + x, cos mt +—sin mt
m-—n m
d*x dx
6. ——"=¢>,x=0,x'=0pourt=0.
dr?  dt
1
Rép. x =2e' —gﬁ —t2-2t-2
d’x 1
7. —3+x:5tze’,x x'=x"=0poutt=0.
dt
Rép.

e 1{ t\/_\/_ \/_}1

:l t2—3;t+i e ——e  ——
4 2 24 3

3

d’x
8. —+x=1,x=xy=x;=0pour=0.

dt
t
- 5 /3
Rép.x=1-—e" —=e2 cos—
2
_d X d2 ' " m _ ,
9. dt4 —2dt2 +x=sint X0 = O:xO:x():O pourt_O.Rep.

=%[et(t—2)+e_t(t+2)+2sint]

Trouver la solution du systéme d'équations différentielles

10.
vérifiant les conditions initiales x, = y, =x; =y =0 Pourz=
1 L’ -t
x(t)=——cost+—e' +—e ",
4 4

0. Rép.

1 L -t
f)=——cost——e ——e  +1
) 2 4 4



Chapitre XX

ELEMENTS DE LA THEORIE DES PROBABILITES ET DE LA
STATISTIQUE MATHEMATIQUE

L'expérience de tous les jours confirme que dans de nombreuses situations
pratiques de la vie courante, ainsi que lors des recherches scientifiques nous
sommes continuellement confrontés avec des situations pour lesquelles les lois
du déterminisme rigoureux auxquelles nous sommes familiarisées depuis notre
enfance ne sont plus valables. Citons quelques exemples. Supposons que nous
nous intéressons au nombre d'appels qu'un service d'ambulance regoit tout au
long de la journée.

De nombreuses observations montrent, qu'il n'est pas possible de prévoir avec
exactitude le nombre d'appels que recevra le service au cours des journées a
venir. Ce nombre est soumis a des fluctuations importantes et aléatoires. Le
temps que devra passer le médecin au chevet du malade a partir du moment de
l'appel de I'ambulance est également aléatoire.

Si on met a l'essai un certain nombre N de pieces quelconques, fabriquées
semblerait-il dans des conditions identiques a partir des mémes matériaux, le
temps s'écoulant entre le début de 1'essai jusqu'a la mise hors d'usage de la piéce
(jusqu'a I'état de rebut) s'avere aléatoire et soumis a une fluctuation assez forte.
Quand on procéde a un tir au but on observe une dispersion des projectiles. 11
n'est pas possible d'indiquer a l'avance 1'écart entre le point d'impact du
projectile et le centre de 1'objectif, c'est une grandeur aléatoire.

La simple constatation du caractére aléatoire d'un événement est absolument
insuffisante pour que 1'on puisse utiliser efficacement un phénomeéne naturel, ou
contrler un processus technologique; il convient d'apprendre a estimer
quantitativement les événements aléatoires et a prévoir leur déroulement. C'est
la I'exigence impérieuse des problémes théoriques et pratiques.

Deux disciplines mathématiques, la théorie des probabilités et la statistique
mathématique, s'occupent précisément de la solution des problémes qui se
posent dans ce domaine et de la création d'une théorie mathématique générale.
La théorie des probabilités et ses applications dans les nouvelles branches de la
science se sont largement développées ces derniers temps grace notamment aux
recher

ches des savants soviétiques. I1 importe de citer tout d'abord les travaux de A.
Kolmogorov, B. Gnedenko, N. Smirnov.
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Nous exposerons dans ce chapitre les éléments de la théorie des probabilités
et de la statistique mathématique.

§ 1. Evénement aléatoire. Fréquence relative d'un événement aléatoire.
Probabilité d'un événement. Objet de la théorie des probabilités

La notion fondamentale de la théorie des probabilités est celle d'événement
aléatoire. On appelle événement aléatoire un événement qui pour certaines
conditions peut soit se réaliser, soit ne pas se réaliser.

Exemp le 1. L'apparition du coté face, quand on jette une piéce de monnaie, est un
événement aléatoire.

Exemple 2. Le fait datteindre le but visé au cours d'un tir est un événement
aléatoire.

Exemp le 3. Lors de la fabrication d'un cylindre d'un diamé'Ure requis de 20 cm, le
fait de commettre une erraur inférieure a 0,2 mm avec les moyens de production dont on
dispose est un événement aléatoire.

Définition 1. On appelle fréquence relative p* d'un événement aléatoire 4
le rapport m* du nombre de réalisations de cet événmeent au nombre total n*
d'épreuves identiques réalisées au cours desquelles 1'événement donné aurait pu
ou non se produire. Nous écrirons

P*(A)zp*:f—:. )

Il découle de l'observation de divers phénomeénes que si le nombre d'épreuves
dans chaque série est pratiquement peu élevé, les fréquences relatives de
'apparition de I'événement A dans chaque série peuvent notablement différer
I'une de l'autre. Si le nombre d'épreuves dans les séries est élevé, alors, en régle
générale, les fréquences relatives de 1'apparition de I'événement A dans les
diverses séries différeront peu les unes des autres et ceci d'autant plus que le
nombre d'épreuves dans les séries est élevé. On dit alors que pour un nombre
élevé d'épreuves la fréquence relative présente de moins en moins un caractére
aléatoire. Notons toutefois qu'il existe des événements a fréquence instable, de
sorte que ses valeurs. méme pour de trés grandes séries, peuvent fortement
différer les unes des autres.

L'expérience montre que, dans la grande majorité des cas, il existe un nombre
constant p tel que les fréquences relatives de la réalisation de 1'événement A
pour un grand nombre d'épreuves répétées different trés peu, quelques rares cas
excepté, de ce nombre p.
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Ce fait empirique s'écrit symboliquement de la maniére suivante:
m *
— 5P @

n* n*—o

Le nombre p est appelé probabilité de la réalisation de I'événement aléatoire 4.
L'écriture symbolique de cette phrase est alors

PA)=p. 3)
La probabilité p est une caractéristique objective de I'éventualité de la
réalisation de I'événement A4 pour les épreuves données, définie par la nature de
'événement A.
La fréquence relative différe peu pour un nombre élevé d'épreuves de la
probabilité, exception faite de « cas trés rares » dont on peut souvent négliger
1'éventualité.
La relation (2) est habituellement formulée de la maniére suivante :

Quand le nombre d'épreuves (expériences répétées) n* augmente indéfiniment
la fréquence relative de l'événement A tend vers la probabilité p de la
réalisation de cet événement.

R emarque. Dans nos raisonnements précédents nous avons postulé a 1'appui
de faits empiriques la relation (2). On peut également postuler d'autres
conditions naturelles, découlant de 1'expérience. Dans ce cas on pourra établir la
relation (2), qui sera alors un théoréme. C'est le théoréme bien connu en théorie
des probabilités de J. Bernoulli (1654-1705).

La probabilité étant une caractéristique objective de 1'éventualité de la
réalisation d'un certain événement, on doit savoir, pour prévoir la nature du
déroulement de nombreux processus, que l'on considere dans la gestion de la
production, I'économie, la science militaire, etc., déterminer la probabilité de la
réalisation de certains événements complexes. La détermination de Ia
probabilité de la réalisation d'un événement d'aprés les probabilités des
événements élémentaires conditionnant 1'événement complexe considéré, I'étude
des lois probabilistes régissant les divers événements aléatoires constituent
l'objet de la théorie des probabilités.

§ 2. Définition classique de la probabilité et calcul direct des probabilités

Dans de nombreux cas, 1'analyse de 1'épreuve correspondante permet de calculer
la probabilité de I'événement aléatoire considéré.
Pour expliciter I'exposé qui suivra considérons I'exemple suivant.

Exemple 1. Nous appellerons dé a jouer un cube homogene, sur les faces duquel
sont notés les chiffres de 1 a 6. Considérons I'événement aléatoire consistant en
l'apparition du nombre / (1 </ < 6) sur la face supérieure du cube quand on jette le dé.
Comme, en vertu de la symétrie du dé, les événements consistant.en l'apparition d'un
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certain nombre compris entre 1 et 6 sont également probables, on les appelle
équiprobables. Quand on jette le dé un grand nombre de fois on peut s'attendre a ce que
le nombre 1, de méme que chacun des nombres compris entre 1 et 6 apparaitra sur la

face supérieure du dé environ g fois. C'est 1a un fait confirmé par l'expérience.

. 1 . .
La fréquence relative sera proche du nombre p* = g . C'est pourquoi on estime que la
probabilité de 1'apparition du nombre 1, de méme que de tout autre nombre compris entre
. 1
1 et 6, sur la face supérieure du dé, est égale a g .

Nous passerons maintenant a l'analyse des événements aléatoires dont les
probabilités peuvent étre calculées directement.

Définition 1. Des événements aléatoires sont dits incompatibles pour une
épreuve donnée s'il est exclu qu'au cours de cette épreuve deux d'entre eux
puissent avoir lieu simultanément.

Définition 2. Nous dirons que les événements aléatoires forment un
systeme exhaustif (ou complet), si au cours de chaque épreuve chacun d'entre
eux peut étre réalisé, tout en excluant la réalisation de tout autre événement
incompatible avec eux.

Considérons le systeme exhaustif d'événements aléatoires équiprobables et
incompatibles. Nous appellerons ces événements des cas (ou chances) .

Un cas de ce systeme est dit favorable a la réalisation de 1'événement 4, si
l'apparition de ce cas implique la réalisation de 1'événement 4.

Exemple 2. Une urne contient 8 boules numérotées de 1 a 8. Les boules affectées
des chiffres 1, 2 et 3 sont rouges, les autres sont noires. Le tirage de la boule numéro 1
(de méme que des boules numéro 2 ou 3) est un événement favorisant l'apparition d'une
boule rouge.

Pour le cas considéré on peut donner une définition du concept de probabilité
différente de celle du § 1.

Définition 3. On appelle probabilité p de I'événement A4 le rapport du
nombre m de cas favorables au nombre # de tous les cas possibles constituant le
systtme  exhaustif d'événements  équiprobables  incompatibles, ou
symboliquement

P(A)zp:% (1)

Définition 4. Sitous les n cas formant un systéeme exhaustif d'événements
équiprobables incompatibles sont favorables a la réalisation d'un événement
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quelconque, un tel événement est dit certain; la probabilité d'un événement
certain est p = 1.
Un événement auquel aucun des n cas formant un systéme exhaustif
d'événements équiprobables incompatibles n'est favorable est dit événement
impossible; sa probabilité p = 0.

Remarque 1. Les affirmations inverses sont également vraies dans ce cas.
Toutefois dans d'autres cas, par exemple, dans le cas d'une variable aléatoire
continue (§ 12), les affirmations inverses peuvent étre fausses, en d'autres
termes le fait, que la probabilité d'un événement est égale a 1 ou a 0, n'implique
pas nécessairement que cet événement est certain ou impossible.
I1 découle de la définition de la probabilité qu'elle vérifie la relation

0<p<l.
Exemp1e 3. On choisit une carte clans un jeu de 36 cartes. Quelle est la probabilité
pour que ce soit un pique ?

Solution.Nous avons ici le schéma des cas équiprobables. L'événement 4 consiste
en l'apparition d'une carte de pique. Le nombre totale de cas est n = 36. Le nombre de cas
favorables a I'événement A est m =9.

1
36 4
Exemp 1e 4. On jette simultanément deux piéces. Quelle est la probabilité d'amener
face sur les deux pieces ?
Solution.Composons le schéma des cas possibles.

Nous avons, par conséquent, p =

Premiére | Seconde
picce picce
ler cas face face
2igrne cas face pile
3ie, cas pile face
4iéme cas pile pile

Nous avons en tout 4 cas possibles, dont un seul est favorable. Par conséquent, la
. . 1
probabilité d'amener face sur les deux picces est p= Z

Exemple 5. Laprobabilité d'atteindre un objectif est p quand le tir

est exécuté avec une premiére arme et p quand il est exécuté avec une seconde arme.
Trouver la probabilité de toucher la cible, si le tir est effectué¢ simultanément avec les
deux armes. On estime que la cible est atteinte, s'il est touché par I'une au moins des
armes.

Solution. On peut simuler ce probléme de la maniére suivante. Deux urnes
contiennent chacune 10 boules numérotées de 1 a 10. La premiére urne

contient 8 boules rouges et 2 noires, la seconde 7 boules rouges et 3 noires. On retire une
par une les boules de chaque urne. Quelle est la probabilité que I’'une au moins des 2
boules retirées soit rouge ?
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Comme n'importe quelle boule de la premicre urne peut étre retirée avec n'importe
quelle boule de la seconde urne, le nombre de cas est 100, ainsi » = 100.
Calculons le nombre de cas favorables.
Lors du prélévement de chacune des 8 boules rouges de la premiére urne simultanément
avec une boule quelconque de la seconde urne, il y aura parmi les boules sorties au
moins une boule rouge. Le nombre de tels cas est 10 x 8 = 80. Lors du prélévement de
chacune des deux boules noires de la premiére urne simultanément avec chacune des 7
boules rouges de la seconde urne il y aura une boule rouge parmi les boules sorties. Le
nombre de ces cas sera 2 x 7 = 14. Le nombre total de cas favorables sera ainsi m =
80+14 =94.
La probabilité pour qu'il y ait parmi les boules sorties au moins une boule rouge est

m 94
n 100

C'est précisément la probabilité de tire au but.

Remarque 2. Dans cet exemple nous avons ramené le probléme du calcul
de la probabilité de tir au but au probléme de la probabilité de I'apparition de
telle ou telle boule lors du prélévement des boules d'une urne. De nombreux
problémes du calcul des probabilités peuvent ainsi étre réduits a ce « schéma a
urnes ». C'est pourquoi les problémes du prélévement des boules d'une urne
peuvent étre considérés comme des problémes généralisés.

Exemple 6. Un lot de 100 articles recéle 10 piéces défectueuses. Quelle est la
probabilité pour que parmi 4 pi¢ces prises au hasard trois soient sans défaut.
Solution. Il existe n=C 1400 maniéres de choisir 4 pi¢ces dans un lot de 100. Le
nombre de cas pour lesquels 3 des 4 piéces prélevées seront sans défauts est égal a
nm=C ;’O -C 110
La probabilité cherchée sera alors :

m CoyCly 1424 03

§ 3. Somme des probabilités. Evénements aléatoires contraires

Définition 1. On appelle somme de deux événements 4; et A, 1'événement
C, consistant en la réalisation de 1'un au moins de ces deux événements.
Nous considérerons plus bas la probabilité de la somme de deux événements
incompatibles A et A,. Désignons la somme de ces événements par

A1 + Az
ou encore
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Ajoud, ).
Passons maintenant au théoréme suivant, dit théoréme d'addition des
probabilités (ou des probabilités totales).

Théor e me 1. Supposons qu'au cours d'une épreuve (phénomene,
expérience) un événemént aléatoire A, de probabilité P (4,) et un événement A,
de probabilité P (A4,) puissent étre réalisés. Les événements A, et A, sont
incompatibles. La probabilité de la somme de ces événements, c'est-a-dire de
l'événement consistant en la réalisation ou bien de l'événement A,, ou bien de
l'événement A,, est alors calculée d'apres la formule
P(4,0udy)=P(4))+ P (4)
Démonstration. Soit

m m
P4 — ,P(A)=—2 .
n n

Les événements A, et A, étant incompatibles pour un nombre total n de cas, le
nombre de cas favorables a la réalisation simultanée des événements A4; et A4,,
est égal a 0, et le nombre de cas favorables a la réalisation ou bien de
'événement A4, ou bien de I'événement 4, est égal a m, + m,. Par conséquent,

my +m, my

P (4, ou A,) = + 72 _p4)+ P (4y)
n

n
ce qu'il fallait démontrer.
On peut démontrer d'une manicére analogue ce théoréme pour un nombre
arbitraire de termes
P(4,oudrou...oud,)=PA)+PA)+...+P(4,). (1)
Cette derniére égalité s'écrit encore:

n n
P> A= D P ()

i=1 i=1
Remarque. Nous av ons démontré le théoréme d'addition pour le schéma
des cas, quand la probabilité peut étre déterminée par un calcul direct. Nous
estimerons par la suite que le théoréme de l'addition des probabilités est
également valable dans le cas, ou il n'est pas possible
d'effectuer le calcul direct des probabilités. Cette affirmation
est basée sur les considérations suivantes. Les probabilités des
événements pour un grand nombre d'expériences sont proches
(a de rares exceptions pres) des fréquences relatives, et pour
ces dernicres la démonstration peut étre conduite exactement
de la méme maniere, qu'il a été fait plus haut. Cette remarque Fig. 405

* . \ by

Remarquons, que dans cette expression le mot ou » ne possede pas le caractére
d’exclusion mais signifie simplement que I'un au moins de ces événements se
réalisera conformément a la définition 1.
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concerne également les démonstrations des théorémes suivants, qui feront
appel au schéma a urnes.

Exemple 1. On effectue un tir au but D composé de 3 zones disjointes (fig. 405).

5
La probabilité de tomber dans la zone I est : P(4;) = W celle de tomber dans la zone 11

10 17
est : P(4,) = E et celle de tomber dans la zone III est : P(43) = E . Quelle est la

probabilité de tomber dans la zone D ?
L'événement A consiste dans le fait de tomber dans le domaine D. D'apreés la formule (1')
nous avons:
5 10 17 32
P(4)) + P(4s) + P(d3) = ——+ — + —— = —
100 100 100 100
Définition 2 Deux événements sont dits contraires, s'ils sont
incompatibles et s'ils constituent un systéme (exhaustif).
Si nous désignons par 4 I'un des événements, nous désignerons 1'événement
contraire par A4 .
Supposons que la probabilité de réalisation de 1'événement A4 est p, alors nous
désignerons la probabilité de la nonréalisation de I'événement 4, c'est-a-dire la
probabilité de la réalisation de 1'événement 4 ,par P (4)=gq.
Comme au cours de l'expérience il se réalisera absolument soit I'événement A4,
soit I'événement A , nous obtiendrons en vertu du théoréme (1)
P(A)+P(4)=1,
autrement dit la somme des probabilatés des événements contraires est égale a
l'unité
prq=1.0Q)

Exemple 2. On effectue une certaine mesure. Désignons par A4 le fait
d'obtenir des erreurs inférieures a A. Soit P (4) = p. L'événement contraire,
c'est-a-dire le fait d'obtenir une erreur supérieure ou égale a A, est 1'événement

A.la probabilité de cet événement est P (Z) =g=1-p.

Corollaire 1.Siles événements aléatoires Ay, A, . . ., A, constituent .un
systéme exhaustif d'événements incompatibles, on a I'égalité
P(4)) + P(4y) +... +P(4,)=1. (3)

Démonstration Comme les événements 4;, 4,, . . ., A, constituent un
systéme exhaustif d'événements la réalisation de I'un de ces événements est un
événement certain. Par conséquent,

P(4,0udsou...oud,)=1.
Transformant le premier membre d'aprés la formule (1') nous obtenons 1'égalité

Q).
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Définition 3. Les événements aléatoires A et B sont dits compatibles, si
au cours d'une épreuve donnée les deux événements peuvent avoir lieu,
autrement dit, si les événements 4 et B peuvent étre réalisés simultanément.

Nous désignerons par (4 ou B) ou (4B) I'événement consistant en la réalisation
simultanée des événements A et B. Nous désignerons la probabilit¢ de la
réalisation simultanée des événements A4 et B par P (4 et B).
Théoreéme2. La probabilité de la somme de deux événements compatibles
est déeterminée par la formule

PAouB)=P(A4)+P(B)-P(4detB). (4)
Nous donnerons une illustration géométrique de la formule (4).
Introduisons d'abord la définition suivante.
Définition 4. Soit donné un domaine D dont l'aire est égale a S.

Considérons le domaine d faisant partie de D et dont l'aire est égale a S . Si le
fait pour le point de tomber dans le domaine D

a

1

Fig. 406
est un événement certain, la probabilité pour le point de tomber dans le domaine

d sera alors, par définition, égale a % , autrement dit p :% . Cette probabilité

est appelée probabilité géométrique.
Nous avons alors, en estimant pour le point que le fait de tomber dans le carré
de coté égal a 1 constitue un événement certain (fig. 406)

P (A ou B) =aireabcda,

P(4) =aire abfda,

P(B) =aire bedeb,

P (A4et B) =airedebfd.
11 est évident qu'on a 1'égalité

aire abcda = aire abfda + aire bedeb - aire debfd.

®)
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Portant dans cette égalité les premiers membres des égalités (5), nous
obtenons 1'égalité (4).
Nous pouvons calculer d'une maniére analogue la probabilité de la somme d'un
nombre quelconque d'événements aléatoires compatibles.
Notons que I'on peut démontrer le théoréme 2, en partant des définitions et des
régles des opérations énoncées plus haut.

§ 4. Produit des probabilités des événements indépendants

Définition 1. On dit que I'événement 4 est indépendant de I'événement B,
si la probabilité de la réalisation de I'événement B ne dépend pas du fait que
I'événement B se soit produit ou non.

ny

e y N
000000000

[ ® OO 00 000G
————

—my S

7z

Fig. 407

Théoréeme 1. Si les événements aléatoires A et B sont indépendants, la
probabilité de la réalisation simultanée des événements A et B est égale au
produit des probabilités de réalisation des événements A et B:

P(4etB)=P(4) P(B). (1)

Démonstration. Utlisons pour la démonstration de ce théoréme le
schéma a urnes. Chaque urne contient respectivement nl et nz boules. Dans la
premiére urne il y a m; boules rouges et les autres noires et dans la deuxiéme
urne m, boules rouges, le restant étant noir. On retire une boule de chaque urne.
Quelle est la probibilité pour que les deux boules retirées soient rouges?
Appelons événement A le fait de retirer une boule rouge de la premicre urne, et
événement B le fait de retirer une boule rouge de la deuxiéme urne. Ces
événements sont indépendants. I1 est alors évident, que

P)= "L PB)= "2 ()

m ny

11 est possible de retirer une boule de chaque urne nin, fois. Le nombre de cas
favorables au tirage de deux urnes de deux boules rouges est mym,. La
probabilité de la réalisation simultanée des événements A et B est

P(detp)= "2 T T
mny N My
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Remplagant dans cette formule —- et —= par leurs expressions tirées de

m ny
(2), nous obtenons I'égalité (1).nzUne illustration de ce théoréme est donnée a la
fig. 407.
Dans le cas de n événements indépendants 4, Ay, . . ., A,, on peut démontrer

d'une manicre analogue 1'égalité
P4 etdret...etd,)=P(4).P(4)...P4,). (3)

Exemple 1. Le fonctionnement fiable d'un appareil dépend de la fiabilité de
fonctionnement de chacun de ses trois éléments composants. La probabilité du
fonctionnement fiable de chacun de ces trois éléments au cours d'un cycle est
respectivement égale a p; = 0,6 ; p, = 0,7 ; p3 = 0,9. Trouver la probabilité¢ du
fonctionnement fiable de 1'appareil au cours du cycle donné.
Solution. Dapres le théoréme du produit des probabilités (3) nous aurons:

p=p1 p» p3=0,60,70,9=0,378.

Remarque. Le théoréme 2 du § 3 (formule (4)) sur la probabilité de la
somme des événements compatibles s'écrit, compte tenu de la formule (1) ;
P(AouB)=P(4)+P(B)-P(4).P(B). (4

Exemp le 2. La probabilité de la réalisation d'un événement au cours d'une épreuve
est égale a p. Déterminer le nombre n d'épreuves nécessaires pour que la probabilité de la
réalisation de 1'événement soit plus grande ou égale a Q.

Solution.Nouspouvons écrire d'aprés les théorémes sur la somme et le produit des
probabilités que
0=1-(1-p)".

Résolvant cette inégalité par rapport a n, nous obtenons

 log1-0)

log(1-p)

On peut aisément énoncer un probléme de ce genre, comportant une telle solution
analytique, dans les termes du < schéma a urnes ».

§ 5. Evénements dépendants. Probabilité conditionnelle. Probabilité totale

Définition 1. On dit que I'événement A dépend de I'événement B, si la
probabilité de la réalisation de 1'événement 4 dépend de ce que 1'événement B
est ou non réalisé.

Nous désignerons la probabilité de la réalisation de I'événement 4, a condition
que l'événement B ait lieu, par P (4/B) que nous l'appellerons probabilité
conditionnelle de ['événement A sachant que B est réalisé.
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Exemple 1. Une urne contient 3 boules blanches et 2 boules noires. On retire
une premiére boule de l'urne (premier prélévement), puis une seconde (deuxiéme
prélevement). Appelons B I'événement actualisant l'apparition d'une boule blanche au
premier tirage, et 4 1'événement actualisant 1'apparition d'une boule blanche au second

tirage
Il est évident que la probabilité de 1'événement 4, I'événement B étant réalisé, sera
2 1
P(4/B)y= —=—.
4 2

La probabilité de l'événement 4, I'événement B n'étant pas réalisé (le premier tirage a
donné une boule noire), sera

P(A/E):%

Nous voyons que
P(4/B)#P(A/B)
Théoréeme 1. La probabilit¢ de la réalisation simultanée de deux

événements est égale au produit de la probabilité de 'un d'entre
n

I P

y
Fig. 408
eux par la probabilité conditionnelle du second, calculée avec condition que le

premier événement est réalisé, autrement dit
P(etB)=P(B).P(4/B). (1)

Démonstration. Nous donnerons la démonstration pour des événements,
qui se rameénent au schéma a urnes (c'est-a-dire au cas ou l'on peut appliquer la
définition classique des probabilités).
Supposons qu'une urne contienne # boules, dont »n; sont blanches et n, noires.
Supposons encore, que parmi les #; boules blanches n*i boules soient marquées
d'un astérisque, et que les autres soient simplement blanches (fig. 408).
Retirons une boule de 1'urne. Quelle est la probabilité de 1'événement consistant
en ce que la boule retirée soit une boule blanche marquée d'un astérisque?
Soit B I'événement actualisant l'apparition d'une boule blanche, 4 1'événement
actualisant une boule blanche marquée d'uu astérisque. I1 est évident, que

PB)="1 )

n

La probabilité de 1'apparition d'une boule blanche avec un astérisque, sous
condition qu'on a retiré une boule blanche, sera

P B ="1. (3)
n
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La probabilité de 1'extraction d'une boule blanche avec un astérisque est P
(4 et B). 11 est évident, que

5

PectB)= 2 (4
n

mo_mom s
nonom

Portant dans (5) les membres de gauche des expressions (2), (3) et (4) nous
obtenons

P(4etB)=P (B).P (4/B).
L'égalité (1) est démontrée.
Si les événements considérés n'entrent pas dans le cadre du schéma classique, la
formule (1) sert a définir la notion de probabilité conditionnelle. La probabilité
conditionnelle de ['événement A, si l'événement B est réalisé, est alors définie a
l'aide de la formule

P(A/B)zw

(siP (B)#0).
Remarque 1. Appliquons cette dernieére formule a I'expression P (B et A)
P (BetA)=P (4) P (B/A). (6)
Dans les égalités (1) et (6) les premiers membres sont égaux, puisqu'il s'agit de
la méme probabilité ; par conséquent, les seconds membres sont aussi égaux et
on peut écrire I'égalité
P(4detB)=P(B) P(4/B)=P (4) P (B/A). (7)
Exemp le 2. Pour le cas de I'exemple 1, donné au début de ce paragraphe,
nous avons
P(B)= 3 , P (4/B)= 3 .
5 5
Nous obtenons d'apres la formule (1):
paan- 2ol
52 10
La probabilité P (4 et B) peut aussi étre aisément obtenue par un calcul direct.
Exemple 3. La probabilité¢ de fabrication d'une piece de qualité satisfaisant
aux normes est, pour une machineoutil, égale a 0,9. La probabilité de réalisation
d'une piece de qualité supérieure a la norme parmi les piéces satisfaisantes est
égale a 0,8. Calculer la probabilit¢ de réalisation d'une picce de qualité
supérieure a l'aide de la machine-outil donnée.
Solution. Appelons B l'événement consistant en la fabrication d'une pi¢ce
normale par la machine-outil, et événement 4 la réalisation d'une picce de
qualité supérieure.
IciP (B)=0,9, P (4/B)=0,8.
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Portant ces valeurs dans la formule (1), nous obtenons la probabilité
cherchée

P (4etB)=0,9.0,8=0,72.
Théoreme 2 Sil'événement A ne peut étre réalisé que si l'un des
événements By, By, . . ., B, formant un systéme exhaustif d'événements
mutuellement incompatibles est réalisé, alors la probabilité de l'événement A
est donnée par la formule
P(A)=P(B)) P/B)+P(B)P(A/By)+...
...tP(B,).P(4/B). (8
La formule (8) est appelée formule des probabilités totales.
Démonstration. l'événement 4 peut avoir lieu si I'un de tous événements
compatibles suivants est réalisé
(ByetA),(ByetA),. .., (B,etA).

Nous obtenons donc en vertu du théoréme d'addition des probabilités
P(4)=P (ByetA)+P (ByetA)+...+P (B, et A).

Remplagant les termes du second membre par leur expression tirée de la
formule (1) nous obtenons 1'égalité (8).
Exemp 1 e 4. Trois coups sont tirés a la file sur une cible. La probabilité d'atteinte de
la cible est respectivement égale a p; = 0,3 au premier coup, p, = 0,6 au deuxiéme et p; =
0,8 au troisieme. La probabilité de destruction de la cible est A; = 0,4 quand la cible est
touchée une fois, A, = 0,7 quand elle est touchée deux fois, et A; = 1,0 quand elle est
touchée 3 fois. Déterminer la probabilité de destruction de la cible quand trois coups sont
tirés (événement 4).
Solution. Considérons le systéme exhaustif d'événements mutuellement
incompatibles

B, - une atteinte ;

B, - deux atteintes;

Bj; - trois atteintes;

B, - pas d'atteintes.
Déterminons la probabilité de chaque événement. La cible sera atteinte une fois si elle
est touchée au premier tir, et ne I’est pas au deuxiéme et troisiéme tirs; ou encore, si elle
n'est pas touchée au premier tir, est touchée au second et manquée au troisiéme ; et enfin,
si elle a été manquée aux deux premiers tirs et n'est touchée qu'au troisiéme. Donc, en
vertu des théorémes du produit et de l'addition des probabilités, la probabilité¢ d'une
atteinte de la cible sera

PB)=pi(1-p)(A-p3)+ (A -p)p2(1-p3)+(1—-p) (1-pr)ps=0,332.

Raisonnant de maniére analogue, nous obtenons

P (By) =pip2(1=p3) +pi (1 =p2) p3 + (1 = p1) p2p3 = 0,468,
P (B3) =p1p2p3=0144,
P (Bsy)=(1-p1) (1 —p2) (1 -p3)=0,056.
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Ecrivons les probabilités conditionnelles de la destruction de la Bible au cas
de la réalisation de chacun de ces événements
P (4/B)) =04, P (4/B,)=0,7,P (4/B;) = 1,0, P (4/By)=0.
Portant les expressions obtenues dans la formule (8), nous obtenons la
probabilité de destruction de la cible

P (4) =P (B) P(4/B)) + P (B,) P (4/By) + P (Bs) P (4/B3) + P (Bs) P (4/B3) =
0,332:0,4 + 0,468-0,7 + 0,144-1,0 + 0,056-0 = 0,6044.

Remarque?2. Sil'événement 4 ne dépend pas de 1'événement B, on a
P (4/B) =P (4),

et la formule (1) prend la forme
P(etB)=P (B)-P(4),

autrement dit, nous obtenons la formule (1) du § 4.
§ 6. Probabilités des causes. Formule de Bayes

Position du probléme.De méme que pour le théoréme 2 du § 5 nous allons
considérer le systéeme exhaustif d'événements mutuellement incompatibles Bj,
By, ..., B, dont les probabilités correspondantes sont P (B;), P (B,), . . ., P (B,).
L'événement A ne peut avoir lieu que conjointement avec 1'un des événements
By, B,, . . ., B,, que nous appellerons des causes (ou des hypothéses).
En vertu de la formule (8) du § 5 la probabilité de la réalisation de I'événement
A sera

PA)=PBy) -PA/B)+P (B -PA/B)+...+P(B,) -P/B). (1)

Supposons que 1'événement A4 soit réalisé. L'actualisation de I'événement A4
entrainera une modification des probabilités des causes P (B)), . . ., P (B,).
Déterminons les probabilités conditionnelles de la réalisation de ces causes en
supposant que 1'événement A4 est actualis¢, en d'autres termes déterminons

P (B//A), P (B:/A), . . ., P (B,/A).

Solution duprobléme. Nous trouvons, d'apres la formule (7) du § 5, la
probabilité P (4 et By)
P(AetB)=P(B) P(4/B)=P )P (B/A),

d'ou nous tirons
P(B,)-P(4/B))

P (B/A)=P(B, | A) = D
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Remplagant P (4) par son expression (1), nous obtenons
P(B,)-P(A4/B,)
- 1 1 (2)
D P(B,)-P(4/B))
i=1
Nous trouvons d'une maniére analogue

P(B, / A) =

P (By/A), P (Bs/A), . . ., P (B,/A).
Nous avons ainsi
P(B,)-P(4/B,)
D P(B)-P(4/B))

i=1

P(B, | A)=

La formule (2) est appelée formule de Bayes, ou théoreme des causes.
Remarque. Il découle de la formule (3) que dans l'expression de la
probabilit¢é P (By/4) (probabilit¢ de la réalisation de la cause By, aprés
l'actualisation de I'événement 4) le dénominateur ne dépend pas de 1'indice .
Exemp le 1. Supposons quavant I'épreuve quatre causes équiprobables By, B,, Bs,
B4 étaient en présence:
P (B))=P (B, =P (B3) =P (By) =0,25.

Les probabilités conditionnelles de la réalisation de I'événement A sont respectivement
P (4/B)=0,7, P (4/B,) =01,
P (4/B;)= 0,1, P (4/B) = 0,02.
Supposons qu'apres 1'épreuve 1'événement A soit réalisé. Nous obtenons alors d'apres les
formules (3)

0,25-0,7 _ 0,175
0,25-0,7+0,25-0,1+0,25-0,1+0,25-0,02 0,23
0,25-0,1
P (By/A) eE 0,11

b

P (B/A) =

0,76

-5 g,

9
P (B = 2202 g0

0,23
Nous avions ici P (B;) = 0,25 donc P (B,/4) = 0,76 est devenu plus grande. car
I'événement A est actualisé. Danc ce cas la probabilité P (4/B;) = 0,7 est la plus grande
que les autres probabilités conditionnelles.

Exemple 2. Le montage de 30 % des appareils est effectué par un spécialiste
hautement qualifié et celui de 70 % par un spécialiste de qualification moyenne. La
fiabilité de fonctionnement de l'appareil est de 0,90 au cas ou le montage a été effectué
par un spécialiste hautement qualifié, et de 0,80 si le montage a été effectué par un
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spécialiste de qualification moyenne. Un appareil choisi au hasard s'est avéré d'un
fonctionnement fiable. Déterminer la probabilité, pour que son montage ait été effectué
par un spécialiste hautem ent qualifié.
Solution. Appelons événement A un fonctionnement fiable de l'appareil. Avant
l'opération de contrdle deux hypothéses étaient possibles:
By - le montage est effectué par un spécialiste hautement qualifié,
B, - le montage est effectué par un spécialiste de qualification moyenne. Ecrivons les
probabilités de ces causes

P (B))=0,3,P (By)=0,7.

Les probabilités conditionnelles de I'événement sont

P (4/B1) = 0,9, P (4/B,)=0.,8.
Déterminons les probabilités des causes B, et B, sous la condition, que I'événement 4 est
réalisé.
Nous avons d'aprés la formule (2)

. 2

P (B//A) = 0,309 _ 027 0,325
0,3-0,9+0,7-0,8 0,83

P (B,/A) = 0,7-0,8 _ 036 _ 0,675

0,3-0,9+0,7-0,8 0,83

§ 7. Variable aléatoire discréte. Loi de distribution d'une
variable aléatoire discréte

Définition 1. La variable x prenant a la suite d'une épreuve 1'une des
valeurs d'une suite finie ou infinie x;, xp, . . ., X4, . . . est appelée variable
aléatoire discréte si a chaque valeur x; correspond une probabilité p, pour que
la variable x prenne la valeur x;.

I1 découle de la définition qu'a chaque valeur x; est associée une probabilité p.
La relation fonctionnelle liant la probabilit¢ p, a x;, est appelée loi de
distribution des probabilités d'une variable aléatoire discréte ).

Valeurs possibles de la
variable aléatoire o "2 T T T Xk
Probabilités de ces
valeurs P P2 e e . Pk

La méme loi de distribution peut étre donnée graphiquement, sous forme d'un
polygone de distribution des probabilités, quand on construit dans un systeéme
rectangulaire de coordonnées les points de coordonnées (x;, px) que 1'on réunit
par une ligne brisée (fig. 409).

" On dit .parfois simplement : « loi de distribution ».
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La loi de distribution peut également étre donnée sous forme analytique

Di=f ()

Le fait que la variable aléatoire x prendra nécessairement I'une des valeurs de la
suite xy, X2, . . ., X4, . . ., €St un événement

certain, de sorte que la condition
P N
D pi=1(D)
i=1
dans le cas d'une suite finie de N valeurs
Pr \P2 |Ps |Pe Pr ou
0l =x, x, x; x Xy X =
r Lz L3 Ay K Zpi:l(l,)

Fig. 409 i=1

dans le cas d'une suite infinie de valeurs, doit étre remplie. Notons que la valeur
de la variable aléatoire a laquelle correspond la plus grande probabilité est
appelée le mode. Pour la variable aléatoire représentée sur la fig. 409 le mode
est x,.

Exemp1le 1. La variable aléatoire x est le nombre de points, figurant sur la face
supérieure dun dé que 1'on jette une fois. La variable x peut prendre 1'une des valeurs

1
suivantes: 1, 2, 3,4, 5, 6. La probabilité de chacune de ces valeurs est g . Le tableau de

distribution de cette variable aléatoire sera, par conséquent, de la forme

x
p

[ NS
AN~ (W
NN
AN~ |
N~ |y

AN| = |[—

Exemple 2. Soitp la probabilité de réalisation de I'événement A au cours de chaque
épreuve isolée d'une suite infinie d'épreuves. La variable aléatoire x est le numéro d'ordre
de l'expérience au cours de laquelle l'événement A4 s'est réalis¢ pour la premiére fois.
Trouver la loi de distribution de la variable aléatoire x.

Solution. La variable aléatoire x peut prendre n'importe quelle valeur entiére 1, 2,

3, ... La probabilité pl pour que I'événement 4 soit réalis¢ au cours de la premiére
épreuve sera

pi=P ) =p.
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La probabilité p, pour que I'événement A ne se réalisant pas au cours de la premicre
épreuve se réaliserait au cours de la seconde sera

pr=P(Adetd)=(1-p)p.

La probabilité p; pour que I'événement 4 ne s'actualisant pas ni au cours de la premiére,
ni au cours de la seconde des épreuves se réaliserait au cours de la troisiéme sera

pi=P(A et Adetd)=(1-p)(1-p)p=(1-p)p,
et ainsi de suite
pi=1-p)" p.(2)

Le tableau de la distribution des probabilités sera:

po | p|U-pp| A-pyp | ... | ... | )P

Nous avons également ici

S S k-1 p
pr=) (-p) p=———=1
MY =7

Le probléme que nous venons de considérer s'applique, en particulier, au
probléme du tir jusqu'au premier coup au but.

Supposons que l'on effectue un tir jusqu'a ce que 1'on ait touché la cible. Soit p
la probabilité d'atteinte de la cible au cours de chaque tir.

La variable aléatoire x est le numéro d'ordre du tir au cours duquel la cible est
atteinte pour la premicre fois. Le tableau de la distribution des probabilités de
cette variable aléatoire sera le méme que pour l'exemple cité ci-dessus.

§ 8. Fréquence relative et probabilité de la fréquence relative au cours des
épreuves répétées

Imaginons qu'on effectue une série de n épreuves. Au cours de chaque épreuve
un événement 4 peut se produire avec la probabilité p. Soit x la variable
aléatoire désignant la fréquence relative de la réalisation de I'événement 4 au
cours d'une série de n épreuves. On demande de déterminer la loi de distribution
de la variable aléatoire x pour une série de n épreuves.

I1 est évident que la variable aléatoire x prendra au cours de n épreuves l'une
des valeurs suivantes.
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N geeesy

0
n b

I |~
S |
S|

Théoréme 1. La probabilité¢ P (x = ﬂ) pour que la variable aléatoire x
n

prenne la valeur n , autrement dit, pour que, au cours de n épreuves,
l'événement A se réalise m fois, et l'événement contraire A (A n'a pas lieu) n -
m fois, est égale a C,' p"q"™", ou C)' est le nombre de combinaisons de n

éléments pris m a m ; p est la probabilité de l'événement A, p =P (4) ; q est la
probabilité de la non-réalisation de l'événement A, autrement ditq=1—-p =P

(4).

Démonstration. L'événement 4 se produira m fois au cours de n épreuves
si, par exemple, les événements A et A se succédent comme suit
AA...A AA... A

m—1 n—m
autrement dit, au cours de m premiéres épreuves I'événement 4 apparait et au
cours de n - m derniéres épreuves 1'événement A n'apparait pas (c'est

I'événement A qui est réalis¢). Etant donné que

P(A)=p, P(4)=1-p=gq,

en vertu du théoréme du produit, la probabilité d'une telle succession
d'événements sera

L'événement A peut également se produire m fois au cours de n épreuves avec

une autre séquence des événements A4 et A4, par exemple, avec la séquence
suivante
AA...4 AA...4 A
L. L4448 4

m-1 n—-m 1
Toutefois 1'événement A4 doit nécessairement se produire m fois et I'événement
A n - m fois. La probabilité d'une telle succession des événements 4 et A sera

m—-1 n-m n—m

Pt " p=p"q

Combien de successions différentes d'événements 4 et 4 sontelles possibles
pour n épreuves si I'événement 4 est réalisé m fois?

I1 est évident que leur nombre correspond au nombre de combinaisons de 7
¢éléments pris m a m:
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_ n(n=1)(n-2)...[n—(m))
1-2.3...m

Nous obtenons ainsi d'apres le théoréme d'addition

P(x:%j:pmqn—m+pmqn—m+”.+pmqn—m
G

Cm

n

ou encore

m —

P(x =—j =C, - p"q"" (1)
n

Le théoréme est démontreé.

La démonstration du théoréme nous a permis de définir la loi de distribution

d'une variable aléatoire x, que nous disposons sous forme de tableau

0 0 0 0 0
X — — — - —
n n n n n
” ) Sl 2t2 w2 [emm \
P(x——j 1-¢g C}[p.qnl qqu °q nbod o] 1p
n

La loi de distribution ainsi obtenue est appelée loi binomiale, car les

probabilités P(x = ﬁ) sont égales aux termes correspondants du
n
développement de I'expression (g + p)” par la formule du bindme
n
(qg+p)" =% c'p"g" "
m=0

La somme des probabilités de toutes les valeurs possibles est encore, comme il
fallait s'y attendre, égale a 1, puisque (p +¢)"=1"= 1.

Remarque. Lors de I'étude de nombreuses questions on a souvent besoin de
déterminer la probabilité pour que 1'événement A4 soit réalisé au moins une fois,

autrement dit la fréquence relative de I'événement x > — . Il est évident; que la
n

. 1 . . .
probabilité P(x > —] est déterminée a partir de 1'égalité

n
P(lelzl—P(lejzl—q” 3)
n n
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11 découle également du tableau de la distribution que la probabilité

k . 1 . . , .,
P| x > — | pour que I'événement ait lieu au moins k fois, sera déterminée par la
n

formule
k c m m _n—m
P| x> o = z C,p"q
m=k

ou encore

K k-1

P(x > —] =1- ZC,:"pmq”_m
n m=0

Exemp le 1.Représenter graphiquement la loi binomiale de la distribution d'une

1 1
variable aléatoire x pourn=8,p=— ,g=—

2 2

So1lution. Déterminons toutes les valeurs des probabilités entrant dans le tableau

;
_odf1) 8765 13
812 1.2.3.4 28 128

7
5 5(1 7
Plx=—|=Cg|— =—
8 2 32
6 1 ! 7
Pl x=— =C§ — = —
8 2 64
7 1 7 1
ofo-2)-cg(h) L
8 2 32

Construisons le polygone de la distribution (fig. 410).
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Exemple 2. Quelle est la probabilité pour que I'événement A se produise deux
fois : a) au cours de deux épreuves ; b) au cours de trois épreuves ; c) au cours de 10
épreuves, si la probabilité de la réalisation de I'événement au cours de chaque épreuve
est0,4?
Solution.a)lcin=2,p=04,¢4=0,6:

2 2.2 0 2-1 2
Pl x==|=C =2 _(0,4%=0,6
( 2) 1p°q =15,04
b)icin=3,p=04,¢=0,6:
P@:%j: Cipq' =%(o,4)2 -0,6 =0,288

¢)icin=10,p=04,4=0,06:
2 2 2 g_10-9 2 8
Plx=—|=C =— 0,4 . 0,6 :0,121
[ IOJ wP 9 12 (0,4)-(0,6)

Exemple 3. On effectue quatre épreuves indépendantes. La probabilité de la
réalisation de I'événement A est 0,5 pour chaque apreuve. Déterminer la probabilité pour
que I'événement A4 se réalise au moins deux fois.

Solution.Icin=4,p=0,5,¢g=
0,5:

P
P(ngj:P(x:gj+

4 4 35

3 4 728
+Plx=—[+P x=—
SHLCH

ou 7 5

E
2 0 1 g g
P[XZZJZI_{P[XZZJ+P(XZZ):| F1g410

Calculons la probabilité

Px<E =P x=9 +P le =q*+4q°
4 4 4

Nous obtenons, par conséquent, de la seconde formule:

LIRS
X |-
LN

e
@)k

—

=(0,5* +4-(0,5)* =0,3125

S|

2
P[x 2 Z) =1- [(0,5)4 + 4-(0,5)4 =0,6875~= 0,69
Exemp le 4. La probabilité de rebut dans un lot de piéces est p = 0,1. Quelle est la
probabilité pour que dans un lot de trois picces, il y aura m = 0, 1, 2, 3 picces

défectueuses ?

Solution.

502

~

§q3 ~1.09° =0,729

~

=
]

3
= C;pqz =T.o,1-o,92 =0,243

2

)chp g="2.01%09=0,027

[\S)
w
)

= C§p3 = 1-0,13 = 0,001

~

=
=
Il

=
Il
W W Wl W~

§ 9. Espérance mathématique d'une variable aléatoire discréte

Soit x une variable aléatoire discréte dont la loi de distribution est la suivante

X X1 X2 Xie Xn

P(x=x) D1 D2 D D

Définition 1. On appelle espérance mathématique de la variable aléatoire
discréte x (nous la désignerons par M [x] ou m,) la somme des produits de
toutes les valeurs possibles de la variable aléatoire par les probabilités
respectives de ces valeurs

n
M [x] =xip1 +xop2 +...+x,p,, ouplussimplement M[x ]: Zxkpk
k=1

n
Dans ce cas nous avons, comme nous 1'avons mentionné plus haut, z pr =1
k=1

Si les valeurs de la variable aléatoire forment une suite infinie de valeurs, alors

00
my, = zx kPk

k=1
Nous ne considérerons que les variables aléatoires pour lesquelles cette série
converge.
Etablissons maintenant la relation entre l'espérance mathématique d'une
variable aléatoire et la moyenne arithmétique des valeurs de la variable aléatoire
pour un grand nombre d'épreuves; plus exactement montrons qgue pour un grand
nombre d'épreuves la moyenne arithmétique des valeurs observées est proche
de l'espérance mathématique, ou en nous référant au § 1 nous pouvons dire, que
la moyenne arithméttque des valeurs observées d'une variable aléatoire tend,
quand le nombre des épreuves croit indéf iniment, vers son espérance
mathématique.
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Imaginons que I'on effectue N épreuves indépendantes. Supposons que
la valeur x; s'est manifestée #, fois,
la valeur x, s'est manifestée n, fois,
la valeur x, s'est manifestée 7, fois.
La variable aléatoire x prend les valeurs xj, x,, . . ., X,.
Calculons la moyenne arithmétique des valeurs obtenues de la variable x (nous
la désignerons par M [x] ou m,)

X1y +XpHy +. X0 n n n
=22 VYo ety 44X, =2 (2)
N N N N

m

. n
Comme pour un grand nombre N d'épreuves la fréquence relative Wk tend vers

la probabilité de la réalisation de la valeur x;, on a

\4 nk vV
X B Yk Pk
On obtient alors sous des hypothéses naturelles
M [x]———M[x]. 3)

Remarque l. Sinous avions considéré le schéma a urnes comportant N
boules, dont n; boules marquées du signe x;, et n, boules du signe x,, etc., le «
nombre espéré », quand on préléve une boule, sera donné par la formule (2),
autrement dit est égal a m .

Exemple 1. Déterminer l'espérance mathématique de la variable aléatoire x
exprimant le nombre de réalisations de I'événement 4 pouvant se produire ou ne pas se
produire au cas de trois épreuves si la probabilité de réaliser 1'événement est p = 0,4 pour
chaque épreuve.

Solution. La variable aléatoire x peut prendre les valeurs x; = 0, x, = 1, x3 =2, x4 =
3.

Disposons en tableau la distribution de la variable aléatoire donnée. Nous trouvons la
probabilité de ces valeurs d'apres le théoreme des épreuves répétées (n =3, p =04, g =
0,6):

P (x=0)=C7(0,6)° =0,216 ,
P (x=1)= C3(0,4)(0,6)> = 0,432,
P (x=2)= C7(0,4)%(0,6)=0,288,

P (x=3)= C3(0,4)° =0,064 .
Le tableau de la distribution de la variable aléatoire sera

x 0 1 2 3
P (x=1xp) 0,216 0,432 0,288 0,064
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Nous calculons I'espérance mathématique d'aprées la formule (1) : m, = 0.0,216 +1.0,432
+2.0,288 + 3.0,064 = 1,2 réalisation.

Exemp le 2. On effectue une épreuve au cours de laquelle I'événement 4 peut avoir
lieu ou ne pas avoir lieu. La probabilité pour que I'événement se produise est égale a p
Déterminer 1'espérance mathématique de la variable aleatoire x exprimant le nombre de
réalisation's de I'événement.

Formons le tableau de. la distribution de la variable aléatoire

X 0 1

Px 1-p )4
Par conséquent, m,=0. (1 -p)+ 1.p=p.

Remarque 2. Nous établirons par la suite que I'espérance mathématique M
[x] du nombre de réalisation de l'événement 4 au cours de n épreuves
indépendantes est égale au produit du nombre d'épreuves par la probabilité p de
la réalisation de I'événement 4 a chaque épreuve
M [x]=np. (4)
La solution du probléme de I'exemple 1 sera ainsi ;
M [x] =np =3 .0,4 = 1,2 réalisation.

Si dans la formule (4) on connait M [x] et p, on trouvera n qui est le nombre
d'épreuves donnant I'espérance mathématique requise du nombre de réalisation
de 1'événement

Exemp 1 e 3. Déterminer l'espérance mathématique de la variable aléatoire x dont le
tableau de la distribution est le suivant (cf. exemple 2 du § 7)

X 1 2 3 k
P p 1—p |a=pp| -+ | 0-P"D

Solution. Nous avons en vertu de la formule (1) (en notant 1 - p = ¢)
m=1p+2qp+3¢°p+...+kd' p+ .. =p(1+2q+34+.. +kg""'+..)

pla+tqd+q + . g+ )=
[qj: l-g+q _p _p 1

1-¢) "a-9* -9 p* »p

Ainsi
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Notons que
m, — 1 lorsque p — 1,
m, — o lorsque p — 0.

On peut expliciter ces relations en se basant sur le sens du problénle.

En effet, si la probabilité de la réalisation de I'événement A est pour chaque
épreuve proche de 1 (p ~ 1), on peut s'attendre a ce que 1'événement 4 aura lieu
au cours d'une seule épreuve (la premiére) (m, ~ 1). Par contre, si la probabilité
p est petite (p = 0), on peut s'attendre a ce que pour que ['événement 4 soit
réalisé, on soit obligé d'effectuer un trés grand nombre d'épreuves (m, ~ ©).

On appelle centre de la distribution des nrobabilités de la variable atéatoire x
l'espérance mathématique de la variable aléatoire x.

Remarque 3. Le terme « centre de la distribution des probabilités » est
introduit par analogie avec celui de « centre de gravité ». Si sur l'axe Ox on
attribue aux points d'abscisse xi, X, . . ., X, les masses py, p,, . . ., p,, on sait de
la géométrie analytique que le centre de gravité de ces masses sera déterminé
par la formule

n

Zxkpk

k=1

Zpk

n n
Si ZkaI,alors X, :Zxkpk 5)
k=1 k=1

La formule (5) par sa forme coincide avec la formule (1) de I'espérance
mathématique.

Nous avons ainsi établi que le centre de gravité et I'espérance mathématique se
calculent a l'aide de formules analogues. C'est précisément la raison pour
laquelle on a introduit le terme de « centre de distribution des probabilités » .
Soit donnée une variable aléatoire x avec sa loi de distribution (fig. 411) ;
supposons que son espérance mathématique est égale a m,. Considérons la
différence entre la variable aléatoire x et son espérance mathématique x - m,.
Nous appellerons cette variable aléatoire variable aléatoire centrée ou écart et
nous la désignerons par x°.

1l est évident que la loi de distribution de cette variable aléatoire x° sera (cf. fig.
412)

Xe =
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0 0 0 0
X X, =X —m Xy =

Pk )41 ) %) e Dk

Trouvons l'espérance mathématique de la variable aléatoire centrée

n n n
M[x_mx]:Z(xk —m)py :Zxkpk _mepk =
k=1 k=1 k=1

=my _mxzpk :mx_mx’lzo

Ainsi, l'espérance mathématique d'une variable aléatoire centrée est nulle.

K((h\ r//pé
p
Al s

Ly Ty Ty Xy Ls Ly Tg X X X3 X30x; 28 X5 X7 X°

Fig. 411 Fig. 412

Remarque 4. Il est parfois rationnel de considérer une variable non
aléatoire (certaine) constante comme une variable aléatoire, qui prend avec la
probabilité 1 la valeur c, et avec la probabilité 0 les autres valeurs.

Dans ce sens on peut alors parler de 1'espérance mathématique dune constante

Mic]l=c 1=c¢, (6)

autrement dit l'espérance mathématique d'une quantité constante est égale a
cette constante.

§ 10. Variance. Ecart quadratique moyen. Notion de moments

Une autre caractéristique quantitative de la variable aléatoire x, différente de
'espérance mathématique qui détermine la position du centre de la distribution

des probabilités, est la variance ou fluctuation de la variable aléatoire x.

- . 2
Nous désignerons la variance par D [x] ou o} .

La variance est la caractéristique numérique de la dispersion, de la déviation des
valeurs de la variable aléatoire par rapport a son espérance mathématique.
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Définition 1. On appelle variance de la variable aléatoire x 1'espérance
mathématique du carré de la différence de la variable aléatoire x et de son
espérance mathématique (autrement dit 1'espérance mathématique du carré de la
variable aléatoire centrée correspondante)

D [x] =M [(x - my)’] (1)

ou

n

D[x]=> (xp-m) py . (2)

k=1
La variance posseéde I'unité du carré de la variable aléatoire. Il est parfois plus
commode, pour caracteriser la dispersion des valeurs, d'utiliser une grandeur
dont l'unité coincide avec celle de la variable aléatoire, que 1'on appelle écart
quadratique moyen.

Définition 2. On appelle écart quadratique moyen de la variable aléatoire
la racine carrée de la variance:

ou sous une forme plus explicite

c[x]=\/2<xk—mx)2-pk (3)

k=1

L'écart quadratique moyen est parfois noté c,.
Remarque l. Lors du calcul de la variance il peut s'avérer commode de
transformer la formule (1) comme suit

n n n n
2 2 2
D(X)ZZ(xk_mx) P :zxkpk_z XMy D +mepk =
1 = pa [

imfpk —mezn:xkpk +m§ipk =M[x2]—2mxmx +m§ ~1=M[x2]—m§
k=1 k=1 k=1

Ainsi
D [x]=M[x’]- m}, (4)
autrement dit la variance est égale a la différence de 1'espérance mathématique

du carré de la variable aléatdire et du carré de 1'espérance mathématique de la
variable aléatoire.

Exemple 1. On effectue une expérience au cours de laquelle 1'événement A peut se
produire ou ne pas se produire. La probabilité de la réalisation de I'événement 4 est égale
a p. Déterminer l'espérance mathématique, la variance et I'écart quadratique moyen.
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Solution . Disposons en tableau les valeurs du nombre de réalisations
de I'événement (¢ =1 - p)

Pk P q

Par conséquent,
M[x]=1-p+0-g=p
D[x]=(1-p)* p+(0-p)’q=q"p+p°q=pq}(5)

o[x]=Vpq

Pour élucider le sens des notions de variance et d'écart quadratique moyen en
tant que caractéristiques de la dispersion de la variable aléatoire, considérons
quelques exemples.

p P
03 |04 |03
1 -
0| 2 3 4 0
Fig. 413 Fig. 414

Exemp 1 e 2. La variable aléatoire x est donnée par la loi de distribution suivante (cf.
la fig. 413)

x 2 3 4
Dk 0,3 0,4 0,3

Déterminer: 1) I'espérance mathématique, 2) la variance, 3) I'écart quadratique moyen.
Solution.

1.M[x]=2.03+3.0,4+4.0,3=3,
2.D[x]=(2-3)20,3+(3-3)%04+(4-3)"0,3=0,6,

3.0[x]= {D[x]=40,6 =0,77.

Exemp 1 e 3. La variable aléatoire x est donnée par la loi de distribution
suivante (cf. la fig. 414) :
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X 1 3 5

Dr 0,3 0,4 0,3
Déterminer: 1) I'espérance mathématique, 2) la variance, 3) I'écart quadratique moyen.
Solution.

1.M[x]=1.0,3+3.0,4+5.03=3,
2.D[x]=(1-3)203+(3-3)204+(5-3)0,3=24,

3.0 [x]= 2,4 = 1,55.

La dispersion, la déviation de la variable aléatoire est dans le premier exemple inférieure
a la dispersion de la variable aléatoire dans le second exemple (cf. fig. 414 et 415). Les
variances de ces grandeurs sont respectivement égales a 0,6 et 2,4.

Exemp 1e 4. La variable aléatoire x est, donnée par la loi de distribution suivante
(cf. 1a fig. 415)

P
x 1
7
Pk 0,3
Déterminer: 1) l'espérance mathématique, 2) la variance, o| 3 x
3) I'écart quadratique moyen.
Solution. Fig. 415

1. Mx]=3.1=3,2.
2. Dx]=(3-3"1=0,
3. o[x]=0.
La dispersion de cette variable aléatoire est nulle.

Remarque 2. Sil'on considére une quantité constante comme une variable
aléatoire, qui prend la valeur ¢ avec la probabilité 1, on démontre aisément que
D (c)=0.

Démonstration. Nous avons déja montré que M [c] = ¢ (cf. (5), § 9).
Nous obtenons d'apres la formule (1)

D[c]=M[(c-c)*]1=M[0] =0, c.q.fd.

R emarqu e 3. Par analogie avec la terminologie en usage en mécanique on
appelle moments centrés du premier et du deuxiéme ordre de la variable
aléatoire x l'espérance mathématique des quantités (x - my), .(x - m,)%. On
considére également le moment centré du troisiéme ordre
n
Z(Xk _mx)3 "Pr

k=1
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Si la variable aléatoire est distribuée symétriquement par rapport au centre
de la distribution des probabilités (fig. 411), il est évident qne son moment
centré du troisi¢éme ordre sera nul. Si le moment centré du troisiéme ordre n'est
pas nul, la variable aléatoire ne posséde pas une distribution symétrique.

§ 11. Fonctions de variables aléatoires

Supposons que la loi de distribution de la variable aléatoire x soit donnée sous
la forme du tableau suivant

X X2 X2 PN Xk PN Xn

Pk P P2 ce. Pk ce. Pn

Considérons une fonction de la variable aléatoire x

y=f().

Les valeurs de la fonction y; = f'(x;) seront les valeurs de la variable aléatoire y.
Si toutes les valeurs y, = f (x;) de la variable sont différentes, la loi de
distribution de la variable aléatoire y sera donnée par le tableau

y=Ax) | yi=fx) | »2=fx) oo = | Y = fxn)
Pk Pi p2 N Pk P Pn

Si parmi les valeurs y; = f (x;) certaines sont égales entre elles, les colonnes
correspondantes devront étre réunies en une seule en sommant les probabilités
correspondantes.

L'espérance mathématique de la fonction y = f'(x) de la variable aléatoire x sera
déterminée d'aprés une formule analogue a la formule (1) du § 10:

M[f@0)]=> fe0)-pi - (1)
k=1
On définit de méme la variance de la fonction

DI =MI(f(x)-MF@N1 =D (f)=m ) Py
k=1

Exemp e . Laloide distribution ¢ d'une variable aléatoire est donnée par le tableau
suivant
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B oz o n L
M 2 4 4 2
n 0.1 0.1 02 03 03

On considere la fonction
y=Asing
de cette variable aléatoire.
Disposons en tableau la distribution de la variable aléatoire y:

’ y A 0 42 4
2 2
Dk 0,1 0,1 0,2 0,3 0,3

Trouvons 'espérance mathématique de la fonction

A2 A2
2

M[Asin(p]:—A-O,l——0,1+0-0,2+Tz-0,3+A-0,3:

5

2
= A[O,Z + 7 . 0,2} = A(0,2+0,14=0,344
Des problemes de ce genre se posennt lors de I'étude des processus vibratoires.

§ 12. Variable aléatoire continue. Densité de probabilité d'une variable
aléatoire continue. Probabilité pour qu'une variable aléatoire appartienne
a un intervalle donné

Pour bien comprendre la question considérons un exemple.

Exemp 1e. On mesure I'usure d'un cylindre aprés une certaine période d'exploitation.
Cette grandeur est déterminée par la valeur de 'accroissement du diameétre du cylindre.
Désignons-la par x. I1 découle de la nature méme du probléme que la quantité x peut
prendre n'importe quelle valeur dans un certain intervalle (a, b) des valeurs possibles.
Une quantité de ce genre est appelée variable aléatoire continue.

Considérons donc une variable aléatoire continue x donnée dans un intervalle

(a, b), qui peut étre l'intervalle infini (oo, +o0). Partageons cet intervalle par des
points arbitraires x,, x;, Xy, . . ., X, en petits intervalles de longueur
Axip =X — X1
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Supposons que nous connaissons la probabilité de l'appartenance de la
variable aléatoire x a l'intervalle (x;, x;). Nous désignerons cette probabilité de
la fagon suivante : P (x;; < X <x;) et nous la représenterons sous la forme de
l'aire du rectangle de base Ax; (fig. 416).
Pour chaque intervalle(x;;, x;) on détermine la probabilité pour la variable
aléatoire x d'appartenir.a cet intervalle, et, par conséquent, on peut construire le
rectangle correspondant. Nous obtenons ainsi une ligne en escalier.

Définition 1. S'il existe une fonction y = f(x), telle que
. Plx<x<x+Ax) .

/@0
cette fonction f (x) est appelée densité de distribution des probabilités de la
variable aléatoire x, ou « loi de distribution » (ou encore « densité de
probabilité > ).
Nous désignerons par x la variable aléatoire continue, par x ou x; la valeur de
cette variable aléatoire. Parfois lorsqu'il n'y a pas de

0 X X+AX x
Xg Xy L1 % Lp-1Xn %

Fig. 416 Fig. 417
risque de confusion nous omettrons le trait horizontal sur la lettre x. La courbe y
= f(x) est appelée courbe de distribution des probabilités, ou courbe de densité
(fig. 417). Utilisant la notion de limite, on obtient de I'égalité¢ (1) 1'égalité
approchée

P(x<Xx <x+Ax)=f(x) Ax, (2)

aux infiniment petits d'ordre supérieur par rapport a Ax prés. Démontrons
maintenant le théoréme suivant.

Théoreme 1.Soit f(x) la densité de probabilité de la variable aléatoire x.
Alors la probabilité pour que la valeur de la variable aléatoire x tombe dans un
certain intervalle (a., B) est égale a l'intégrale

définie de la fonction f (x) entre les limites o et 3, autrement dit on a l'égalité

b
P(a<X<B)= j f(x)dx (3)
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Démonstration. Partageons l'intervalle (a, B) a 1'aide des points o =
X1, X2, - - ., Xpe1 = P en n petits intervalles (fig. 418). Appliquons a chacun de ces
intervalles la formule (2)
P (0 < X <x2) f(x) Axy,
<x3) f(x2) Axy,
<Xpi1) =f () Ax,.

P (XZ < .f
P(x,<x
Faisons la somme des premiers membres et la somme des second membres. 11
est évident que nous obtenons a gauche P (oo < x <f}). Ainsi,

Po< X <B)= f(x,)-Ax, .
i=1
Nons avons obtenu une égalité approchée. Passant a la limite dans

Y Y M,
] fiz)
M,
A
6' &=z, T, Ty PTp.s X g « A=
Fig. 418 Fig. 419

le second membre lorsque max Ax; — 0 nous obtenons. en vertu des propriétés
des sommes intégrales, 1'égalité exacte

P(a<Xx <B)= lim Zn:f(x,-)-Axl-
i=1

max Ax; -0

(Nous supposons que 1a fonction f'(x) est telle que la limite a droite existe.) Or,
la limite du second membre n'est autre que 1'intégrale définie de la fonction f'(x)
entre les limites o et 3. Nous avons ainsi

B
P(a<x<B)=jf(x)dx

Le tbéoréme est démontré.

Nous pouvons donc. connaissant la densité de probabilité d'une variable
aléatoire, déterminer la probabilité pour que cette variable aléatoire prenne sa
valenr dans l'intervalle considéré. Géométriquement parlant cette probabilité est
égale a 'aire du trapéze curviligne correspondant (fig. 419).

Remarque. Dans le cas d'une variable aléatoire continue la probabilité de
l'actualisation de I'évéiiement, consistant en ce que X = x,, sera nulle.
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En effet, posant dans 1'égalité (2) x = x,, nous obtenons

P (x, < X <x,+Ax) f(x0) Ax,
d' ou
lim P (x,< X <x, +Ax) =0.
Ax—0

Oou encore
P(X=x,) =0.

(Cf. également la remarque 1 a la page 482.) C'est pourquoi dans 1'égalité (3),
comme dans les égalités précédentes nous pouvons écrire non seulement P (a
<X <), mais aussi P (o < ¥ <), étant donné que

P(a <¥<P)=P(¥=a)+P(a<x<B)+P(¥=B)=P (a< X <p).

Si toutes les valeurs possibles de la variable aléatoire x se trouvent dans
l'intervalle (a, b), alors

b
[rea=1.@

car on sait avec certitude que la valeur de la variable aléatoire appartiendra a
l'intervalle (a, b).

Si l'intervalle des valeurs possibles est (-c0, +00), alors
+00
J'f(x) di=1. (5

Notons que s'il découle de la nature du probléme considéré que la fonction f (x)
est déterminée sur l'intervalle fini (a, b), on peut estimer qu'elle est déterminée
sur tout l'intervalle infini (-o0, + c0), mais que

f)=0

a l'extérieur de l'intervalle (a, b). Dans ce cas on a aussi I'égalité (4) et 1'égalité
(5). La densité de probabilit¢ de la variable aléatoire définit entiérement la
variable aléatoire.

§ 13. Fonction de répartition ou loi intégrale de distribution. Loi de
distribution uniforme

Définition 1. Soit f (x) la densit¢ de probabilité d'une certaine variable
aléatoire x (-0 < x <+ ), alors la fonction
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Fe = [ fede (1)

est appelée fonction de répartition ou loi intégrale de distribution des
probabilités.

Fig. 420 Fig. 421

Pour une variable aléatoire discréte la fonction de répartition est égale a la
somme des probabilités de toutes ses valeurs x; inférieures a x
F(x)="p;
X <X
I1 découle de l'égalité (3) du § 12 que la fonction de répartition est la
probabilité pour que la variable aléatoire X prenne une valeur inférieure a x
(fig. 421)

Fx)=P(-0< X <x). (2)

On voit sur la fig. 420 que pour une valeur donnée x la valeur de la fonction de
répartition est numériquement égale a l'aire limitée par la courbe de densité,
située a gauche de 1'ordonnée menée par le point x.

Le graphique de la fonction F (x) est appelé courbe intégrale de distribution
(fig. 421).

Passant a la limite dans 1'égalité (1) lorsque x — -+oo nous obtenons en tenant
compte de la formule (5) du § 12:

lim F(x)= lim [ f(x)dx= J' f(x)dx=1
X—>+00 X—>+00

Donnons maintenant la démonstration du théoréme suivant

Théoreme 1. La probabilité pour que la variable aléatoire x prenne une

valeur appartenant a l'interualle (o, P) est égale a l'accroissement de la
fonction de répartition sur cet interualle
Pa<Xx <p)=F(p)-F (o).
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Démonstration. Exprimons la probabilit¢ pour que la variable
aléatoire x tombe dans l'intervalle (a, B). Ecrivons pour cela la formule (3) du §
12 sous la forme

B B o
P(a <X <B)= J'f(x) dx = J'f(x) dx — J'f(x) dx
(cf. fig. 422). Nous pouvons encore écrire en utilisant 1'égalité (1)
P(a<x <B)=F(a)-F(a),

c.q.f.d. (cf. fig. 423).

TP (occz<p)=Fp)-F &)
F ()| F(p)

x p z
Fig. 422 Fig. 423

Notons que la densité de probabilité f(x) et la fonction de répartition
correspondante F (x) sont liées par la relation

F'(x)=f(x). 3)

Cela découle de 1'égalité (1) et du théoréme sur la dérivation d'une intégrale
définie par ra pport a sa limite supérieure.
Considérons mainten;int une variable aléatoire correspondant a la loi de
distribution uiriforme. La loi de distribution ou la densité de probabilité f (x)
d'une telle variable aléatoire est donnée de la fagon suivante
fx)=0pourx<a,
f(x)=cpoura<x<b,
f(x)=0pourx>b.

La densité f(x) admet sur l'intervalle (a, b) une valeur constante ¢ (fig. 424) ;
elle est nulle en dehors de cet intervalle. Une distribution de ce genre est dite loi
de distribution uniforme.

Nous trouvons la valeur de ¢ de la condition J. f(x)dx=1

b

Tf(X) dx:J.cdx =(b-a)=1

—0 a
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par consequent,
_ 1 , b-a= 1 .
b—a c
Il découle de la derniére égalité que l'intervalle (a, b) sur lequel est définie la
distribution uniforme est nécessairement fini. Déterminons

Fe

c

/ F ()

c —
/ :
0 a x B b x gl a &b x
Fig. 424 Fig. 425

la probabilité pour que la variable aléatoire prenne une valeur appartenant a

l'intervalle (a., B)
B

P(Ot<)?<B)=jEf(x)dx=_|.

o

b—a b—a

La probabilité cherchée est ainsi

Pa<<p=b—"

(cette relation est analogue a la définition de la probabilité géométrique pour le
cas bidimensionnel, que nous rapportons a la page 487).
Déterminons la loi intégrale de distribution

F(x)= j' f(x)dx

Six <a, alors f(x) = 0, et, par conséquent,
F((x)=0.

et par conséquent,

Sia<x<b,alors f(x) = bl

X

F(x) = j

a

1 dx:x—a
b—a b—a

Si b <x, alors
S =0, [f(de=0
b

par conséquenl,
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b

F(x)= J.f(x)dx:J.biadx:b_a -1

a

(cf. fig. 425).
Rapportons maintenant quelques exemples concrets de variables aléatoires
distribuées suivant une loi uniforme.

Exemp le 1.Lors de la mesure d'une grandeur on effectue un certain arrondissement
jusqu'a la division la plus proche de l'écbelle. L'erreur commise au cours de cet
arrondissement est une variable aléatoire distribuée suivant une loi uniforme. Si 2/
représente le nombre d'unités dans une division de 1'échelle. la densité de probabilité de
cette variable aléatoire sera

fix)=0 six<-l[
1
= — i/ <x</
fx) o7 si X
fix)=0 sil<x
1

Icia=-1, b=1,c= — .
2/

Exemp le 2. Une roue symétrique en rotation est arrétée par frottement. L'angle 0,
formé par un certain rayon mobile de la roue avec un rayon immobile aprés l'arrét de la
roue, est une variable aléatoire dont la densité de probabilité est

f(0)=0s10<0,
|
f(O)= —si0<0<2m,
2n
f(©)=0si2n<0.
§ 14. Caractéristiques numériques d'une variable aléatoire continue

Considérons, de méme que nous I'avons fait pour une variable aléatoire discrete,
les caractéristiques numériques d'une variable aléatoire continue x de densité
de probabilité f'(x).

Définition 1. On appelle espérance mathématique de la variable aléatoire
continue x de densité de probabilité £ (x) 1'expression

M[x]= J.xf(x)dx.(l)

Si la variable aléatoire x ne peut prendre des valeurs que dans l'intervalle fini [a,
b], I'espérance mathématique M [ x ] est donnée par la formule
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b
M[x]:J.xf(x)dx. (1)

On peut considérer la formule (1) comme une généralisation de la formule (1)
du § 9.

En effet, découpons le segment [a, b] en intervalles (xy., X;).

Choisissons un point &; dans chacun de ces intervalles. Considérons la variable
aléatoire discréte auxiliaire &, qui peut prendre les valeurs

&L &, 8o G,

Supposons que les probabilités des valeurs correspondantes de la variable
aléatoire discréte soient py, Py, . . o Pis + - +» P

p1=f (&) Axy, pa = f(&) Axa, . . 5 Pk=
:f(arc) Axka cewPn :f(‘:v)Axn )

L'espérance mathématique de cette variable aléatoire discréte sera

Me]=> ¢, p,
k=1

Ou
M [E] = Eif( &1) Axy + Ef( &) Ay +. .+ Ef( &) Axc + E M &) Ax, =

=D & fEDAY,

k=1
Passant a la limite quand max Ax; — 0, nous obtenons

# b
el 2080 = [sreoar

L'expression du second membre est I'espérance mathématique de la variable
aléatoire continue x, qui peut prendre n'importe quelle valeur x appartenant au
segment [a, b]. On peut reprendre un raisonnement analogue pour l'intervalle
infini, c'est-a-dire pour l'expression (1). Les formules (1) et (1') sont analogues a
la formule (1) du § 9 pour une variable aléatoire discréte. Pour l'espérance
mathématique nous emploierons également la notation m,.

On dénomme 1'espérance mathématique centre de distribution des probabilités
de la variable aléatoire x (fig. 426). Si la courbe de distribution est symétrique

" Par ailleurs f'(&; ) A&, est la probabilité pour que la variable aléatoire continue
x prenne une valeur appartenant a l'intervalle (x;., xx).
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par rapport a l'axe Oy, autrement si la fonction f (x) est paire, alors il est
évident que

M[%]= J'xf(x)dxzo
Dans ce cas, le centre de distribution coincide avec l'origine des coordonnées
(fig. 427).

y Y1
/ f(x)
|
| mz = X . 7 =
Fig. 426 Fig. 427

Considérons la variable aléatoire centrée x - m,. Trouvons son espérance
mathématique

M[)_c—mx ]= I(x—mx)f(x)dxz Ixf(x)dx—mx jf(x)dxzmx—mx 1=0

—0

L'espérance mathématique d'une variable aléatoire centrée est nulle.

Définition 2. On appelle variance de la variable aléatoire x l'espérance
mathématiqiie du carré de la variable aléatoire centrée correspondante

p[x]= J(x—mx)zf(x)dx. 2)
La formule (2) est analogise a la formule (2) du § 10.

Définition 3. On appelle écart quadratique moyen de la variable aléatoire
X laracine carrée de la variance

s[x]=yD[x]= j(x—mx)Zf(x)dx. 3)

Cette formule est analogue a la formule (3) du § 10. Lors de la considération
des exemples concrets nous verrons que de méme que dans le cas d'une variable
aléatoire discrete, la variance et 1'écart quadratique moyen caractérisent la
dispersion des valeurs de la variable aléatoire.

Définition 4. La valeur de la variable aléatoire x, pour laquelle la densité
de probabilité admet sa plus grande valeur, est appelée mode et notée M,. Pour
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la variable aléatoire x dont la courbe de densité est représentée sur les fig.
426 et 427, e mode coincide avec 1'espérance mathématique.

Définition 5. On appelle médiane et 1'on note M, le nombre vérifiant
1'égalité
M, o . 4 f
Jv@a=[r@a=2 @
M,

—00

(fig. 428). Cette dernicre égalité peut étre ol m, P

mise sous la forme
1 fig. 428
P()_C<Me):P(Me<)_C): E 5

autrement dit il est également probable que la variable aléatoire x prenne une
valeur inférieure ou supérieure a M.

Notons que la variable aléatoire X peut ne pas admettre M, comme valeur
possible.

§ 15. Loi normale de distribution. Fspérance mathématique de la
distribution normale

L'étude de différents phénomenes variés montre que de nombreuses variables
aléatoires, comme par exemple, l'erreur commis au cours de mesure, l'ampleur
de l'usure des picces de nombreux mécanismes, 1'écart latéral et 1'écart de portée
du point d'impact par rapport a un certain centre, au cours d'une tir, etc.,
possedent une densité de probabilité s'exprimant par la formule

_G-a)’
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1

o2

On dit alors dans ce cas que la variable aléatoire suit la loi de distribution
normale (on l'appelle également la loi de Gauss). La courbe de la densité de la
loi normale est représentée sur la fig. 429. On a donné a la fin du livre la table
des valeurs de la fonction (1) pour a = 0, = 1 (cf. table 2). On a étudi¢ en
détail une courbe analogue au § 9 du ch. V, tome I.

J(x) =

e

Tf(x)dle

Montrons tout d'abord que la densité de probabilité (1) vérifie la relation
fondamentale (5) du § 12
En effet, introduisant la notation
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xX—a

V2o

=t, dx=\/5csdt

nous pouvons écrire

7(x—a)2 ©

1 2 1 _ 1
e I =—je tzdt:—\/gzl
T

o\2n Vr

—0

car

J e dt = Jn
(cf. § 5, ch. XV).
Déterminons I'espérance mathématique d'une variable aléatoire

yl\

S

0] a z (1}
Fig. 429 Fig. 430

Ry

distribuée suivant la lot normale (1). D'apres la formule (1) du § 14 nous avons:

B 1 _(x—a)2
m, = Jx e 29 dx.(2)
* 2 ovln

Effectuons le changement de variables
x-a _,

V2o

nous obtenons
x=a++2 ot, dx=\/5csdt
Par conséquent,

1 T - 17 -1 \/EG K —1%dt
m, =—— (a+\/5cst)e dt:—aje dt+ J.te
7= = V=

-0 —00
La premiére intégrale est égale a Jr . Calculons la seconde intégrale
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Ite”zdt:—le"z
k 2

Nous avons ainsi en définitive

m,=a (3)
La valeur du paramétre a entrant dans la formule (1) est égale a l'espérance
mathématique de la variable aléatoire considérée. Le point x = a est le centre (le
distribution des probabilités ou le centre de dispersiou. La fonction f (x) admet
sa plus grande valeur pour x = g, par conséquent. la valeur x = a est aussi le
mode de la variable aléatoire. Comme la courbe (1) est. symétrique par rapport
a la droite x = a. nous avons

jif(x)dx=]£f(x)dx

autrement dit la valeur x = a est la médiane de la distribution normale. Si I'on
pose dans la formule (1) a = 0, nous obtenons:

‘CZ

L 2o )

o2

La courbe correspondante est symétrique par rapport a 1'axe Oy. La fonction f
(x) est la densité de la distribution normale (le la variable aléatoire dont le
centre de distribution des probabilités coincide avec 1'origine (les coordonnées
(fig. 430). Les caractéristiques numériques des variables aléatoires suivant les
lots de distribution (1) et (4), définissant le caractére de la dispersion des
valeurs (le la variable aléatoire par rapport au centre de dispersion. sont
déterminées par la forme de la courbe qui ne dépend pas de la quantité a et, par
conséquent, coincident. La valeur a détermine la grandeur de l'écartement de la
courbe (1) vers la droite (si @ > 0) ou vers la gauche (si @ < 0). Pour simplifier
I'écriture, nous allons conduire les raisonnements ultérieurs pour la densité de
probabilité définie par la formule (4).

S(x) =

§ 16. Variance et écart quadratique moyen d'une variable aléatoire suivant
la loi de distribution normale

Soit

X

e 2 (1)

1

o2

la densité de probabilité¢ de la variable aléatoire x. On détermine la variance
d'une variable aléatoire continue d'apres la formule (2) du § 14.

S(x) =
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Dans notre cas
my=a=0.
y Nous avons
0 XZ
D[)? ]: sz ;e 20" dx
7, ovV2n
Effectuons le changement de variables
0 £ X _ t, alors
Fig. 431 V2o
0 2 0
[)?]zzi Itz Car=2_ (126
Tc —00 Tc —00
Intégrant par partie, nous obtenons:
2 w %
pl]= e[ s fera
™ —o0

Comme

limz-e™ =0, je‘lzdr:\/ﬁ

—®
-0

nous avons en définitive
D[X]=0%(2)

Conformément a la formule (3) du § 14 1'écart quadratique moyen sera

o[x]=yD@ =5. 3)

La variance est ainsi égale au paramétre o” entrant dans la formule de la densité
de probabilité (1). Nous avons déja dit plus haut que la variance caractérise la
dispersion des valeurs de la variable aléatoire par rapport au centre de
dispersion. Voyons maintenant comment la valeur du paramétre o* influe sur la
forme de la courbe de densité. On a représenté sur la fig. 431 les courbes de
densité pour

1 -
les valeurs ¢ = > 6 =1, o = 2. Considérant ces courbes nous voyons que plus

o est petit, plus le maximum de la fonction f (x) ,est grand, la probabilité des
valeurs proches du centre de dispersion (x = 0) est grande, la probabilité des
valeurs éloignées du centre est petite. On peut formuler ce fait de la maniére
suivante : plus la variance o® est petite, plus la dispersion des valeurs de la
variable aléatoire est faible.
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§ 17. Probabilité d'appartenance d'une valeur de la variable aléatoire a
un intervalle donné. Fonction de Laplace. Fonction de répartition de la loi
normale

Déterminons conformément a la formule (3) du § 12 la probabilité pour que la
valeur prise par la variable aléatoire x, de densité de probabilité
_(x-a)’

262

1

f(x):c\/ﬂ

e

tombe dans l'intervalle (a., B)
B
P(a<T<P)= J-f(x) &

ou
P RCE;
P(a<T<p)= Je 200 gy

oiar |

(fig. 432). Effectuons le changement de variables

xX—a
=t

V2o

Nous obtenons

B-a
| e
Pa<T<P)=— J'e*’ dx

Jr

o-a

V26

L'intégrale figurant au second membre ne s'exprime pas au moyen de fonctions
¢élémentaires. Les valeurs de cette intégrale s'expriment en fonction des valeurs
de l'intégrale de probabiltté

D(x) = dr. (2)

H

Indiquons certaines propriétés de la fonction @ (x), que nous utiliserons par la
suite.
1. @ (x) est définie pour toutes les valeurs de x.

2.0 (0)=0.
2 n_

rd

4. @ (x) est monotone croissante dans l'intervalle (0, o).

3. @ (+o0)= - dt =
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5. @ (x) est une fonction impaire, car

O (x)=- D (x).
6. Le g raphique de la fonction @ (x) est représenté sur la fig. 433. Il existe des
tables trés détaillées des valeurs de cette fonction. Nous en donnons un extrait a

la fin du livre (cf. table 1).

¢ (x)

H
g

-1

Fig. 432 Fig. 433
Ecrivons 1'égalité (1') en utilisant le théoréme sur le partage de l'intervalle
d'intégration

B-a oa-a B—a
1 0 JEG . 1 JEG N JEG
Pla<x<B)=— Ie_tzdx+ J‘e_’-dx =—|- je_’-dx-k Ie_tzdx
Jr a-a 0 Jr 0 0
V2o
Cette derniere égalité peut étre mise sous la forme
B-a a-a
V2o V2o

P(0L<)?<|3)=% 2 J.e*tza’x—i J.eftzdx
0

Jr

Utilisant la fonction @ (x) (cf. (2)), nous pouvons exprimer en définitive la
probabilité pour que la variable aléatoire x distribuée suivant la loi normale
prenne une valeur appartenant a l'intervalle (o)

P(a<)?<[3):% @[B:/;j—q{a:/;ﬂ (4)
L O (e}

Pour a = 0 nous obtenons

P(a<X <) :% q{%}— @(%H (5)

Egalant les seconds membres de 1'égalité (1) pour le cas a=0 et de I'égalité (5),
nous obtenons
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e ot

On a souvent a calculer la probabilité pour que la valeur de la variable aléatoire
tombe dans l'intervalle (a - 1, a + [), symétrique par rapport au point

' /D,
)\
) / %\
.
0lal a a'l x - -l 0 L z
Fig. 434

x = a (fig. 434). Dans ce cas la formule (4) prend la forme

P(a— z<x<a+1)—l{®[c\1/_J q{ﬁﬂ

/
Tenant compte du fait que ®| — =-0 (cf. formule (3)), nous
5

obtenons en définitive

P(a—1 =0 6
(a-l<x<a+])= [G\/_j (6)

Le second membre ne dépend pas de la position du centre de dispersion, par
conséquent, nous obtenons pour a = 0:

P(l<x<]= d{

-7)

Exemp le 1. Lavariable aléatoire X suit la loi normale de centre de

1

dispersion a = 0,5 et de variance ¢° = g . Déterminer la probabilité pour que
la valeur de la variable aléatoire X tombe dans l'intervalle (0,4; 0,6) (fig. 435).
1
ov2
P(0,4<Xx <0,6)=2 {®[2(0,6-0,5]-D[2(0,4-0,5)]} = {D (0,2) - D(—
032)}

Solution.Ici

=2 . Nous obtenons en vertu de la formule (4)

Or @ (-0,2) =— @ (0,2) (cf. formule (3)), de sorte que nous pouvons écrire
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P04 < X <0,6)=2[® (0,2) + D (0,2)] = D (0,2).

Nous tirons de la table des valeurs de la fonction ® (x) (cf. la table 1 a la fin du livre)la
probabilité correspondante
P(0,4< x <0,6)=0,223.

Exemple 2. La longueur d'une piéce fabriquée par une machine automatique est
une variable aléatoire distribuée suivant une loi normale de paramétres M [ X ] = 10, o° =
1/200 Trouver la probabilité du rebut, si les dimensimns admissibles de la pi¢ce doivent
étre 10 £ 0,05.

04 05 06 z
Fig. 435

S

. 1 .
Solution. Dans notre cas a = 10, ——= =10, La probabilité de rebut p,,,,
o2

s'exprime donc, conformément a la formule (4). de la maniére suivante

Prev= 1—P(995<x<1005)—1—— {(10(10,05-10)] — @ [10 (9,95 — 10)]}=

1- 5 {® (0,5)— D (-0,5)}=1-® (0,5)=1-0,52=0,48.

Remarque. On utilise souvent au lieu de la fonction @ (x) (2) la fonction de
Laplace
x 72
! J'e7dt (8)
V2 )

Cette fonction de Laplace est liée a la fonction @ (x) par une relation simple.

D(x) =

Effectuant dans l'intégrale (8) le changement de variables % =z nous
2

obtenons

D(x)=—

_.
o
o
|
NN
&
Il
™ |
=)
VR

Nous avons ainsi



529
— 1 X
D(x)=—P| —=
=3 (\/5]

E(X\/E):%d)(x). (10)

et, évidemment,

Nous pouvons mettre la formule (5), en utilisant la fonction ® (x) et la relation
(9), sous la forme :

_ B a Y
P(ot<x<[3):d)[—]—¢>(—j(ll) -
(o) (e}
etpourc =1 ZL/——
P(a <X <P)=D(B)-D(a) 0 z

Fig. 436
Nous donnons a la fin du livre un extrait de

la table de la fonction de Laplace (cf. table 3).
Déterminons maintenant la fonction intégrale de la loi de distribution normale:
Nous avons d'apres la formule (1) du § 13:

1 X 7()5—‘1)2
e 2 dx=P(-0<X<x)
ov2rn _'[O
Utilisant la formule (4) pour le cas o = -o0, § = x, nous obtenons

1
F(x)= 3 _d{ G\/_J CD(—oo):|

mais @ (-0 ) = -1 (cf. formule (3)). Par conséquent, nous obtenons

Fe) = [ f(ndx=

1
F(x)=5_CD[G\/_J } (12)

Le graphique de la fonction F' (x) pour a = 0 est représenté sur la fig. 436.

§ 18. Ecart médian

Dans de nombreuses applications de la théorie des probabilités, en particulier
dans la théorie des erreurs d'observation, la théorie du tir, etc., on utilise une
caractéristique de dispersion que 1'on appelle écart (erreur) médian.

Définition 1. On appelle écart médian un nombre E tel, que la probabilité
pour que la variable aléatoire (I’erreur, par exemple) soumise a la loi normale

X2

) = 1 Pyl
S(x) cdz_e
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appartienne a l'intervalle (- E, E), soit égale a % (fig. 43 7)), autrement dit

P(-E<J?<E)=% (D)

Pour toute variable aléatoire x suivant la loi de distribution normale dont le
centre de dispersion est x = a, 1'écart médian F (fig. 438) vérifie la relation

P(a—E<)_C<a+E):% . (@

Exprimons 1'écart quadratique moyen a en fonction de I'erreur médiane E.

Jix) fix)
025|azs 0251025
£ ol E Z 0! a-£ a a+£ x
Fig. 437 Fig. 438
Nous exprimons le premier membre de I'égalité (1) en fonction de @ (x)
E x?
P(—E<)?<E):J. L o' 3)

“pOvV2n

D'apres la formule (7) du § 17 nous obtenons

P(-E E)y=® 4
(E<X<E)= (G\/—J()

Les premiers membres des égalités (1) et (4) sont égaux, par conséquent, les
seconds membres le sont aussi

E 1
O —[=— (5
[cr«/? J 2
D'aprées la table des valeurs de la fonction @ (x) nous trouvons la valeur de

1
I'argument x = 0,4769, pour laquelle @ (x) = 5 Par conséquent, nous avons

=0,47609.

cJ_

11 est admis de noter le nombre 0,4769 par la lettre p:

m/_

= p=0,4769. (6)

Il en découle
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§ 19. Expression de la loi normale en fonction de 1'écart médian. Fonction
réduite de Laplace

Exprimant le paramétre o en fonction du paramétre £ d'aprés la formule (7) du
§ 18 et portant cette valeur dans la formule (4) du § 15, nous obtenons
l'expression de la loi normale en fonction de 1'écart médian

2
2

f=—L_e " ()

EV2

La probabilité, pour que la variable aléatoire (par exemple, l'erreur
d'observation) appartienne a l'intervalle (o, B), sera, conformément a la formule

(5)du§ 17,
P(a<X<P)= %|:CD[p %j - CD(p %H @)

et conformément a la formule (7) du § 1.7

P(-l<x<])= d{p %j 3)

Les nombres % et % figurant dans le second membre de la formule (2) sont

définis par la nature du probléme considéré, p est un nombre connu : p =
0,4769.
Pour éviter d'avoir chaque fois a effectuer la multiplication par p, on a établi des
tables pour la fonction @ (px). Cette fonction est notée ) (x)

@ (x) =D (px). (4)

La fonction ® (x) est appelée fonction réduite de Laplace. On donne a la fin du
livre un extrait de la table des valeurs de cette fonction (cf. table 1).
En vertu de la formule (2) du § 17 cette fonction est définie par I' intégrale

~ 2
d(x) = dt

ij
Jr g

Effectuant le changement de variables ¢ = pz, nous obtenons

532
2t
d(x) = Tp J' 7 dz . (5)
Y
0

Exprimons le second membre de 1'égalité (2) a 1'aide de la fonction réduite de

Laplace
— 1 ~(B o
Pla<x<P)= 5 {@[—j—d{—ﬂ ©)

En particulier, la probabilité pour que la valeur de la variable aléatoire tombe
dans un intervalle symétrique par rapport au centre de dispersion (-7, /) est
donnée, en vertu de la formule (3), par I'expression

- 1-(1
Pl <x<D)==—®| —| (7
(=I<x<D) 3 ( Ej (M
et
2
Notons que la probabilit¢é pour que la valeur de la variable

aléatoire X appartienne a l'intervalle (a, B) exprimée a 1'aide de 1'écart médian E,
si I'espérance mathématique a= 0, sera (cf. formule (4) du § 17)

P(a. <X <P) :%{é(p%)—é[p O‘;”H 9)

PO<X</)= ! é{éj (8)

Cette derniére égalité peut s'exprimer a l'aide de la fonction réduite de Laplace
de la maniére suivante

P(a<E<B):%{(§(B;aJ—ﬁ)£a;aﬂ (10)

§ 20. Régle des trois sigmas. Eehelle des probabilités de distribution des
erreurs

Pour la réalisation pratique des calculs c'est 1'écart quadratique moyenne &
qu'on choisit pour unité de mesure de 1'écart d'une variable aléatoire suivant une
loi normale a partir du centre de dispersion (de I'espérance mathématique). On
obtient alors en vertu de la formule (7) du § 17 des égalités qui sont d'une
grande utilité dans des calculs:

P(-c<X<o)= é)[ij =0,683,

V2
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P (26 <¥<20)= ®y2) = 0954,

P (36 <X<3c)= ci{ij =0,997,

V2
On a donné une image géométrique de ces résultats sur la fig. 439. I1 est
presque certain que la variable aléatoire (I'erreur) ne s'écartera pas en valeur
absolue de l'espérance mathématique de plus de 3c. Cette proposition est
appelée la régle des trois sigmas.

Fx)
n'g Q?
a7 a16
) 0022 0018 07 5‘ a7 0018
36 -26 -6 0l 6 26 36x —4E-JE-2E-E0) E 2EJE LE %
Fig. 439 Fig. 440

Pour le traitement de diverses données statistiques, il est utile de connaitre la
probabilité pour la variable aléatoire x d'appartenir aux intervalles (0, E), (E,
2E), (2E, 3E), (3E, 4E), (4E, 5E) si la densité de probabilité correspondante est
donnée par la formule (1) du § 19. La connaissance de ces probabilités permet,
dans de nombreux cas, de réduire les calculs et facilite I'analyse des
phénoménes.

Pour calculer ces probabilités nous utiliserons la formule (8) du § 19 et la table

de la fonction ® x)

P(O<X<E)= ® (1)=0.2500,

P(E<X< 2E):%[(i>(2)— ® (1)]=0,1613,
PQRE< X <3E):%[(f> (3)-D (2)]=0,0672,
PBE<X <4E):%[(f> (4)— @ (3)] = 0,0980,

P(4E<)_c<oo)=%[cf) (o) — b (4)]=%[1—0,9930]=0,0035.

Les résultats des calculs sont illustrés géométriquement sur la fig. 440 que 1'on
appelle échelle de dispersion des erreurs. 11 découle de ces calculs, qu'il est
pratiquement certain que la valeur de la variable aléatoire appartient a
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l'intervalle (—4F, 4F). La probabilité pour que la valeur de la variable
aléatoire tombe en dehors de cet intervalle est inférieure a 0,01.

Exemple On a établi expérimentalement que l'erreur de mesure d'un appareil
servant a évaluer les distances est distribuée suivant une loi normale d'erreur médiane £
= 10 m. Déterminer la probabilit¢ avec laquelle la distance mesurée a l'aide de cet
appareil s'écarte de la distance véritable de moins de 15 m.

Solution. Dans notre cas /=15 m, £ =10 m. Nous obtenons d'aprés la
formule (7) du § 19:

P(-15<x<15)= ci{%j =d(0,15) = 0,6883 ~ 0,69

§ 21. Erreur arithmétique moyenne

On introduit, pour caractériser les erreurs, la notion d'erreur arithmétique
moyenne égale a l'espérance mathématique de la valeur absolue des erreurs.
Nous désignerons l'erreur arithmétique moyenne par d. Déterminons 1'erreur
arithmétique moyenne si les erreurs x suivent la loi normale (4) du § 15. D'aprés
une formule analogue a la formule (2) du § 15 nous obtenons (a = 0)

©
2 2 2
0 X X

0 X
1 Py 1 2 1 Py 1
d=J.x e 20 dx=—J.xe 20" dx = —c2e 20 =
I v ) AR B

0

Ainsi 'erreur arithmétique moyenne s'exprime en fonction de 'erreur
quadratique moyenne ¢ au moyen de I'expression

i=20 _o 1|2

J2n m

§ 22. Mesure de précision. Relations entre les caractéristiques de
distribution des erreurs

Au cours de 1'é¢tude de nombreux processus, on écrit la densité de probabilité de
la loi normale sous la forme

F()= %e‘“*z ()
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La comparaison de la formule (1) et de la formule (4) du § 15 permet
d'établir que le paramétre introduit / s'exprime en fonction de o de la maniére
suivante

he_

ov2
La quantité 4 est inversement proportionnelle a o, autrement dit, inversement
proportionnelle a 1'écart quadratique moyen ou a I'erreur quadratique moyenne.
Plus la variance o” est petite, c'est-a-dire plus la dispersion est faible, plus la
valeur de /4 est grande. C'est pourquoi / est appelée mesure de précision.
Nous obtenons de la formule (2) et de la formule (1) du § 21

1
-—— @
c hﬁ()
d-—— @

mn
En appliquant les formules (7) du § 18 et (3), on exprime I'erreur médiane E en
fonction de la mesure de précision 4 de la maniére suivante :
p
E==.(5
p (%)

Il est parfois nécessaire d'exprimer une caractéristique de distribution des
erreurs en fonction d'une autre. C'est pourquoi les égalités suivantes sont parfois
utiles

L pVa—06745, £ —pr-038453,2 - \/E =12533

. d d 2

c 1 d 1 ©
—_— == 1,4826, —_ = = 191 8299

E pV2 E p\/;

§ 23. Variable aléatoire bidimensionnelle

La valeur d'une variable aléatoire bidimensionnelle est déterminée par deux
nombres x et y ; pour cette variable aléatoire a deux dimensions nous
emploierons la notation (Xx,y). Supposons que X et y prennent des valeurs

discrétes x; et ;. Supposons encore qu'a chaque couple de valeurs (x; y;)
appartenant a un certain ensemble corresponde une probabilité déterminée p;;.
Nous pouvons dresser le tableau de distribution des probabilités de la variable
aléatoire a deux dimensions discréte.
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X X1 X o L. - Xy
Y1 Pu ) 231 Pni
2 P2 P Pni
Ym Pim Pam Pnm

I1 est évident, que I'on doit avoir I'égalité
D=1
j=1 i=1

Définissons maintenant la variable aléatoire a deux dimensions continue. La
probabilité pour que la valeur de la variable aléatoire bidimensionnelle (X, )

vérifie les inégalités x <x <x + Ax, y < y <y + Ay sera notée ainsi

Définition 1. La fonction f'(x, y) est appelée densité de probabilité de la variable
aléatoire bidimensionnelle ( x, ) si, aux infiniment petits d'ordre supérieur par

rapporta Ap =+ Ax? + Ay2 pres, on a l'égalité approchée suivante

y Pr<x<x+Ax,y< y<y+tAy)=
Ax
T v =[x, y) Ax-Ay. (2)

4 N~ La formule (2) est entiérement analogue a
i la formule (2) du § 12. Cnnsidérons un
! systétme rectangulaire de coordonnées
0 z x+Ax X (Oy). Si nous représentons les valeurs de
Fig. 441 la variable aléatoire (Xx,y) par les points

du plan de coordonnées correspondantes x
et y, l'expression P (x < x <x + Ax, y <y <y + Ay) désignera la probabilité
pour que la variable aléatoire bidimensionnelle (Xx,y) prenne une valeur

correspondant a un point appartenant au rectangle hachuré As (fig. 441). Nous
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dirons alors que « la valeur de la variable aléatoire est tombée dans le
domaine As » ).
Nous désignerons également la probabilit¢é P (x < X <x+AXx,y< y <y+Ay)
par le symbole P [( X, y ) < As]. Avec cette notation nous pouvons mettre
1'égalité (2) sous la forme

P[(X,y) cAs]=flxp)As. (3)

Démontrons maintenant le théoréme suivant, analogue au théorénie 1 du § 12.
Théoreme 1. La probabilitée P [(Xx,y ) a D], pour que la variable aléatoire
bidimensionnelle (x,y) de densité de probabilité f (x, y) appartienne au
domaine D, s'exprime par une intégrale double de la fonction f (x, y) étendue au
domaine D, autrement dit,

P[x, ;d)]:” F(x, ) dudy . (4)
D

Démonstration. Partageons le domaine D, comme nous l'avons fait dans
la théorie des intégrales doubles, en surfaces élémentaires As. Pour chaque
surface élémentaire, écrivons 1'égalité (3) et sommons les premiers et les
seconds membres des égalités ainsi obtenues. Etant donné que

Y As=D et Y P[x,5<As]=P[x,yc D]
nous obtenons une égalité approchée
P[)_c,)_/ c D]z Zf(x, y)As
aux infiniment petits d'ordre supérieur par rapport a As pres.
Passant a la limite dans le second membre de cette dernicre égalité lorsque As

—0, nous obtenons au second membre une intégrale double et, en vertu des
propriétés de la somme intégrale, I'égalité exacte

P[%,7 c D]= j I £(x, v) dxdy
D
Le théoréme est démontré.

Remarque 1. Sile domaine D est un rectangle limité par les droites x = a., x
=B,y =1y, =20 (fig. 442), alors a

B S
P[oc<)_c<B,y<)7<6]=jjf(x,y)dxdy. (5)

ay

Remarque 2. De méme que I'égalité (1) on a également I'égalité

* r e 3 . .
Dans I'égalité (3), nous aurions pu prendre une surface de forme arbitraire.
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[ [ 7y axay=166)
puisque le fait qu'une variable aléatoire bidimensionnelle prenne une valeur
quelconque est un événement certain. La ou, d'apres le sens du probléme, la
fonction f'(x, y) n'est pas définie, nous posons f'(x, y) = 0.

Y
Y Dy
D.
¥ 2
4 D,
0 o P x 0 =
Fig. 442 Fig. 443

Si le domaine D se compose de plusieurs rectangles de la forme représentée sur
la fig. 443, la probabilité pour que la variable aléatoire appartienne a un tel
domaine est déterminée comme la somme des probabilités calculées pour
chacun des rectangles, autrement dit, comme la somme des intégrales définies
étendues a chaque rectangle

P[x,7 < D]=P[x,y < D,]+P[x,y = D, |+ P[x,7 = D, ]

Exemp 1 e. La densité de probabilité de la variable aléatoire bidimensionnelle
est donnée par la formule

fay) = 1

P (1+x7)(1+p?)
Déterminer la probabilité pour que la valeur de la variable aléatoire appartienne

1
— ,y= NER
V3
Solution. Nous obtenons en vertu de la formule &)

— 1 _ dxdy
PloO l,— NEY =
[ S ETT } H <1+x JeyD)

au rectangle limité par les droitesx=0,x=1,y =

1 3
1 dy 1 1 V3
2—2‘[ 2 J. 2 :—zarctgx|0arctgy| .=
0 1+x L1+y T i
V3
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Définition 2. La fonction

Yy x
Feey) = [ [ 1y dudy (7)
est appelée fonction de répartition de la variable aléatoire bidimensionnelle
(x,¥).
11 est évident, que la fonction de répartition exprime la probabilité pour que x <
x, y <y, autrement dit,

Fx,y)=P(x<x,y <y).

@y
Géométriquement parlant la fonction de / /// ///
répartition exprime la probabilité pour que la
variable aléatoire bidimensionnelle
appartienne au quadrilatére hachuré sur la fig. /
444,

En utilisant le théoréme sur la dérivation d'une

intégrale définie par rapport a un paramétre, on Fig. 444
établit la relation entre la densité de probabilité

et la fonction de répartition

" j £ ),

®)
oO*F

—f( x,¥)

La densité de probabilité d'une variable aléatoire a deux dimensions est égale a
la dérivée mixte du deuxieéme ordre de la fonction de répartition.

§ 24. Loi normale de distribution sur le plan

Définition 1. La distribution de la variable aléatoire bidimensionnelle est
dite normale si la densité de probabilité correspondante de cette variable

aléatoire a pour expression
PER
1 262 72(52.
—e " 7 1)
2no,0,
Le graphique de cette fonction est une surface que 1'on a représentée sur la fig.

445.

fx,y)=
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Le centre de dispersion de la variable aléatoire dont la loi de distribution est
donnée par (1) est le point (0, 0) ). Les valeurs o, et G, sont appelées les écarts
quadratiques moyens principaux.
Mettons la formule (1) sous la forme

1 =
S y)= e e .2
J2n o, 2o,

On peut ainsi considérer f'(x, y) comme le produit des densités de deux
variables aléatoires x et y
Jay

distribuées suivant une loi normale.
Déterminons, de méme que dans le
P cas d'une variable aléatoire a une
dimension,

les écarts probables principaux E,
et £, de la variable aléatoire a deux
dimensions (cf. formule (7) du § 18)

Ex :p\/zcx’ Ey :p\/EGy
€

Portant dans 1a formule (1) les valeurs de o, et 6, exprimées en fonction de E,
et £, nous obtenons :

Fig. 445

2 e
Jxy)=———e 4)

nEE,
Considérons les lignes de niveau de la surface (4)
2 2
22—k =const. 4)

E; E;
(on aura alors f'(x, y) = const). Les lignes de niveau sont des ellipses dont les
demi-axes sont respectivement kE, et kE,. Les centres des ellipses coincident
avec le centre de dispersion. Ces ellipses sont appelées ellipses de dispersion.
Leurs axes sont les axes de dispersion. On appelle ellipse unitaire de dispersion
I'ellipse dont les demi-axes sont respectivement égaux aux écarts probables E,

et £,. On obtient 1'équation de l'ellipse unitaire en posant dans I'équation (5)k =
1:

* Si le centre de dispersion est situ¢ au point (a. b), la loi de distribution est
_G-a)’ (y-b)’

2 2
20 20,

donnée par la formule : f(x,y)=

2no,0,
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2 2
S+l o=1.(6)
E} E

On appelle ellipse totale de dispersion 1'ellipse dont les demi-axes sont 4E, et
4E,. L'équation de cette ellipse est ainsi

2 2
al L 1)

4+ =

(4E,)*  (4E))’
Nous établirons dans le paragraphe suivant que la probabilité pour que la
variable aléatoire bidimensionnelle appartienne a l'ellipse totale de dispersion
est égale a 0,97, autrement dit, c'est un événement pratiquement certain.

§ 25. Probabilité pour qu'une variable aléatoire bidimensionnelle
normalement distribuée appartienne a un rectangle de c6tés paralléles aux
axes principaux de dispersion

Soit

o P
p> " (ETE%J
nEE,

D'apres la formule (5) du § 23 (cf. fig. 442) la probabilité pour que la variable

aléatoire appartienne au rectangle limité par les droitesx =a,x =3,y =7,y =29
est donnée par l'expression

f(xy)=

B 5 ) _pz i Vo
— — p E! E?
P(a<x<s,y<y<5)=” e Hxdy . (1)
nEE,
oy

Mettant la fonction sous le signe d'intégration sous la forme d'un produit de
deux fonctions, nous pouvons écrire

B
= = _ P E?
P((x<x<[3,y<y<6)—j e rdxx
o

VrE,

¥

8 2
X J. P o & dy
¥

nE )

et en vertu de la formule (6) du § 19 nous obtenons en définitive
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Si I'on pose dans cette derniére formule o = -1;, B =1}, v = -L, & = L, c'est-a-dire
si I'on considére un rectangle de centre a l'origine des coordonnées, la formule
(3) prendra, en vertu de la formule (7) du § 19, la forme

P(-l, <x<lj,~l, <y<ly)= ci{l—lj-ci{l—z} 4)
E, E,

Remarque. On aurait pu également résoudre le probléme de la recherche de
la probabilité pour que la variable aléatoire appartienne a un rectangle de cotés
paralléles aux axes de coordonnées de la maniére suivante. Le fait que la
variable aléatoire tombe dans un rectangle est un événement composite,
consistant en ce que deux événements indépendants sont simultanément
réalisés : le fait d'appartenir a la bande —/; < x < [; et le fait d'appartenir a la
bande -/, < y < [,. (Pour simplifier I'écriture considérons un rectangle dont le

centre est a l'origine des coordonnées.) Supposons que la densité de probabilité
de la variable aléatoire x soit

P
fi@)=—r—e &

JrE,

La densité de probabilité de la variable aléatoire y est

2
Y
_p2 [

E}
L= B
nkE,
Calculons la probabilité pour la variable aléatoire d'appartenir a la bande - /; <
x <lyetalabande -/, < y </, Nous obtenons d'aprés la formule (7) du § 19:

_ (1
P(-l, <x<[)= CD(E—IJ

X

_ N
P(-l, <y<ly) =0 =2
EV
La probabilité de 1'événement composite consistant en la réalisation simultanée
de ces deux événements, c'est-a-dire correspondant au fait que la variable
aléatoire a deux dimensions tombe dans le rectangle, sera égale au produit des
probabilités respectives
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Pla<x<B,y<y<d) =P, <x<l))-P(-, <x <))

ol )l L
E, E e
Nous avons obtenu la formule (4).

§ 26. Probabilité pour qu'une variable aléatoire bidimensionnelle prenne
une valeur appartenant a l'ellipse de dispersion

Dans la théorie des erreurs on doit considérer le probléme suivant. Calculer la
probabilité pour qu'une variable aléatoire, par exemple une erreur d'observation
dans le plan, appartienne a I'ellipse de dispersion
2 2
XY k2

2 2
E; 5
si la densité est donnée par la formule (4) du § 24. D'aprés la formule (4) du §
23 nous obtenons:

2

2
%+y2
E; Ey

e
Pl e D= [[-L——e dxdy (2)
nEk E
D, Y
De ou le domaine D, est limité par 1'ellipse (1). Effectuons le changement de
variables en posant
x=Ewu,y=Eu,
dans ce cas l'ellipse D, se transformera en cercle

V=K. (3)

Le jacobien de la transformation étant égal a / = E,E,, I'égalité (2) prendra la
forme

P[x,7)cD,]= %”pz e ) dudy . (4)
Dt’

Passons aux coordonnées polaires dans cette derniére intégrale
u=rcos®,v=rsin Q.
Le second membre de 1'égalité (4) prendra alors la forme
2nk

PlE 7D, ]=1 ”pz e drdg
T
00

Effectuant les calculs dans le second membre, nous obtenons 1'expression de la
probabilité d'appartenance a l'ellipse de dispersion

P[E. ) cD,]=1-e7 . (5)
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Considérons certains cas particuliers. La probabilité d'appartenance a 1'ellipse
unitaire de dispersion sera obtenue en posant £ = 1 dans la formule (5)

P[E 7)< D,],_ =1-e® =0,203. (6)

La probabilité de tomber dans 'ellipse totale de dispersion (7) du § 24 sera
obtenue en posant k =4 dans la formule (5)

P[E 7)) D, =1-e% =0974. (7)

Considérons le cas particulier ou dans la formule (4) du § 24 E, = E, =E.
L'ellipse de dispersion (5) du § 24 se transforme alors en cercle

2+ =RE 8)

de rayon R = kE. La probabilité pour que la variable aléatoire a deux
dimensions appartienne au cercle de rayon R sera alors, conformément a la
formule (5),
N
Px.7) = Dpl=1-¢  #.(9)

Définition 1. On appelle écart radial probable un nombre Ey tel que la

probabilité pour qu'une variable aléatoire a deux dimensions appartienne au
1

cercle de rayon R = Ej est égale a 3

I1 découle de la définition, que la quantité R = Ej est déterminée a partir de la
relation

Nous trouvons de la table des valeurs de la fonction exponentielle
Er=1,75E.

§ 27. Problémes de la statistique mathématique. Matériel statistique

Le résultat des observations et de 1'enregistrement des phénomenes aléatoires en
masse permettent d'obtenir les données statistiques, ou le matériel statistique.
En particulier, ce matériel statistique peut étre constitué par les erreurs de
différentes mesures.

Si la grandeur observée est une variable aléatoire, elle est étudiée par les
méthodes de la théorie des probabilités. Pour comprendre la nature de cette
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variable aléatoire, on doit connaitre sa loi de distribution. La détermination
des lois de distribution des quantités considérées et I'estimation des valeurs des
paramétres de la distribution a I'appui des valeurs observées constituent I'objet
de la statistique mathématique.
Un autre probléme de la statistique mathématique consiste en 1'élaboration des
méthodes de traitement et d'analyse du matériel statistique afin d'obtenir des
conclusions déterminées indispensables pour I'organisation du processus
optimal auquel participent les grandeurs considérées.
Citons quelques exemples d'observations réalisées sur divers phénomenes
permettant d'obtenir en résultat le matériel statistique.

Exemple 1. Au cours de mesures réitérées d'un certain objet a l'aide d'un
instrument de mesure, en particulier, lors de la détermination de l'éloignement d'un
certain objet, on obtient diverses valeurs de la grandeur observée. Ces valeurs seront
dites valeurs observées (nous appellerons ainsi toute valeur obtenue au cours de 1'étude
d'un phénomeéne quelconque).

Les valeurs ainsi obtenues doivent étre d'abord systématisées et traitées avant
que l'on puisse formuler des conclusions quelconques a leur sujet.

Comme nous l'avons déja indiqué, la différence & entre la valeur observée x et
la valeur véritable de la quantité observée a (x - a = J) est appelée erreur de
mesure. On peut exprimer ce que nous avons dit plus haut dans le langage de la
théorie des erreurs. Les erreurs de mesure nécessitent un traitement
mathématique avant que 'on puisse formuler des conclusions déterminées.

Exemple 2. Dans la production en masse on est amené a considérer la valeur de 1
écart d'une certaine dimension de la piéce fabriquée (par exemple, la longueur) d'une
certaine cote donnée (erreur de fabrication).

Exemp 1e 3. Ladifférence entre les coordonné s du point d'impact, ai cours d'un tir,
et celles du point de visée constitue I'erreur de tir (la dispersion). Ces erreurs doivent étre
soumises a une étude mathématique.

Exemp1e 4. Les résultats des mesures de la valeur de 1'écart des dimensions d'une
piece apres exploitation de ses dimensions avant la mise en exploitation (dimensions de
projet) doivent étre soumis a une analyse mathématique. On peut également considérer
ces écarts comme des « erreurs ».

11 découle des exemples donnés que les quantités considérées sont des variables
aléatoires et que chaque valeur observée doit étre considérée comme une valeur
particuliére de la variable aléatoire.

§ 28. Série atatistique. Histogramme

On dispose le matériel statistique obtenu en résultat des observations (des
mesures) dans un tableau formé de deux lignes. Dans la premiére ligne on note
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le numéro de la mesure i, dans la seconde la valeur obtenue x; de la quantité
mesurée x. Un tableau de ce genre est appelé série statistique simple. Quand le
nombre de mesures est trés élevé il est difficile d'avoir une vue d'ensemble du
matériel
statistique figurant dans ce tableau et, par conséquent, son analyse est malaisée.
C'est pourquoi a la base de la série statistique simple on effectue des
groupements. On les réalise de la manicre suivante.

X; X1 X2 X3 . X; PN Xn

On partage tout l'intervalle des valeurs obtenues de la quantité x en petits
intervalles égaux (a,, a1), (a1, @), . . ., (@51, a;) et I'on compte le nombre m; de
valeurs de x tombant dans l'intervalle (a;,, a;). Les valeurs tombant sur
I'extrémité de l'intervalle sont rapportées soit a l'intervalle de gauche, soit a
l'intervalle de droite (on décide parfois d'en affecter la moitié a l'intervalle de
gauche et I'autre moitié a l'intervalle de droite). Le nombre

ZE— pr (1)
n

est la- fréquence relative correspondant a l'intervalle (ay.;, a;). Il est évident que

7\ *
D =10
k=1

A T'appui des résultats d'un tel traitement, on dresse un tableau formé de trois
lignes. Dans la premicre l'igne on indique les intervalles dans 1'ordre de
croissance des @, dans la seconde ligne les nombres m;, qui leur correspondent,

PR . r m
dans la troisieme ligne les fréquences p, = .
n

Intervalles | (a0, @1) | (a1, a2) . (ar.1, ax .. (ar.1, @)
my ny my .o my e ny,
* * * * *
Pk P P2 e Pk e P

C'est ainsi que l'on effectue le groupement. On peut également le réaliser
géométriquement de la maniére suivante. Sur I'axe Ox on note les points a,, a, -

v Qly o v . Sur le segment [a;;, @] pris comme base, on construit un
rectangle dont 1'a1re est égale a p*k. La figure ainsi obtenue est appelée
histogramme (fig. 446).
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a, a,Oazas a, a; a; @, agx

Fig. 446

Sur la base du groupement et de I'histogramme on construit a une certaine
approximation la fonction de répartition empirique.

Le traitement ultérieur des données est conduit de la maniére
suivante. On désigne par X, les milieux des intervalles (a1, ak) et I'on estime

que c'est la valeur du résultat d'une mesure, qui est répétée m, fois. Aprés quoi,
on substitue au tableau donnant le groupement des données le tableau suivant.

X X, Xy X X5,
my m; m; e my N my,

* * * * *
Pk 14 D cee Pk cee P

Ce traitement est réalisé en supposant que toutes les valeurs a l'intérieur de
l'intervalle (ay.1, ak) sont proches les unes des autres de sorte que 'on peut les

. , N . * e .
estimer égales a I'abscisse x; du milieu de l'intervalle.

Exemple. On a effectué 100 mesures de I'éloignement d'un objectif dont les
résultats ont donné aprés groupement le tableau suivant.
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P
[17.) —
— o
016 016
005 006
a01
002
o 80 110 140 170 200 230 260 290 320 x
Fig. 447
Dressons ensuite le tableau suivant.
)7,{ 95 125 155 185 215 245 275 305
my 2 5 16 24 28 18 6 1
p,t 0,02 0,05 0,16 0,24 0,28 0,18 | 0,06 | 0,01

Intervall 80- | 110- | 140- | 170- | 200- | 230- | 260- | 290-
ntervalles | 110 | 140 | 170 | 200 | 230 | 260 | 290 | 320

my, 2 5 16 24 28 18 6 1

*

Pi 0,02 | 0,05 0,16 0,24 0,28 | 0,18 | 0,06 | 0,01

En utilisant les résultats du groupement, nous construisons la représentation graphique
de la série statistique (1'histogramme) (fig. 447).

§ 29. Détermination de la valeur acceptable d'une grandeur mésurée

Supposons que les résultats des mesures d'une certaine quantité aient donné les
valeurs xj, X, . . ., X,. On peut les considérer comme les valeurs particuli¢res de
la variable aléatoire x. On adopte alors en tant que valeur acceptable de la
quantité a définir la moyenne arithmétique des valeurs obtenues

n

S

my, =+=—(1)
n
La valeur mi est appelée la moyenne statistique.

Si le nombre de mesures n est grand, on utilise le matériel du tableau considéré
au § 28 et I'on calcule m ., de la maniére suivante

x XMy + XMy o A Xy X,
T =

m
n
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ou, en utilisant les notations (1) du § 28,
A
my =D %pp» (2)
k=1
la valeur obtenue est appelée la moyenne pondérée.

Remarque. Dans ce qui suit nous désignerons les résultats des calculs
réalisés d'apres les formules (1) et (2) par une méme lettre. Cette remarque se
rapportera également aux formules (3) et (4).

On peut démontrer que sous certaines hypothéses restrictives la moyenne
statistique tend en probabilité lorsque n — oo vers l'espérance mathématique de
la variable aléatoire x. Cette assertion découle du théoréme de Tchébychev.
Déterminons maintenant la variance empirique. Par définition elle est donnée

par la formule )
z (x; — mi )2
=0
n

Cette quantité caractérise la dispersion des valeurs de la variable observée.
Si I'on utilise le matériel des tableaux du § 28, la variance statistique est donnée
par la formule

D

A
D' =Y F -m) pi ()
k=1
Cette formule est analogue a la formule (2) du § 10.

Exemple. Déterminer la moyenne statistique et la variance statistique d'apres le
matériel statistique de l'exemple du § 28.
Solution.Nous obtenons de la formule (2)

in A
m, =L~ Zx,.p;‘ =95.0,02 + 125-0,05 + 155-0,16 + 185.0,24- +

* n
i=1

215-0,28 +245-0,18 +275-0,06 + 305-0,01 = 201,20.

En vertu de la formule (4) nous avons

" En réalité il est préférable de calculer la variance empirique d'aprés une autre
formule, que nous donnons a la page 551.
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Z(x —my)’ A
D= =Z -m)pr _zxkzp,’j—m?=952~o,oz+
k=
125%.0,05 + 1552.0,16 + 1852~0,24 + 2152~0,28 +245%.0,18 + 275%0,06 +
305%.0,01- (201,20)* = 1753,56.

§ 30. Estimation des parametres de la loi de distribution. Théoréme de
Liapounov. Théoréme de Laplace

Soit X une variable aléatoire, par exemple, le résultat d'uné mesure, a la
quantité a mesurer, d l'erreur commise pendant la mesure. Ces quantités sont
alors liées par la relation

d=X—-a,x=a+d. (1)

De nombreuses expériences et observations montrent que si I'on élimine 1'erreur
systématique, c'est-a-dire l'erreur constante pour toutes les .mesures (par
exemple, l'erreur provenant des instruments) ou telle qu'elle varie suivant une
loi connue d'une mesure a l'autre, et si I'on élimine les erreurs grossiéres, les
erreurs de mesure suivent une loi de distribution normale dont le centre de
distribution est a l'origine des coordonnées. Ce fait est également confirmé par
des considérations théoriques.

Si une variable aléatoire est la somme d'un grand nombre de variables
aléatoires, cette somme est, sous certaines conditions restrictives, soumise a la
loi de distribution normale. Cette assertion est formulée sous forme du théoreme
limite central établi par A. Liapounov (1857-1918). Nous énoncerons ici ce
théoréme sous une forme quelque peu simplifiée.

Théoreme 1. Si les variables aléatoires indépendantes X;,Xx,,...,X,,

suivent une méme loi de distribution d'espérance mathématique a (on peut
. . ;o . . 2
estimer sans restreindre la généralité que a = 0) et de variance c°, de la

>
c\/_

normée de telle sorte que M [y, ]=0,D[y,]=1).

sommey, = différera aussi peu que l'on veut de la loi normale (y, est

L'importance pratique du théoréme de Liapounov consiste en ce qui suit. On
considére une variable aléatoire, par exemple, 1'écart d' une certaine quantité
d'une valeur donnée. Cet écart est dii a I'action simultanée de nombreux facteurs
aléatoires dont chacun donne une certaine composante de 1'écart. Toutes ces
composantes nous sont inconnues, de méme que peuvent étre également
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inconnues les lois de distribution des variables aléatoires composantes. Or il
découle du théoréme de Liapounov que la variable aléatoire constituant I'écart
global, suit la loi de distribution normale.
11 découle du théoréme de Liapounov que si X, X,,..., X, sont les résultats des

mesures d'une certaine quantité (chacun des xi est une variable aléatoire), alors
la variable aléatoire définie par la moyenne arithmétique

- X13Xg,..0,X, ’

n

suit, pour un n assez grand, une loi aussi proche que possible de la loi normale
si les variables aléatoires suivent chacune une méme loi de distribution.
Le théoréme reste valable également pour les sommes de variables aléatoires
suivant des lois de distribution différentes sous certaines conditions
complémentaires qui sont généralement remplies pour les variables aléatoires
que l'on considére en pratique. L'expérience montre que pour un nombre de
termes de l'ordre de 10 on peut déja estimer que leur somme est distribuée
normalement.

Désignons par @ et 6~ les valeurs approchées de I'espérance mathématique et
de la variance. Nous pouvons alors écrire les lois approchées de distribution des

variables aléatoires & et X :

52
= 1 =7

d) = 25 2

7(d) 5 )
_G-a)?

f(x)= e ¥ (3)

SV2n

Le paramétre a est déterminé a partir des données expérimentales d'aprés la
formule (1) du § 29

n

2.

a="1—@4
n

Cela découle du théoréme de Tchébychev (1821-1894). Sans nous arréter sur la
démonstration, indiquons qu'il est plus naturel d'estimer le paramétre o' non pas
d'aprés la formule (3) du § 29, mais d'aprés la formule

n
D -a)
2 _ i=1

n—1

®)
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Notons que le second membre de (5) et le second membre de la formule (3)

du § 29 different du facteur

qui dans les problémes pratiques est proche
n—

de l'unité.

Exemp le 1. Donner I'expression de la loi de distribution de la variable aléatoire a
l'aide des résultats de mesure rapportés a l'exemple du § 28 et les résultats des calculs
rapportés a I'exemple du § 29.

Solution. D'aprés des calculs effectués dans I'exemple du § 29, nous obtenons:

a=m, =201,

2= p =100 1oss 1771
99

-1
c=+1771 =41
Portant ces valeurs dans la formule (3), nous avons

_(x=201)°
21771

fx) =

! e
41W2m
Remarque. Silon aobtenu la fonction de répartition empirique d'une
certaine variable aléatoire x, on peut résoudre le probléme de son appartenance
ou non a la Ioi normale de la maniere suivante.

Soient données les valeurs de la variable aléatoire

X1, X2y o o oy X
Déterminons la moyenne arithmétique a d'apres la formule (4). Calculons
ensuite les valeurs de la variable aléatoire centrée

V15 V2s -« s Vne
Formons une série des valeurs absolues de y; dans 'ordre de croissance. Si n est
impair, on adopte en tant qu'écart médian ou erreur médiane E,, la valeur

. . -1
absolue |y,| ( dans la série des valeurs absolues, qui figurent au [nT + lj -

iéme rang, et si n est pair, on adopte en qualité de E,, la moyenne arithmétique
o n . n
des valeurs absolues des quantités figurant aux rangs 5 et 5 + 1.

Evaluons ensuite 'erreur arithmétique moyenne d'apres la formule

n

Z|y,-|

d="=——(6)

n
On détermine d'aprés la formule (5) 1'écart quadratique moyen
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m

On obtient enfin les rapports et

(¢

Pour une variable aléatoire suivant la loi de distribution normale les rapports &
et ~ sont respectivement égaux a 0,8453 et 0,6745

E E
(cf. formule (6) du § 22) . Si les rapports a:” et —- différent respectivement
c

de 0,8453 et de 0,6745 d'une valeur de l'ordre de 10 %, on adopte
conventionnellement que la variable aléatoire y suit une loi normale.
Une conséquence du théoréme limite central est I' important théoréme de
Laplace établissant la probabilité pour qu'un événement soit réalisé non moins
de a fois et non plus de P fois. Nous I'énoncerons sans le démontrer.

Théoréeme 2(de Laplace).Si l'on effectuenépreuves indépendantes
telles que la probabilité de la réalisation d'un événement A est égale a p pour
chacune d'entre elles, on a la relation

1 B—np o—np
Plao<m<B)==|® -®
wemsn=3{ol ol 2
ou m est le nombre de réalisati ons de l'événement A, ¢ =1-p, P (o <m < p)
est la probabilité pour que le nombre de réalisations de l'événement A soit
compris entre o et f3.
La fonction @ (x) a été définie a la page 525.
Indiquons certaines applications du théoréme de Laplace pour la résolution des
problémes.

Exemple 2. La probabilité du rebut lors de la fabrication de certaines piéces est
0,01. Déterminer la probabilité pour que sur 1000 prises au hasard le nombre de pieces
défectueuses ne soit pas supérieur a 20.
Solution . Dans le cas considéré nous avons n = 11000, p = 0,01, g = 0,99,
a=0,=20.
Nous trouvons alors

a—np 0-10

= =-225
\/E,/npq \/5\/9,9
B-—np  20-10 2.5

Vaupg V2409
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Nous obtenons d'apres la formule (8)

Pa<m<p)= %[@(2,25)— ®(-2,25)] = ®(2,25).

Nous trouvons cette valeur d'aprés la table de la fonction (D (x) de sorte qu' en
définitive

P (0 <m £20)=0,9985.
Notons enfin que lesthéorémes de Bernoulli, de Liapounov, de Tchébychev, de
Laplace dont il a été question dans ce chapitre, sont des expressions multiples
de la loi des grands nombres de la théorie des probabilités.

Exercices

1. On jette simultanément deux dés. Déterminer la probabilité pour que la
somme des points amenés soit égale a 5. Rép %

2. On a préparé pour une loterie 10 billets dont 5 gagnants et 5 perdants. Si
l'on achéte deux billets, quelle est la probabilité de gagner? Rép %

3. On jette un dé 5 fois. Quelle est la probabilité pour qu'au moins une fois on
n'améne par le chiffre 4 ? Rép. 0,99987.

4.  On anuméroté 100 cartes de 1 a 100. Quelle est la probabilité pour que
dans le numéro d'une carte choisie au hasard figure le chiffre 5 ? Rép.

0,19.

5. On dispose de 4 machines. La probabilité¢ pour qu'a l'instant t une machine
fonctionne est égale a 0 9. Déterminer la probabilité pour qu'a l'instant ¢
l'une au moins des machines fonctionne ? Rép. 0,9999.

6. Dans une premicre caisse contenant des pieces, 30 % d'entre elles sont de
premicre qualité, et dans une seconde 40 % . On préléve une piece de
chaque caisse. Quelle est la probabilité pour que les deux picces soient de
premiére qualité ? Rep. 0,12.

7. Un mécanisme se compose de trois piéces. La probabilité de rebut est p; =
0,008 pour la premiére piéce, p, = 0,012 pour la deuxieéme, p; = 0,01 pour
la troisiéme. Quelle est la probabilité pour que le mécanisme soit
défectueux ? Rép. 0,03.

8. Sur 350 mécanismes, 160 sont de premicre, 110 de deuxieme et 80 de
troisiéme qualités. La probabilité de rebut est de 0,01 pour les mécanismes
de la premiére qualité, de 0,02 pour ceux de la deuxi¢me qualité et de 0,04
pour ceux de la troisieme qualité. On choisit -au hasard un mécanisme.
Quelle est la probabilité pour qu'il ne soit pas défectueux ? Rép 0,98.

9. On sait que par suite des erreurs commises lors de la préparation du tir, le
centre de dispersion des projectiles peut, lors du premier tir, se trouver en
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

portée en l'un de cinq points. Les probabilités pour que ce centre se
trouve en ces points sont respectivement pl = 0,1, pz = 0,2, p3 = 0.4, p¢ =
0,2, ps = 0,1. On sait également que si ce centre est au premierpoint, la
probabilité d'atteindre la cible en portée sera p; = 0,15, et pour les autres
points respectivement p, = 0,25, p; =0,60, p, = 0,25, ps =0,15. Apres
avoir réalisé la visée on a effectué un tir au cours duquel on a manqué la
cible. Déterminer la probabilité pour que le tir ait été effectué pour une
visée correspondant a chacun de ces points, autrement dit, déterminer la
probabilité des causes relatives aux diverses erreurs sur la position du
centre de dispersion apres réalisation de I'épreuve. Rép. 0,85 ; 0,75 ; 0,40;
0,75;0,85.
On jette un dé cinq fois. Quelle est la probabilité d'amener deux fois le six

625

3888
Trouver I'espérance mathématique du nombre de points quand on jette un
dé une seule fois ? Rép. 7/2.
Trouver la variance de la variable aléatoire x donnée par le tableau de
distribution

et trois fois un point autre que le six ? Rép.

X 2 3 5
0,1 | 0,6 | 0,3

Rép. 1,05.

La probabilité de la réalisation d'un événement A4 au cours d'une épreuve est
0,4. On effectue 5 épreuves indépendantes. Evaluer la variance du nombre
de réalisations de I'événement 4. Rép. 1,2.

La probabilité pour qu'une piece soit défectueuse est p = 0,01. Quelle est la
probabilité pour que dans un lot de 10 picces il y ait 0, 1, 2, 3 picces
défectueuses ? Rép. 0,9045 ; 0,0904 ; 0,0041 ; 0,0011.

La fonction de répartition d'une variable aléatoire x est donnée par la loi

0 six<O0
suivante F(x)=4x si 0<x<1. Trouver la densité de probabilité f'(x),

1 si x>1
0 six<0
M [x], D [x]. Rép. f(x)=1{x si Ostl,M[x]:%,D[x]:%.
1 si x>1

La variable aléatoire x suit une loi normale d'espérance mathématique 30 et
de variance 100. Trouver la probabilité pour que la valeur de la variable
aléatoire appartienne a l'intervalle (10, 50). Rép. 0,954.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.
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La variable aléatoire x suit une loi normale de variance o = 0,16.
Trouver la probabilité pour que la valeur de la variable aléatoire differe de
son espérance mathématique de moins de 0,3. Rép. 0,5468.
Une variable aléatoire x suit une loi normale de centre de dispersion a = 0,3
et de mesure de précision / = 2. Trouver la probabilité pour que la valeur
de x appartienne a l'intervalle (0,5; 2,0). Rép. 0,262.
L'erreur de fabrication d'une piéce de 20 cm de longueur est une variable
aléatoire suivant la loi normale avec ¢ = 0,2 cm. Déterminer la probabilité
pour que la longueur de la piece fabriquée differe de la valeur donnée de
moins de 0,3 cm. Rép. 0,866.
Dans les conditions de I'exemple 19, déterminer 'erreur de fabrication
d'une piece, qui a une probabilité 0,95 de ne pas étre dépassée. Rép 0,392.
Une variable aléatoire x est distribuée suivant une loi normale de
parametres M [x] = 5 et 6 = 2. Quelle est la probabilité pour que la valeur
de la variable aléatoire appartienne a l'intervalle (1, 10). Faire un dessin.
Rép. 0,971.
La longueur d'une pi¢ce fabriquée parune machine-outil est une variable
aléatoire suivant une loi normale de paramétre M [x] = 15, ¢ = 0,2. Trouver
la probabilité du rebut si les dimensions admissibles de la piéce doivent
étre 15 £ 0,3. Quelle précision de longueur de la piéce fabriquée peut-on
garantir avec une probabilité 0,97 ? Faire un dessin.
En mesurant une certaine grandeur on a obtenu la série statistique sui
vante:

X 1 2 3 4

fréquence | 20 15 10 5

Déterminer la valeur moyenne et la variance empiriques. Rép. 2; 1.
Les résultats des mesures sont donnés dans le tableau

x 0,18 | 0,20 | 0,22 | 0,24 | 0,26 | 0,28
fréquence | 4 18 33 35 9 1

Déterminer la valeur moyenne @ et la variance 6> empiriques. Rép. 0,226
; 0,004,

La probabilité¢ de rebut au cours de la fabrication des piéces est p = 0,02.
Quelle est la probabilité pour que dans un lot de 400 piéces le nombre de
piéces défectueuses soit compris entre 7 et 10 2. Rép. 0,414.

La probabilité de rebut au cours de la fabrication de certaines picces est p =
0,02. Quelle est la probabilité pour que dans 1000 picces prélevées au
hasard le nombre de piéces défectueuses n'excede pas 25 ? Rép. 0,87.




Chapitre XXI

MATRICES. ECRITURE MATRICIELLE DES SYSTEMES ET
RESOLUTION DES SYSTEMES D' EQUATIDNS DIFFERENTIELLES
LINEAIRES

§ 1. Transformations linéaires. Matrice

Considérons deux plans P et Q. Soient donnés dans le plan P un systéme de
coordonnées rectangulaires x;Ox, et dans le plan Q un systéme de coordonnées
110y,

Les plans P et Q peuvent coincider, les syst¢émes de coordonnées également.
Considérons le systéme d'équations

Y5 A
Y1 =ap X +apx, } ) m
Va =an X tdanx, 17 U,
En vertu des égalités (1), a chaque Fig. 448

point M(x;, x;) du plan (x;0x,)
correspond un point

M(yy,y,) duplan (y,0y,).
On dit alors que les équations (1) sont des transformations linéaires des
coordonnées. Ces équations appliquent le plan (x;0x,) dans le plan (y;0y,) (pas
nécessairement sur tout le plan). Les équations (1) étant linéaires, 1'application
est dite application linéaire.
Si nous considérons dans le plan (x;0x;) un certain domaine 4, les égalités (1)

définiront un ensemble de points 4 du plan (,0y,) (fig. 448).

R emarque. Notons que I'on peut considérer également les applications non
linéaires
V1= 0 (X1, %2), 2 = W (X1, X2)

Nous nous bornerons ici a 1'étude des applications linéaires.
L'application (1) est enticrement déterminée par les coefficients ay1, @12, da1, @2s.
Le tableau rectangulaire formé a 1'aide de ces coefficients écrits sous la forme

[‘111 alZJ
ou
ay dp dy dp

est appelé la matrice de l'application (1). Les symboles || || ou ( ) sont les
symboles d'une matrice.

ayp  ap
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On désigne également les matrices par une seule lettre, par exemple 4 ou ||
A,

ayp dp

A= Q).

dy  dp

Le déterminant formé avec les éléments de cette matrice (noun le nuterons A
(4)

app dp

(€)

dy dp
est appelé déterminant de la matrice.

Exemp le 1 Lapplication y; = x| cos a - x; sin @, y, = x; sin o, + x, cos o est une
rotation d'angle a.. Cette application fait correspondre a chaque point M de coordonnées

polaires (p, 6 + o) un point M de coordonnées polaires (p, 6 + o) si les systémes de
coordonnées (x;0x,) et (y,0y,) coincident (fig. 449).

Fig. 449 Fig. 450
La matrice de cette application est

coso —sina
A=| .
sinat  coso
Exemp le 2. Lapplication
n= hxy, Y2=X2

est une dilatation suivant 1'axe Ox; caractérisée par un coefficient de dilatation £ (fig.
450).
La matrice de cette application est

A=

0 1

Exemp le 3. L'application y, = kx, y, = kx;

est une dilatation tant suivant 'axe Ox;, que suivant I'axe Ox,. caractérisée par
un coefficient de dilatation égal a k (fig. 451). La matrice de cette application
est
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B k 0
- H 0 k
Exemp 1 e4. La transformation
V1T =X )02 = X2
est appelée transformation de symétrie par rapport a I'axe Ox, (fig. 452).
La matrice de cette transformation est A = - (1)

X2 Y2 k=3

Iy 1

N

Fig. 451 Fig. 452

Exemple 5. Latransformation y, =x; +Axy, y, =x,
est appelée translation dans la direction de l'axe Ox, (fig. 453). La matriee de cette
transformation est

I A .
0 1 24 Y2

On peut également considérer une % ﬂ
transformation linéaire pour un - - z
nombre quelconque de variables. ey

Ainsi, la transformation 0] Y
Fig. 453

Y1 =apX; Hapx,; +apx;
Yy = a1 X HanX, +dyX; “)

V3 = a3 X +azx; azx;

est une application de I'espace a trois dimensions (x;, x, x3) dans I'espace a trois
dimensions (31, ¥, ¥3). La matrice de cette transformation est

app 4 4
A=|ay ay ay| (5

as dz  dsz
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On peut considérer les transformations linéaires a matrice non carrée, c'est-
a-dire une matrice pour laquelle le nombre de lignes n'est pas égal au nombre de
colonnes. Ainsi, la transformation

Yi=anXx tapx,
Yo =ayx;+anx, (6)
V3 =az X tapx,
est une application du plan x;0x, sur un ensemble de points de 1'espace (y1, 2,

ys)'
La matrice de cette transformation est

ayp  dap
A=|ay ay | ()
aszp  dz

On considére également des matrices comportant un nombre arbitraire de lignes
et de colonnes. Les matrices sont utilisées non seulement pour les
transformations linéaires, mais aussi a d'autres fins. Cela fait que la matrice est
une notion mathématique indépendante analogue a la notion de déterminant.
Nous formulons dans ce qui suit quelques définitions liées a la notion de
matrice.

§ 2. Définitions générales liées a la notion de matrice

Définition 1. On appelle matrice un tableau rectangulaire formé de mn
nombres, formé de m lignes et de n colonnes

On emploie aussi la notation plus succincte
A=laz||(=1,2,...mj=1,2,...,n),(2)
ou a;; sont les ¢léments de la matrice.

Si le nombre des lignes est égal a celui des colonnes m = n, la matrice est dite
carrée

ap 4dp ayp
dy Ap a

A= "3
an %) Apn
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Définition 2. Le déterminant formé a partir des éléments d'une matrice
carrée est appelé déterminant de la matrice ; nous le noterons A (A4)

ay ap ... ay,
a a a

A(A) = 21 42 2n )
A, QAuy ... Ay,

Notons qu'une matrice non carrée ne posséde pas de déterminant.

Définition 3. La matrice A* est dite la transposée de la matrice A si les
colonnes de la matrice sont les lignes de la matrice 4* .
Exemple. Soit

a4
A=|lay ay
az Az
La matrice transposée A* sera

A= ay  dy a4z

dip dyp dp
Définition 4. La matrice carrée 4 est dite symétrique par rapport a la
diagqnale principale si a; = a;. Il est évident qu'une matrice symétrique
coincide avec sa transposée.

Définition 5. La matrice carrée dont tous les éléments non situés sur la
diagonale principale sont nuls est appelée matrice diagonale. Si les éléments
d'une matrice diagonale située sur la diagonale principale sont égaux a l'unité, la
matrice est dite matrice unité. Nous la désignerons par la lettre £

1 0 ... 0

01 - 0
E=

00 ... 1

Définition 6. On considére les matrices formées d'une seule colonne ou
d'une seule ligne

X = P Y:"yl Yo oo ym"

La premicere est appelée matrice-colonne, la seconde matrice-ligne (on dit aussi
matrice uni-colonne et matrice uniligne).
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Définition 7. Deux matrices sont dites égales si elles ont un nombre
identique de lignes et de colonnes et si les ¢léments correspondants sont tous
égaux, autrement dit,
A=B(7)

ou
_ i 1=l by |l
si

ag=b;(i=1,2,...,mj=1,2,...,n).(9)

11 est parfois commode d'identifier une matrice-colonne avec un vecteur dans un
espace de dimensions correspondantes ou les éléments de la matrice sont les
projections de ce vecteur sur les axes de coordonnées correspondants. Nous
pouv ons ainsi écrire

X
Xy |=x1i+ x5 +x3k (10)
X3

11 est parfois commode d'identifier également une niatrice-ligne a un vecteur.
§ 3. Transformation inverse

I1 découle des équations (1) du § 1
Vi =anX tapx, } 1)

Yo =ay X +anx,

que l'application du plan x;0x, dans le plan y;0y, est univoque, car a chaque
point du plan x;0x, correspond un seul point du plan y;Oy,.
Si le déterminant de la matrice est différent de zéro

ap;  dp

A(A) = #0 ou aa, —aza;, #0(2)

dy Ap
on sait que le systéme d'équations (1) peut étre résolu par rapport a x; et x, de
fagon unique

Y1 an a0

Yo ap az V2
x] = N xz =

ayp dp app 4dp

ay dp ay dp

ou sous une forme plus explicite -
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X1 :—iz N +_A12 Va2
4 . (3)
—dy 11
Xy =—— 7y, +—
2 A 1 A Y2

A chaque point M (y;, »,) du plan y,0y, correspond un point déterminé M (xi,
x;) du plan x;0x,. Dans ce cas l'application (1) est dite biunivoque (non
dégénérée). La transformation (3) des coordonnées (1, )») en coordonnées (xi,
X,) est dite inverse. Dans ce cas l'application inverse est aussi linéaire. Notons
qu'une application linéaire non dégénérée est dite affine. La matrice de la
transformation inverse est une matrice que nous noterons A

fn %
A= A A 1@
“41 4
A A

Si le déterminant de la matrice 4 est nul:
an ap—axa;p=0, (5)

la transformation (1) est dite dégénérée. Elle ne sera pas biunivoque.
Démontrons ce fait. Considérons les deux cas qui peuvent se présenter:

1) Si ay; = a1n = ay = axp = 0, pour tous x; et x, on aura y; = 0, y, = 0. Dans ce
cas a chaque point (x;, x;) du plan x;Ox, on fait correspondre 1'origine des
coordonnées dans le plan y;0y;.

2) Supposons que I'un au moins des coefficients de la transformation ne soit pas
nul, par exemple que a;; # 0.

Multipliant la premiére des équations (1) par a,;, la seconde par a;; et
retranchant les résultats, nous obtenons, compte tenu de I'égalité (5),

Az | Yy =apX tapx,
ay | Yy =an X tanx,

any—any, =0

(6)

Ainsi, pour n'importe quels x;, x, nous obtenons pour les valeurs yy, y, 1'égalité
(6), autrement dit, le point correspondant du plan x,Ox, appartient a la droite (6)
du plan y,0y,. 11 est évident que cette application n'est pas biunivoque, car a
chaque point de la droite (6) du plan y,0y, correspond l'ensemble de points du
plan x,0x; situés sur la droite y; = a;1x; + ajx.

Dans les deux cas I'application n'est pas biunivoque.
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Exemple 1. La transformation y; = 2x; + x5, y, = x; - X, est biunivoque, car le
déterminant A (A4) de la matrice de la transformation 4 est non nul:

2
AD=

La transformation inverse sera

1 1
Xy :g)ﬁ +g)’2

1
X2 :§y1_§y2

Conformément a la formule (4), la matrice de la transformation inverse sera
1

3
2

3

Exemp le 2. La transformation linéaire y; = x| + 2x,, y, = 2x; + 4x, est dégénérée,
car le déterminant de la matrice de transformation

12|
2 4|

Cette transformation fait correspondre a tous les points du plan (x, x,) les points de la
droite y, — 2y; = 0 du plan (yy, y»).

A7l =

A(A) = 0

§ 4. Opérations sur les matrices. Addition des matrices

Définition 1. On appelle somme de deux matrices || a; || et || by ||
comportant un méme nombre de lignes et un méme nombre de colonnes la
matrice || ¢; || dont I'élément c; est égal a la somme a; + b; des éléments
correspondants des matrices || a; || et || by ||, autrement dit,

laz Il + 116y |l =1 cyll, (1)
si
aij'+bi]'=Cl'j'(i=1,2,...,m;j=1,2,...,n).(z)
Exemple 1.
app ap by by,

b21 b22

Nan+by an by

ay dp ay +by ay +by
On définit de la méme manicre la différence de deux matrices.
Le bien-fondé de cette définition de la somme de deux matrices découle, en
particulier, de la représentation d'un vecteur sous forme d'une matrice-colonne.
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Produit d'une matrice par un nombre. Pour multiplier une
matrice par un nombre A, il faut multiplier chaque élément de la matrice par ce
nombre
A lag 1= 2agll. (3)

Si A est un nombre entier, la formule (3) découle de la régle d'addition des
matrices.
Exemple 2.

aypp dp ray  Aayy

A

az dp ray  hay,

Produit de deux matrices. Soit

Yy =apnx tapx; }

Yo = an Xy HanX,
une transformation linéaire du plan x;Ox, sur le plan y;0y, dont la matrice de
transformation est

app dp
A

ay dp
Soit encore une transformation linéaire du plan y,0y;, sur le plan z,0z,:

zy =byy  +b;py, }(6)

Zy =by ¥ +byy,
dont la matrice de transformation est
by by
by by
On demande de déterminer la matrice de la transformation permettant de passer
directement du plan x;Ox, au plan z,0z,. Portant I'expression (4) dans 1'égalité
(6), nous obtenons

zy=by (an X1+ anxy) + by (ax X1+ anx,),
2y = by (a1 X1 + ainxa) + by (@nix1 + azx,)

B=

ou
zp = (byyayy +bypay)x; +(byap, +b12a22)x2,} 3)
zy = (byayy +byay)x; +(byayy +byyan)x, |

La matrice de la transformation obtenue sera

bjjay +byay  byap, +bjay

byiay +byay  byap +byan

ou plus simplement
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‘i

Cc= (10)

€1 Cx

La matrice (9) est appelée le produit des matrices (7) et (5) et 1'on écrit
b, b

1 b (1
by by || |[ay axp

ou plus simplement

ay A biyay +bypay  byyay +hay

byay +byay  byap +byay,

BA=C.(12)

Formulons maintenant la régle permettant d'effectuer la multiplication de deux
matrices B et A dont la premicre a m lignes et k colonnes, et la seconde & lignes
et n colonnes.

Cette régle peut étre schématiquement illustrée par 1'égalité

by, by, by
a4 aj aip
Ay Ay ot Gyt dyy
by by by =
Ar1 Qg 0 Ay o Oy
bml me : bmk (13)
S Cin
......... Cypreeeees
c c

L'élément c; de la matrice C représentant le produit de B par 4 est égal a la
somme des produits des éléments de la i-iéme ligne de la matrice B par les
¢léments correspondants de la j-iéme colonne de la matrice A , autrement dit,

k
¢y :meaxj (=12,...,mj=1,2,...,n)
A=l

Exemple 3.Soit

1 0
B=
0 0

00
A=
1 0

alors
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1 of]o of o o
1)BA = . -
0 o1 of [o o

0 of|f1 O 0 0
2) AB = . =
1 0f[|0 O 1 0
Dans cet exemple nous remarquons que
BA + AB.

Nous sommes parvenus a la conclusion suivante. Le produit des matrices n'est
pas commutatif.

Exemp 1e 4. Soient données les matrices
1 00

010
A=|0 2 1 B=|2 0 1
30 1 01

(=}

Calculer AB et BA.

Solution. Nous trouvons en vertu de la formule (13)

1.0+0-2+0-1 1-1+40-0+0-0 1-0+0-1+0-1 010
AB=|0-0+2-2+1-1 0-1+2-0+1-0 0-0+2-1+1-1||=|5 0 3
3-0+0-2+0-1 3-1+0-0+0-0 3-0+0-1+0-1 0 30
0-1+1-0+0-3 0-0+1-2+0-0 0-0+1-1+0-0 0 21
BA=|2-1+0-0+1-3 2:0+0-2+1-0 2-0+0-1+1-0| =5 0 O
1-1+40-0+1-3 1-0+0-2+1-0 1-0+0-1+1-0 4 0 0

Exemple 5. Trouver le produit des matrices:

a a a by by by
11 21 43 _
a a ae I’ by by by =
12 dxpn a3
by by by

anbyy +apby +aizby  apbyy +anby tapby,  apbiy +apnby; +agsbs;

On peut se convaincre en vérifiant directement la wvalidité des relations
suivantes entre les matrices (k est un nombre, A, B, C sont des matrices)

anbyy +ayby +aybyy  ay by +ayby, +aypbs,  ay by +aybyy +aybsys

(kA) B=A (kB), (14)
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(A4+B)C=AC+BC, (15
C (4+B)=CA+ CB,(16)
A(BC)=(4B) C.(17)

I1 découle de la régle de multiplication d'une matrice A par un nombre £ et de la
régle permettant de sortir le facteur commun des éléments des colonnes d'un
déterminant que pour une matrice du n-iéme ordre

A (kA) = K'A (4). (18)

Etant donné qu'en multipliant deux matrices carrées 4 et B on obtient une
matrice carrée dont les ¢léments sont formés d'apres la régle du produit des
déterminants, il est évident que I'on a 1'égalité

A(AB)=A(A4) A(B). (19)

Multiplication par une matrice unité. Comme nous l'avons dit plus haut, on
appelle matrice unité une matrice dont les éléments de la diagonale principale
sont égaux a l'unité et tous les autres éléments sont nuls.

Ainsi, la matrice unité du deuxiéme ordre

E= 0 (20)
o 1|
En vertu de la régle de multiplication des matrices nous obtenons:
AE =| 41 42| L O _fran an
azy ap| |0 1 az  axp
autrement dit,
AE=A4,(21)
et également
EA=A4.(22)

On vérifie aisément que le produit d'une matrice carrée de n'importe quel ordre
par la matrice unité d'ordre correspondant est égal a la matrice initiale,
autrement dit, on a les égalités (21) et (22). La matrice unité joue ainsi dans le
produit matriciel le role de I'unité, c'est d'ailleurs pour cela qu'elle est appelée
matrice unité.

A la matrice unité (2) correspond la transformation

Y1=Xx,
Y2 =xa.
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Cette transformation est dite transformation identique. Inversement, a une
transformation identique correspond une matrice unité. On définit de maniére
analogue la transformation identique pour un nombre quelconque de variables.

§ 5. Transformation d'un vecteur en un autre vecteur a 1'aide d'une
matrice

Soit donné un vecteur .
X=xi + xy +x3k,

que nous écrirons sous forme de matrice-colonne
X1
X=|x,[.(1)
X3

Effectuons une transformation des projections de ce vecteur a l'aide de la
matrice

dyp dpp A
A=|ay ay ayl| (2)
a3y dz  dss

Yi=anX, tapx; +apx;
Yy =y Xy +apnx; +aypx; ¢ (3)
Y3 =az X tapx,; +aszx;

Nous obtenons un nouveau vecteur
Y=yii+yj+yk

que l'on peut écrire sous forme de matrice-colonne

Y1 ap Xy +apx; +a;x;
Y=y, || =|anx +anx; +ayx;
V3 az1X) taszX; +dzsx;

Utilisant la définition du produit des matrices, on peut mettre cette opération de
transformation sous la forme

apy  ap ap X ay Xy +apXx, Hap;3x;
ayy Ay Ay ||| Xy | = anx +anx; +apx; |(5)
azy A4z Az || || X3 a3 Xy +aszx; +dz3x;

autrement dit,
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Y=AX. (6)

Le produit d'une matrice carrée par une matrice-colonise donne une matrice-
colonse de méme hauteur.

I1 est évident que la transformation du vecteur a trois dimensions X en vecteur
Y est simplement une autre maniére de formuler la transformation de l'espace a
trois dimensions en un autre espace a trois dimensions.

Notons que le systeme d'égalités (3) découle de 1'égalité niatricielle (4) quand
on égalise les éléments des matrices situées a gauche et a droite.

L'égalité (4) donne la transformation du vecteur X en un vecteur ¥ a l'aide de la
matrice A.

Tous les raisonnements que nous avons donnés pour les vecteurs dans I'espace a
trois dimensions peuvent étre appliqués aux transformations des vecteurs dans
un espace a un nombre quelconque de dimensions.

§ 6. Matrice inverse

Soit donné un vecteur X sur lequel on a effectué¢ une transformation a l'aide
d'une matrice carrée A, de sorte que 1'on a obtenu un vecteur ¥

Y=AX. (1)

Supposons que le déterminant de la matrice 4 soit non nul A (4) # 0. 11 existe
alors une transformation inverse du vecteur ¥ en X . On détermine cette
transformation en résolvant le systéme d'équations (3) du § 5 par rapport a x, x,,
x3. La matrice de la transformation inverse est appelée matrice inverse de 4 et
notée A'. Nous pouvons ainsi écrire

X=A'Y. ()

Ici X, ¥, AX sont des matrices-colonises, A" une matrice carrée. Substituant
dans le second membre de I'égalit¢ (2) ¥ donné par le second membre de
I'égalité (1), nous obtenons

X=A4"4X. (3)
Nous avons donc effectué successivement sur le vecteur X une transformation
avec la matrice A4, puis une transformation avec la matrice A autrement dit,
nous avons effectué une transformation avec la matrice (4'4). Nous avons
alors obtenu une transformation d'identité. Par conséquent, la matrice 4™ A4 est
une matrice unité

A'A=E. (4)
L'égalité (3) est de la forme

X=EX. (5)
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Théoréme 1. Si A ' est la matrice inverse de la matrice A , alors A est
la matrice inverse de la matrice A", autrement dit, on a I'égalité

A'4=A4A4"=E.(6)

Démonstration. Appliquons aux deux membres de 1'égalité (3) une
transformation a l'aide de la matrice 4

AX=A(A'4) X.
Utilisant la propriété d'associativité du produit des matrices, nous pouvons
mettre cette égalité sous la forme
AX =(AA™) AX.
I1 en découle que
AAT=E. (7)
Le théoréme est démontré.

I1 découle des égalités (4) et (7) que les matrices 4 et 4™ sont réciproquement

inverses, et aussi que
(A'=4.(8)
il vient en effet de I'égalité (7) que

A (A4 =E.
Comparant cette dernicre égalité avec 1'égalité (4), nous obtonona I'égalité (8).
§ 7. Calcul de la matrice inverse

Soit donnée une matrice non singuliére (réguliére)
an  ap ap
A=|ay ay ay| (1)
a3 azp  dsg

app dp 4ap
A=AA)=|ay ay; axp|#0(2)

as dz dasz

Démontrons que la matrice inverse A™' sera la matrice
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Ay A A
A A A
Aq_ﬂ An  An
A A A
A Ay A
A A A

ou 4 est le cofacteur de I'élément a; du déterminant A = A (A4). Calculons la
matrice C égale au produit 44™':

A An o A
@yp 4y A AA AA AA 100
C=AA""=|ay ay ay| |2 2 El=]0 1 0
21 Ay Ay A A A
ay; Ay Ay | || Ay Ay, A 0 01
A A A

En effet, en vertu de la régle définissant le produit de deux matrices, les
¢éléments diagonaux de C sont la somme des produits des éléments d'une ligne
du déterminant A par les cofacteurs correspondants divisée par A, autrement
dit, sont égaux a l'unité. Pour I'élément ¢y, par exemple, on a

_ Ay + A, + Az a4y tapdp tasd;s -1
S —an_A apn _A a3 _A = A =

Chacun des termes non diagonaux est ¢gal a la somme des produits des
¢éléments d'une certaine ligne par les cofacteurs d'une autre ligne divisée par le
déterminant A; par exemple, 1'élément c,; est déterming ainsi:

A3 Ay _andy tapndy tands; 0

023:‘121%‘”’22T+a23? A =0
Le théoréme est ainsi démontré.
Remarque. La matrice
Ay A A
A= Ay Ay Ay | (4)
Ay Az Ay

est dite matrice adjointe de A. La matrice inverse A™' s'exprime ainsi en fonction
de A

a1
A A A. 05

La validité de cette égalité découle de I'égalité (3).
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Exemp 1 e. Soit donnée la matrice

1 20
A=|0 3 1
01 2

Calculer la matrice inverse A et la matrice adjointe A.
Solution. Calculons le déterminant de la matrice 4
A(A)=5.

Calculons également les cofacteurs

Ay=5, 4,=0, 43=0,

Ay =-4,4,»=2, Ayy=-1,

A31 = 2, A32 = -1, A33 =3.
Par conséquent, nous avons en vertu de la formule (3)

5 5 2
4 4 s
at=o 2 _1
5 5
0o L 3
5 5
Nous trouvons la matrice adjointe d'aprées la formule (4)
5 -4 2
A=[0 2 -1
0 -1 3

§ 8. Ecriture matricielle d'un systéme d'équations linéaires et solutions
d'un systéme d'équations linéaires

Nous conduirons les raisonnements pour le cas de 1'espace a trois dimensions.

Soit donné le systéme d'équations linéaires
ay X, +apx; +apx; =d
Ay X +ayX) +ayxy =dy ¢ (1)
a3 X +apX; +azxy =ds

Considérons trois matrices

A=|ay ay axy| (2)
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X
X=]x,|3)
X3
d,
D=|d, | 4
dy

Nous pouvons alors, en uti.lisant la régle du produit des matrices, écrire le
systeme (1) sous forme matricielle

ayp dp dp X d,
Ay Ay ax ||| X |=|d>
as; dz  dass X3 ds

En effet, dans cette égalité le premier membre représente le produit de deux
matrices donnant une matrice-colonne dont les éléments sont définis par
I'égalité (5). A droite nous avons aussi une matrice-colonne. Deux matrices sont
égales si leurs éléments sont respectivement égaux. Egalant les éléments
correspondanis, nous obtenons le systéme d'équations (1). L'égalité matricielle
(5) pent s'écrire sous une forme symbolique suivante
AX=D. (6)

Exemp 1 e. Ecrire sous forme matricielle le:systéme d'équations

x1+2x2=5,3x2+x3=9, XZ+2X3:8
Solution. Ecrivons séparément la matrice 4 du systéme, la matrice des solutions X
et la matrice cles seconds membres D:

120 X, 5
A=l0 3 1|, X=|x,|, D=|9
01 2 X 8

Le systéme d'équations linéaires peut alors étre mis sous forlne matricielle:

1 2 0ff [x 5
0 3 1|x]=[9
0 1 2| (x5 8

§ 9. Résolution d'un systéme d'équations linéaires par la méthode
matricielle

Supposons que le déterminant A (4) de la matrice 4 ne soit pas nul A (4) # 0.
Multiplions a gauche les deux membres de 1'égalité (6) du § 8 par la matrice .A™
inverse de A , nous obtenons

At AX=4"D.(1)
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Or,
A'A=E, EX=X,
de sorte qu'il découle de (1) que

X=4'D.(Q2)
Cette derniére égalité peut, compte tenu de 1'égalité (5) du § I, s'écrire ainsi
X=—' _4p 3)
A(A)

ou sous une forme explicite

X 1 Ay A Ay d

Xy l=——| 4y Ay Ay |-|d 4

S N R 2 “)

X3 A3 Ay Ay d;
Effectuant la multiplication des matrices dans le second membre, nous aurons:

Xy 1 di Ay +dy Ay +dy Ay

Xy :m dy Ay +dydy +d3 Ay || (5)

X3 d Ay +dyAz; +d3 A3

Egalant les éléments respectifs des matrices-colonnes a gauche et a droite, nous
obtenons

N _dy Ay +dy Ay +ds 4,
=
A
_dyAp +dyAy +diAsy, 6)
, =
A
X _d Az +dy Ay +dyAs;
3=
A
La solution (6) peut s'écrire sous forme de déterminants
dy ap ap ay dy ap ay  ap  ds
dy, ay axp ay d, ay ay ayp d,
dy ay as ay; dy as ay axp ds
X = s Xy = s X3 = (7
app dp dp app dp ap app dp dps
ay dyp Ay dyp dpy Ay ay dyp Ay
dsp dzp  dsz az; dz a4z dsy 4z dsz
Exemple 1.Résoudre le systéme d'équations
x1+2x2:5,
3)62 +.X3:9,
.X'2+2)C3:8

par la méthode matricielle. S o 1 uti o n. Calculons le déterminant de la matrice du
systéme

576

1 20
A(A) =0 3 1|=5
01 2
Déterminons la matrice inverse d'apreés la formule (3) du § 7:
42
5 5
at=lo 2 -1
5 5
0o L 3
5 5
La matrice D est alors
5
D=9
8
La solution du systéme (2) sous forme matricielle s'écrira ainsi:
1 _i 2 1.5_i.9+g.8
X, 5 5 5 5 5
2 1 2 1
X =10 = ——=-19)=[0-5+=-9-—=-8
5 5 g 5 5
X
sl 2L 3 0.5-1.943.8
5 5 5 5

Egalant les ¢éléments respectifs des matrices-colonises a gauche et a droite» nous
obtenons

ST

X :0~5+§-9—%-8:2

X3 :0-5+l-9+3-8:3
5 5

Exemp 1e 2. Résoudre le systéme d'équations

X1 + 2X2 +.X'3 = 0,

2x1 +XZ +.X'3 = 1,

X t+3x+x;=2
par la méthode matricielle.
Solution. Calculons le déterminant de la matrice du systéme

1 21

AA)=[2 1 1] =120
1 31
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Trouvons également la matrice inverse

-2 1 1
A7l =|-1 0 1
1 -1 -3
Ecrivons la solution du systéme sous forme matricielle
X -2 1 1 0 3
X |={-1 0 1 |- 1|=] 2
X3 5 -1 =32 -7

Egalant les ¢léments correspondants des matrices-colonises nous obtenons
X1:3,x2:2,X3:-7.

§ 10. Application orthogonale. Matrices orthogonales

Soient donnés dans I'espace a trois dimensions deux systémes rectangulaires de
coordonnées (x, xp, x3) et (xj, xp, x3) possédant une origine commune O.
Supposons que les coordonnées du point M sont respectivement (x, x, x3) et
(x1,x5,x3) pour le premier et le second systémes de coordonnées (on aurait pu
ne pas exiger que les origines coincident).

Désignons les vecteurs unitaires sur les axes de coordonnées par e, e, e3 pour
le premier systéme et (eg,e5,e3) pour le second. Les vecteurs ey, e, 3 sont les

vecteurs de base dans le systéme (x;, x,, x3) et les vecteurs ej,e),e; les
‘ ’ ! r

vecteurs de base dans le systéme (x|, x5, X3 ).
Le vecteur OM peut alors, en utilisant le premier systéme de coordonnées, étre
mis sous la forme

OM =xe; +x,e, +Xx3e;;
en utilisant le second systéme de coordonnées, on aura de méme

N ror "ot

OM = xie| +xj5e) +Xx3e3
Nous allons considérer une transformation du point arbitraire M de coordonnées
Xi, X2, X3 en un point de coordonnées x;,x5, x5 . On peut dire que nous allons
considérer la transformation de I'espace (x, x», x3) dans l'espace (x|, x5, x5 ).

Cette transformation posseéde la propriété qu'un segment de longueur / se
transforme en un segment de méme longueur /. Un triangle se transforme donc
en un triangle égal et, par conséquent, deux vecteurs issus d'un méme point et
formant entre eux un angle , se transforment en deux vecteurs de méme
longueur formant entre eux le méme angle y. La transformation possédant cette
propriété est dite orthogonale. On peut dire que lors d'une transformation
orthogonale il se produit une translation de tout l'espace considéré comme un
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corps solide ou bien une translation et une transformation de symétrie.
Déterminons la matrice de cette transformation.

Exprimons les vecteurs unitaires e;,e5,e; en fonction des vecteurs unitaires e,

€, €3.
€] =0y e +0y€; +03 e
€y =0pe +0ye; +ope; r(3)
€3 = 03¢ +0p3€) +033€3
Ici nous avons
oy =cos(e;,ef), o, =cos(e,e’), o5 =cos(e,e})
O, =cos(ey,e]), Oy =cos(e,,e’), o,y =cos(ey,es)r, (4)
oy =cos(ez,e)), O3, =cos(es,e’), o33 =cos(es,es)
Ecrivons les neuf cosinus directeurs sous forme de matrice
Oy Qg Q3
S=llop oy oy | G)
Q3 Op3 Q33
Utilisant les relations (4), nous pouvons également écrire
e =0 €] + o€ +03e;
€, =0y1€] + e +0,sesr(6)
e3 =03 €] +03€) +033e]
11 est évident que la matrice
Oy O O3
S*=lloy oy oy (7)
Q3p Oz O3z
est la transposée de la matrice S. Comme e;,e),e; sont des vecteurs unitaires

réciproquement perpendiculaires, leur produit scalaire est égal a + 1. Par
conséquent, nous avons,

Oy OGpp Q3
(erejes) =|apy Oy Gy [=*1.(8)
Q3 Op3 Q33
De maniere analogue nous pouvons écrire
Qyp O O3
(ejeze3) =A(S¥)=|ay 0y 0y |=%1.(9)
Q31 O3y O3z
Calculons le produit des matrices
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Opp Oy Oy || &g Oy O3 1 00
% _ _
SS*=lap, ayp ay oy oxp axy|=[0 1 0)=E(0)
Q3 Opz O3z ||| G3p O3y Oss 0 0 1

En effet, si I'on désigne par c¢; les éléments de la matrice de produit nous
obtenons

_ 2 2 2
¢ =0 +ay +ay =1
_ 2 2 2 _
Cypp =0y +0y +ag =1
2 2 2 (1D
€33 =0, Oy +033 =1
— — ! ! —
Clp =0 0y + 0y 0y +03 03, =(eje) =0
Nous avons de méme

c;=eie; =0sii#j (=1,2,3; j=1,2,3).(12)

Ainsi,
SS*=E. (13)

La matrice transposée S* coincide, par conséquent, avec la matrice inverse S
s*=5" (14

Une matrice vérifiant les conditions (13) ou (14), c'est-a-dire une matrice égale
a la matrice inverse de sa transposée est dite orthogonale. Trouvons maintenant
les formules de passage des coordonnées (x;, xp, x3) aux coordonnées
(x1,x5,x3) et inversement. En vertu des formules (3) et (6) on peut exprimer

les seconds membres des égalités (1) et (2) en fonction de la base (ey, e, e3),

ainsi qu'en fonction de la base (e;, €5, €3 ). Cela fait qu'on peut écrire 1'égalité
Xje +xe, + X505 =xje] +x5e5 +x5e5. (15)

Multipliant successivement tous les termes de 1'égalité (15) par le vecteur ey,

puss par le vecteur ej, puis par le vecteur e et tenant compte du fait que

eje; =0 sii#j
efe, =1 sii=j(16)
roro_

ejel, =a

nous obtenons
r_
Xp =0y X +0p Xy +003;X;3
’
Xy =0pX) 00Xy +0UgXsy p, (17)
! j—
X3 = 03X + 03X, +033X3
Multipliant les termes de I'égalité (15) successivement par e;, e,, €3, nous
obtenons:
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_ ’ ’ ’
Xp = 0y Xp +0g Xy 03 X3
’ ’ !
Xy =0y X] + 0y Xy 03Xy ¢ (18)
! ’ !
X3 =0l3X) + 03Xy +033X3
La matrice des transformations orthogonales (17) est ainsi la matrice S, et la
matrice de la transformation inverse (18) la matrice S*.
Nous avons ainsi démontré que, dans un systéme cartésien de coordonnées, d
une transformation orthogonale correspond une matrice orthogonale. On peut
démontrer que si les matrices des transformations directes et inverse (17) et (18)
vérifient la relation (13) ou (14), c'est-a-dire sont orthogonales, la
transformation sera elle aussi orthogonale.
Introduisons les matrices-colonnes

X X
X'=|x5, X=[x,| (19
x5 X3
Les systémes (17) et (18) peuvent alors s'écrire
X =S8X, (20)
X=5'X.(21)
Si nous introduisons les transposées des matrices (19),
X'*:" X{X5X5 " X*:" XXX " (22)

nous pourrons écrire
X*=X*§" X* = X'*§. (23)

§ 11. Vecteur propre d'une transformation linéaire

Définition 1. Soit donné un vecteur X
X
X =|x, | (1)
X3
ou xlz +x22 +x32 #0.
Si apres la transformation du vecteur X a l'aide de la matrice A (cf. (2), § 5)
nous obtenons un vecteur ¥
Y=A4X, (2)
parallele au vecteur X
Y=)X, (3)
ou A est un nombre, le vecteur X est appelé vecteur propre de la matrice A ou
vecteur propre de la transformation linéaire donnée ; le nombre A, est appelé

valeur propre.
Déterminons le vecteur propre
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X1
X =|x,
X3
de la transformation linéaire ou de la matrice donnée 4. Pour que le vecteur X
soit un vecteur propre de la matrice A, il faut que soient vérifiées les égalités (2)
et (3). Egalant les seconds membres de ces égalités nous obtenons:
AX=)X4)
ou
AX =\EX,
autrement dit,
(A-AE)X=0.(5

Il découle de cette égalité que le vecteur X est déterminé a une constante pres.
Sous forme explicite 1'égalité (4) s'écrit
ap Xy +apx; +a;3x3 = Ax
Ay Xy +apnxy +ayxy =kx, (6)
A31X] +A3p Xy +A33X53 = AX;3
et I'égalité (5)
(a1 =M)x) +appxy +a;3x; =0
an Xy +(@y —M)xy +ayx; =0¢ (7)
az Xy +axpx; +(az; —A)x; =0
Nous obtenons un systéme d'équations linéaires homogenes pour déterminer les

coordonnées x;, x,, x3 du vecteur X . Pour que le systeme (7) posséde une
solution non nulle, il faut et il suffit que le déterminant du systéme soit nul:

ay —h ap a3
ay  ap—h ay |=0(8)
as) asp az; —h

ou

AA-AE)=0. (9)
C'est une équation du troisieme degré en A,. On lappelle équation
caractéristique de la matrice A. Elle permet de calculer les valeurs propres A.
Considérons le cas ou toutes les racines de l'équation caractéris tique sont
réelles et distinctes. Désignons-les par A, A,, Az.

A chaque valeur propre 1 correspond un vecteur propre dont les composantes
sont déterminées a l'aide des coordonnées du systéme (7) pour la valeur
correspondante de A. Désignons les vecteurs propres par T;, T, T3. On peut
démontrer que ces vecteurs sont iinéairement indépendants, autrement dit,
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quaucun d'eux ne s'exprime en fonction des autres. On peut, par
conséquent, exprimer n'importe quel vecteur en fonction des vecteurs t;, Ty, T3,
c'est-a-dire les adopter en tant que vecteurs de base.

Notons, sans en donner la démonstration, que toutes les racines de 1'équation
caractéristique d'une matrice symétrique sont réelles.

Exemp 1 e 1. Trouver les vecteurs propres et les valeurs propres de la matrice

11
8 3

Solution.Formons I'équation caractéristique et trouvons les valeurs propres
c'est-a-dire

1-A sy a2
=0 c’est-a-dire A"—4A—-5=0
8 3-A
}\41 = *1, 7\.2 =5
Trouvons le vecteur propre correspondant a la valeur propre A; =— 1 a partir du systéme
correspondant d'équations (7)
(I-Apx; +x,=0, 2x1+x,=0,

8x;+(3—-A)Dx; =0, ou 8x;+4x,=0.
Résolvant ce systéme nous trouvons x; = m, X, = -2m, ou m est un nombre
arbitraire.
Le vecteur propre sera

T = mi—2mj.

Pour la valeur propre A, = 5 écrivons le systéme d'équations
-4X3 +x= 0,
8x 1= 2X2 =0.

Le vecteur propre sera

T, = mi + 4mj.

Exemp 1 e 2. Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice

7 -2 0
-2 6 =2
0 -2 5
Solution. Ecrivons I'équation caractéristique
7-x =2 0
-2 6-1 -2 |=0,autrementdit, -1’ + 1827 - 991 + 162 =0
0 -2 5-A
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Les racines de cette équation sont : A; = 3, A, = 6, A3 = 9. Pour A; = 3 nous
déterminons le vecteur propre du systéme d'équations
4x1 - 2.7C2 = 0,
-2X] + 3)62 - 2X3 = 0,
-2_X2 - 2.7C3 =0.

Posant x; = m, nous obtenons x, = 2m, x3 = 2m. Le vecteur propre est alors
Ty =mi+2mj + 2mk.
Nous trouvons de méme
D
Ty=mi- — mj - mk,
2
Lo, 1
T3=-mi+mj- — mk.
2
§ 12. Matrice d'une transformation linéaire pour laquelle les vecteurs de
base sont les vecteurs propres

Déterminons maintenant la matrice de la transformation linéaire, quand la base
est constituée par les vecteurs propres Tj, T, T3. Pour cette transformation on
doit avoir les relations suivantes

7, =1,
T, =)ty (1)
Ty =\T3

ou sont les images des vecteurs Ty, T, T3.
Supposons que la matrice de la transformation soit

aj; ap  ag

A'=|ay ay ay|(2)

ay ay  aj

Déterminons les ¢léments de cette matrice. Dans la base Ty, 15, T3 on peut écrire
1
= 1'1'1 + O'Tz + 0-‘['3 =0
0

Comme apres la transformation a l'aide de la matrice A' le vecteur T, se

.
transforme en vecteur 7, = AT,
*
T, =M1, +0-7,+0 7,4
nous pouvons écrire
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T, =M1, =A'T,
Par conséquent, nous avons
Ay ajy apy aj 1
0 |=lay a5 ax| 0] (3)
0 ay ay  as 0

ou sous forme d'un systéme d'équations

A =aj, - 1+aj, -0+aj;-0
Ay =ab -1+ab, -0+ad;-0p (4)
Ay =aj; -1+a%, -0+aj;-0

Nous trouvons de ce systéme

De la relation
Ty =h,7,, T; =h;7;3
nous tirons de méme
aj =0, aj =Ai,, as =0
ay, =0, aby =0, aj; =As.

La matrice de la transformation est ainsi de la forme

Ay 0 0
A'=|0 A, O
0 0 Ay
La transformation linéaire sera
V= }\‘]xl/,
¥y =hyx5 1, (6)
y3 =A3x3
Si A = A, = A3 = A*, la transformation linéaire sera de la forme
y=Nx,
Yy =A'xh
5 =nx

Une transformation de ce genre est dite transformation de similitude de
coefficient A*. Par cette transformation chaque vecteur de I'espace est un
vecteur propre correspondant a la valeur propre A*.
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§ 13. Transformation de la matrice d'une transformation linéaire lors
du passage d'une base a une autre

Soit X un vecteur arbitraire

X1
X =[x, ||[=x1e1tx2etx3835, (1)
X3
donné dans une base (e;, e, e3). A l'aide de la matrice 4 le vecteur X se
transforme en vecteur ¥
Y1
Y=|y,|[=yviestryextysex2)
V3

Y=AX. (3)
Introduisons dans l'espace considéré une nouvelle base (e;,e5,e;) liée avec
l'ancienne base par les formules de passage
e =bjje; +bye; +cye3
ey =bye) +bye; +cpe; (4)
e3 =byie) +byze; +c33e5
Supposons que dans la nouvelle base le vecteur X s'écrit ainsi
x|
X' =xje] +x5e, +x3e5 =| x5 || (5)
X3

Nous pouvons écrire I'égalité
Xje+Xxye, +X1€5 = x1€' +x5€) +x5€; 6)

ou dans le second membre nous avons substitué l'expression (4). Egalant les
coefficients des vecteurs e, e,, e a droite et a gauche, nous obtenons 1'égalité

’ ! 1

Xy =by X1 +byyx5 +by3x;
_ ’ 2 '
Xy = by X +byxy +by3x3
_ ' ’ '

X3 =b31x] +b3yx5 +D33x3

ou. encore plus simplement
X=BX, (8)
avec
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by by by
B=|by by by ©)
by by by

Cette matrice est réguliére, posséde une matrice inverse B, étant donné que le
systéme (7) posséde une solution déterminée par rapport & x;, x5, x5 . Si dans la
nouvelle base nous écrivons le vecteur ¥

Y'=yie'+yre; +yie;
nous aurons évidemment 1'égalité
Y=BY. (10)
Portant les expressions (8) et (10) dans (3), nous obtenons:
BY =ABX'. (11)
Multipliant les deux parties de 1'égalité par B, nous trouvons
Y =B'4BX'. (12)

Par conséquent, la matrice A' de transformation sera dans la nouvelle base

A'=B'AB.(13)

Exemple. Supposons qu’a I’aide de la matrice 4:
110
A=|1 0 1
1 11

on effectue une transformation du vecteur dans la base (e;, e,, e3). Déterminer la matrice
de transformation A' dans la base (e}, €5 ,e3), si

el =€, +2e, +e;

ey =2e, +e, +3e,

ey =e +e, +e;
Solution.Lamatrice B a pour expression (cf. formules (4) et (9))

I 2 1
B=|2 1 1
1 -11
Trouvons la matrice inverse (A (B) = 1)
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-2 1 1 -1 -1 2
B =[-1 0 1 | Noustrouvonsensuite B~ A=|-1 0 2
5 -1 -3 4 2 -4
A l'aide de la formule (13) nous obtenons en définitive:
-1 3 0
A'=B'AB=[0 1 0
4 -2 2

Démontrons maintenant le théoréme suivant.
Théoreme 1. Le polynome caractéristique (le premier membre de l'équation
(8) du § 11) est indépendant du choix de la base pour une transformation
linéaire donnée.
Démonstration. Ecrivons deux égalités matricielles.

A'=B'4B,

E=B'EB,

ou A et A' sont les matrices correspondant aux différentes bases pour une méme
transformation linéaire, B est la matrice de passage des nouvelles coordonnées
aux anciennes, E est la matrice unité. Nous obtenons ainsi en vertu des deux
égalités précédentes

A -ME=B"'(4-)\E)B.
Passant des matrices aux déterminants et utilisant la régle de multiplication des
matrices et des déterminants, nous trouvons

AA' = AE) = A(B'' (A — LE)B) = A(B"").A(A — LE) A(B).
Or,
AB") A(B)=A(B'B)=A(E)=1.

Par conséquent, nous obtenons,

A(A' -AE)=A(A4-\E).

Dans cette égalité nous avons & gauche et a droite les polyndmes
caractéristiques des matrices de la transformation. Le théoréme est ainsi
démontré.

§ 14. Formes quadratiques et leur transformation
Définition 1. On appelle forme quadratique de plusieurs variables un

polynéme homogene du second degré de ces variables. La forme quadratique
des trois variables x;, x,, x5 est de la forme

F =anx12 +azzx22 +a33x32 +2a,X Xy +2a13X, X3 + 203X, x5 (1)
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ou a; sont des nombres donnés; le coefficient 2 est choisi pour simplifier les
formules obtenues par la suite. L'égalité (1) peut s'écrire

F=x (anx +apx; +apxs) +
+ 23 (@21 + anxs + axnxs) +
+x3 (a31x) + azx; + asxs), (2)

oua;(i=1,2,3;j=1,2,3)sont des nombres donnés, et
ap=ay, ai3=az, dapn=axn (3)
La matrice

ay 4ap ap
A=|ay a5, ay;| 4)

az daz 4z

est appelée matrice de la forme quadratique (1). C'est une matrice symétrique.
Nous estimerons que (x;, X, x3) sont les coordonnées du point de 1'espace ou les
coordonnées du vecteur dans la base orthogonale

(e1, €2, €3), OU ey, €5, €3 sont les vecteurs unitaires.

Considérons une transformation linéaire dans la base (ey, e, €3)
X| = ay X +apx, +a;x;
Xy =y X) +ayX; +dy3x5 ¢ (5)
X3 =d31X) +d3X; +d33X;
La matrice de cette transformation coincide avec la matrice de la forme

quadratique.
Déterminons ensuite deux vecteurs

X = Xy

r_ ’
X'=|x;

Ecrivons la transformation (5) sous la forme
X =A4AX.

On peut alors mettre la forme quadratique sous forme du produit scalaire de ces
vecteurs
F=XAX. (9)
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Soient e;,e),e; les vecteurs propres orthogonaux de la transformation (8)
correspondant aux valeurs propres A;, A,, A3. On peut démontrer que si la
matrice est symétrique, il existe une base orthogonale composée des vecteurs
propres de la matrice 4 .
Effectuons la transformation (8) dans la base (ej,e),e3). La matrice de la
transformation sera alors dans cette base la matrice diagonale (cf. § 12)

A, 0 0
A= 0 x, 0|0
0 0 Ky

On peut démontrer qu'en appliquant cette transformation a la forme quadratique
(1), on peut ramener cette dernicre a la forme

F =037 +0,57 + A%
Les directions des vecteurs propres e;,e5,e; sont dites directions principales
de la forme quadratique.

§ 15. Rang d'une matrice. Existence des solutions d'un systéme d'équations
linéaires

Définition 1. On appelle mineur d'une matrice A le déte rminant formé des
éléments restants de la matrice quand on supprime quelques lignes et quelques
colonnes dans cette matrice.

Exemple 1. Soit donnée la matrice

ay 4 di3 ay

ay dxp Ay dy

a3 Az dzz dzy
On obtient les mineurs du troisiéme ordre de cette matrice apres avoir supprimé
une colonne et remplacé le symbole || || de la matrice par le symbole du
déterminant. I1 y en a quatre.
On obtient les mineurs du deuxiéme ordre en supprimant deux colonnes et une
ligne. Il y en a 18. De méme il y a 12 mineurs du premier ordre.

Définition 2. On appelle rang d'une matrice A 1'ordre maximal du mineur
non nul de la matrice A.
Exemp 1 e 2. On vérifie aisément que le rang de la matrice

1 -1 0
2 0 1
1 1 1

est 2.
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Exemple 3.Lerangde la matrice
1 2 3“

3609

est 1.

Si A est une matrice carrée d'ordre n, le rang k de cette matrice vérifie la
relation £ < n. Comme nous l'avons noté plus haut, si £ = n, la matrice est dite
régulicre, si k < n la matrice est dite singuliére. Par exemple, la matrice

010
0 0 1
1 10

est régulicre, puisque A (4)= 1 # 0; la matrice de I'exemple 2 est singuliére, car
n =3 mais k=2.

La notion de rang d'une matrice est largement utilisée dans la théorie des
systémes d'équations linéaires. On a ainsi le théoréme suivant

Théoréme 1.Soit donné un systeme d'équations linéaires
ay x| +apx; +a;x; =b
Ay X + Xy +dy3x3 =by ¢ (1)
a31X) + a3 Xy +az3xy = by
Introduisons la matrice du systéme
app dp apg
A=|ay ay ay| (2)
ds; dzp  ds;
et la matrice élargie
ay ap ay b
B=|ay a5 ay b,[03)

a3 dz dz C3

La solution du systéeme (1) existe, si le rang de la matrice A est égal au rang de
la matrice B. Le systéeme n'a pas de solution, si le rang de la matrice A est
inférieur au rang de la matrice B. Si le rang des matrices A et B est 3, le
systeme posséde une solution unique. Si le rang des matrices A et B est 2, le
systeme posséde une infinité de solutions, et dans ce cas deux des inconnues
s'expriment en fonction de la troisieme, qui prend une valeur arbitraire.

Si le rang des matrices A et B est 1, le systéme posséde une infinité de solutions,
et dans ce cas deux des inconnues prennent une valeur arbitraire, et la
troisieme s'exprime en fonction de ces deux autres.
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On établit aisément la validité de ce théoréme en analysant les solutions du
systéeme d'équations. Ce théoréme est valable pour les systémes a un nombre
quelconque d'équations.

§ 16. Dérivation et intégration des matrices

Soit donnée une matrice || a; (f) || dont les termes a; (f) sont fonction d'une
certaine variable ¢

ay () ap@ - a,@)
DT A U
(] (t) Ay (t) Ay (t)

nous pouvons encore écrire simplement
Ha(t)H:”ai/(t)” (i:1727-' 'am;j: 1a27' ,l’l)(2)
Supposons que les éléments de cette matrice posseédent des dérivées
dall (t) damn (t)
de 777t
Définition 1. On appelle dérivée d'une matrice || a (¢) || la matrice, notée

% || a (¢) ||, dont les éléments sont les dérivées des ¢éléments de la matrice || a (¢)
t

||, autrement dit,

da,, da,, da,,
e dt
J day day,  day,
Z" a;0|=| @ dt 3)
da,, da,, da,,
e dat dt

Notons que cette définition de la dérivée d'une matrice s'obtient d'une maniére
fort naturelle si outre les opérations déja introduites de soustraction des matrices
et de multiplication d'une matrice par un nombre (cf. § 4) on définit l'opération
de passage a la limite

tim ~—{ a, ¢+ 40) || a, ) [} = 1lim

At—0 At At—0|

a; (t+Ar)- a; )
At

. a;(t+A)—ay (1)

At—0 At
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L'égalité (3) peut étre écrite d'une fagon condensée sous forme symbolique

d d

aw]=)La0| @
ou encore

d d

Lha]=| Law |

I1 est parfois commode d'utiliser au lieu du symbole de dérivation % le

symbole D ; 1'égalité (5) s'écrit alors
Dal=IDall. (6)

Définition 2. On appelle intégrale d'une matrice || a () || et I'on note
t
J || a(z) || dz
ty

la matrice dont les éléments sont les intégrales des élements respectifs de la
matrice initiale

jall(z)dz jalz(z)dz jaln(z)dz
j"a(z)" e joaﬂ(z)dz joan(z)dz ia%(z)dz o
jaml(z)dz jamz(z)dz jamn(z)dz

ou simplement

t t

t t
j" a(z) " dz = J.aij (z)dz || ouencore I" a(z) " dz = J.a(z) dz
t t to to
t
On désigne parfois le symbole j()dz par une seule lettre, par exemple S et,
)

dans ce cas, on peut, de méme que (6), mettre 1'égalité (9) sous la forme

Sllall=ISall. (10)
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§ 17. Ecriture matricielle d'un systéme d'équations différentielles et des
solutions d'un systéme d'équations différentielles a coefficients constants

Considérons un systéme de n équations différentielles linéaires comportant n
fonctions inconnues x; (£), X, (¢), . . ., x,, (t)

dx, (1)
=apx;+apx, +-+a,x,
dt
doxy (1)
——L =y X F Ay Xy o aA,5X,
dt
dx, (1)
=X +a,,X, +...+a,,X,
dt
Les coefficients a; sont constants. Introduisons la notation
x1(2)
x5 (1)
I=l=] | @
X (1)

C'est la matrice des solutions ou la solution vectorielle du systéme (1).
Définissons ensuite la matrice des dérivées des solutions .

dxl
dt
dx,
=\ dt (3)
dx

n
dt
Ecrivons la matrice des coefficients du systéme d'équations différentielles

ay dp o 4y

_ {921 don Gy
lall=]a; =

App Ay 0 Apy

Utilisant la régle de multiplication des matrices (cf. § 4), nous pouvons écrire le
systéme d'équations différentielles (9) sous forme matricielle
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dx,

? ay—k ayp - ay, x|
dx_2 |l 921 ayp —k - ay,| | x;

dr ||= AR
d)-cn Ay Ay 0 Ay —k *n

dr

ou simplement, en vertu de la régle de dérivation des matrices,
d
—x@ 1 =lallllx]-(©6
S 1X@I=lalllix]l. )

On peut également mettre cette équation sous une forme plus compacte

E a1

dt
ou x est appelée également solution vectorielle, a est la notation condensée de la
matrice || a; ||. Posons
3
%)

®)

<)==
a‘n

ou o; sont des nombres.

Nous nous proposons de cher¢her I'ensemble des solutions du systéme

d'équations différentielles sous la forme (cf. formule (2) du § 30, ch. XIII)

[ xll=€"l el (9)
ou
x=-é%. (10)

Portant (10) dans (7) (ou (9) dans (6)) et utilisant la régle de multiplication
d'une matrice par un nombre et la régle de dérivation des matrices, nous
obtenons

ke'o = ae’a(11)
d'ou nous trouvons:
ka=aa
ou encore
ac-ka=0.(12)

Rappelons que dans cette dernicre égalité a est la matrice (4), k est un nombre,
o la matrice-colonne (8). Nous pouvons alors écrire la matrice figurant au
premier membre de 1'égalité (12) de la manicre suivante:
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(a-kE)a.=0, (13)

ou E est la matrice unité du n-iéme ordre. Sous forme explicite 1'égalité (13)
s'écrit

ay—k ap - ay, o,

1172 |=0.a4

—k a,

ay ap-k - a,

ap Gy @

L'égalité (12) montre que le vecteur a est transformé a 'aide de la matrice @ en
un vecteur paralléle ka. Par conséquent, le vecteur a est un vecteur propre de la
matrice a correspondant a la valeur propre k (cf. § 11).

Sous forme scalaire on peut écrire 1'égalité (12) comme un systéme d'équations
algébriques (cf. systeme (3), § 30, ch. XIII). Le nombre k doit étre déterminé a
partir de I'équation (5) du § 30, ch. XIII que I'on peut écrire ainsi sous forme
matricielle

A(a—kE)=0(15)

autrement dit, le déterminant

ay—k ayp -oa,
ay  ayp—k Ao | _ 0 (16)
Ay Ay A -k

doit étre nul.
Supposons que toutes les racines de (16) soient distinctes ki, k, . . ., k.
Pour chaque valeur £; du systéme (13) on détermine la matrice des valeurs o

(@)
oy
a(z’)

o

(I’une de ces valeurs est arbitraire). Par conséquent, la solution du systéme (1)
s'écrira sous forme matricielle

(1 (2) ()
X o, o, o, Clek"
) ) (n) kgt
Yol _fay’ ayt e ay” | | Cre™ a7
I I : »
n agl) (xf) ailn) C,e
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ou C; sont des constantes, ou simplement

lxll=llellll €l (18)
Sous forme scalaire la solution est donnée par les formules (6) du § 30, ch. XIII.

Exemple 1. Ecrire sous forme matricielle le systéme et la solution du
systéme d'équations différentielles linéaires

dx
—L =2x, +2x,,
dt
dx
—2_ X, +3x,.
dt
Solution. Ecrivons la matrice du systéme
2 2
A=
1 3
Sous forme matricielle le systeme d'équations s'écrira (cf. I'équation (5))
dx,
dr | _ 2 X
dXZ Xy
dt
Formons 1'équation caractéristique (15) et trouvons ses racines
2-k 2 .
=0 cest-a-dire & - 5k—4=0,
1 3—-k
par conséquent,
k] = 1, k2 =4,
Formons le systéme (14) pour déterminer les valeurs aﬁl) , (x(zl) correspondant a la
racine k) = 1:
2-Da +al’ =0
1 1
a +3-Dal’ =0
m_ m__1

Posant o’ =1, nous obtenons 05" =—

2

(2) correspondant a la racine k, = 4.

. 2
Nous trouvons de méme (xi ) et o,
Nous obtenons

(2) _ () _
o, =1, o, =1

Nous pouvons maintenant écrire la solution du systéme sous forme matricielle (formule

amn)
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11 . Cle’

> 1 Ce!
ou sous forme habituelle

x; =Ce' +Cre”

1
Xy =—5Clet +C2e4t

Exemple 2. Ecrire sous forme matricielle le systéme et la solution du systéme

d'équations différentielles linéaires

%le, d:;—::xl +2x,, CZC—;le +x, +3x;5
Solution. Ecrivons la matrice du systéme
1 00
A=|1 2 0
11 3
Le systéme s'écrira donc sous forme matricielle (cf. équation (5))
dx;
dt 1 0 Of [ x
dx_2 =l 2 Of-fx,
dt
dxs 11 3 |[x;
dt
Formons 1'équation caractéristique (16) et trouvons ses racines
I-k 0 0
1 2-k 0 [=1,cest-a-dire(1-k)(2-k)(3-k) =0,
1 1 3-k

par conséquent,

k1:l,k2:2,k3:3.

)

Détermirions a partir du systtme d'équations (14) les valeurs o, 0,", 05

correspondant a la racine £y = 1
)

ail) +OL(2]) +20Lgl) =0

(x(zl) =0

nous trouvons:
e R R

Déterminons les valeurs 0(52) 2) @

du systéme
—a® =0
qu) =0
«® +a® +a® =0

nous trouvons:

a® =0, o®=1 o®=-_I
Déterminons les valeurs ais), a2(s), ass) correspondant a la racine k3 = 3 a partir du
systéme
3) _
—20,” =0
ocf) —01(23) =0
a® 1o =0

nous trouvons:
a® =0, a® =0, =1

Ecrivons la solution du systéme sous forme matricielle (cf. formule (17))

X 1 0 0 Cie'

X [=l-1 1 0] Cye*

X3 0 -1 1] Cye*
ou sous forme usuelle

X1 = Cle',
X, =-Cie' + Cre™
X3 = - CzeZ’ + C3€31.

§ 18. Ecriture matricielle d'une équation linéaire du n-iéme ordre

,0y ", 0" correspondant a la racine k, = 2 a partir
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Soit donnée une équation différentielle linéaire du n-iéme ordre a coefficients

constants
d"x d"'x d"%x
+a

dt n-1

n ne +...+ax(1)
1 dtn72

Notons qu'il apparaitra de la suite de notre exposé qu'il est particuliérement
commode d'employer pour les coefficients la numération adoptée. Posons x =

X1, €t ensuite
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o,
"’
dx;
o
2
dx, |
a
dx—":ax +a,x, +...+a,x
at 1% TdyXy +...+a,x,
Ecrivons la matrice des coefficients de ce systéme
o 1 0 0 -0
o o 1 o0 -0
||a*||=. .................................... 3)
0 0 0 O 1
a, a, as; a, - a,

Nous pouvons alors écrire le systeme (2), de méme que la formule (5) du § 17,
sous la forme

dx,
dt O 1 0 - 0
dx, 1
o o 0o 1 -0 X,
o=l e e e @
dx, | 0O 0 0 - 1 X1
dt
dx, a, a, ay; - a, X,
dt

ou plus simplement

Ay i=la*|-
e =par ]

On trouve ensuite la solution en procédant de méme qu'au § 17; puisque
1'équation matricielle (5) est un cas particulier de I'équation (6) du § 17.
Exemp 1 e. Ecrire sous forme matricielle I'équation

d’x dx
—=p—+dx
dt? dt
Solution. Posonsx=x; ; nous avons alors
dx, dx, N
—=X,, —==px, +qx
7’ dt S
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Sous forme matricielle le systéme d'équations s'écrira
dx,
dr 0 1 X
dx, q Pl | *2
dt

§ 19. Résolution d'un systéme d'équations différentielles linéaires a
coefficients variables par la méthode des approximations successives en
utilisant I'écriture matricielle

Soit & trouver la solution d'un systéme d'équations différentielles linéaires a
coefficients variables

dx,
7 ay Ox) +ap, ()x, +---+ay, (Ox,
dx;
o (0x) +ay (Ox, +--a,,(0)x,
dx
dtn =dn (t)xl ta, (t)xz t...ta,, (t)xn
vérifiant les conditions initiales
X1 = X10, X2 = X205 - - -» X = X0 pOUTr £ = . (2)

Si 'on introduit, outre la matrice des coefficients du systéme et la matrice des
solutions, la matrice des valeurs initiales

X10

I =] |G

Xno
alors le systéme (1) avec les conditions initiales (2) s'écrira

d
Zlxl=la@ ] «]

avec les conditions initiales

[ x |1 =l xo || pour £=1,. (5)
Ici || @ (¢) || désigne de nouveau la matrice des coefficients du systéme.
Nous résolverons ce probléme par la méthode des approximations successives.
Pour faciliter la compréhension de notre exposé appliquons tout d'abord la
méthode des approximations successives a une équation différentielle linéaire
du premier ordre (cf. ch. XIV, § 26).

Nous devons trouver la solution d'une équation
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dx
E— a(t)x(6)

avec les conditions initiales

X =x,pourt=t, (7)
Nous supposerons que a (f) est une fonction continue. Comme nous 1'avons
indiqué au § 26 du ch. XVI, la solution de 1'équation différentielle (6) pour la

condition initiale (7) se raméne a la solution de 1'équation intégrale
t

X=X, +Ia(z)x(z)dz

fo
Nous résolverons cette équation par la méthode des approximations successives
t

X =X, +Ia(z)x0(z)dz

ty
t

Xy =Xo + J. a(z)x, (z)dz )

X, =Xg +J.a (2)x,,_ (2)dz
lo
Inlrodnisons pour abréger I'écriture 1'opérateur d'intégration S

sO=[0d= 0

Nous pouvons alors, en utilisant 'opérateur S, écrire 1'égalité (9) sous la forme

X1 =X+ S (axo)
X = X0 + .S (ax)) = xo + S (a (xo + S (ax))
x3=x0+ S (a(xo+S(ax+S(axp)))))
Xn=XotS(a(x+S@x+S@+Sa...))
Ouvrant les parenthéses nous obtenons:

X, =x +Sax, + Sa Sax, + Sa Sa Sax, +---+ Sa Sa Sa--- Sax,

m fois

Mettant x, en facteur (x, est éune constante. Nous avons

x,, =|1+Sa+Sa Sa+SaSaSa+---+8SaSaSa-- Sa |x,

m fois
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Nous avons démontré plus haut (au § 26 du ch. XVI) que, si a (f) est une
fonction continue, la suite {x,} converge. La limite de cette suite est une série
convergente

x=[1+Sa+SaSa+-Jx,(12)

Remarque. Si a (f) = const, la formule (12) prend une forme simple. En
effet, en vertu de (10), nous pouvons écrire
Sa=aSl=a(t—ty)

2
t—t
SaSazazS(t—to)zaz%
t—ty)"
SaSa---Sa=a" ( (:)
m fois m

Dans ce cas (12) se met sous la forme

2 m
—t t—t t—t
X = 1+a_0+a2¥+...+am¢+...
1 2! m!

X0
ou
— a(i—ty)

X=x4e (13)
La méthode de résolution d'une équation (6) que nous venons de donner se
transpose intégralement au cas cle la résolution du systeme (1) avec les
conditions initiales (2).
Sous forme matricielle le systéme (1) avec les conditions irtitiales (2) s'écrira

d
Zlxl=le@ ][ x[as

avec les condition' initiales
[[x [ =1 xo || pour £ =1t,. (15)

Utilisaut la régle de multiplication et d'intégration des matrices on pent ramener
la solution du systéme (14) avec la condition (15) a la solution de 1'équation
matricielle intégrale

[x0 =[x |+ [la@ |- x = a6y

Nous trouvons les approximations successives

len O 1=] 0 [+ [l a2 |- 20-12) | - 07)

ly
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En portant successivement les approximations successives sous le signe
d'intégration, la solution du systéme sous forme matricielle aura I'expression

I 1= x0 b+ [l || T I+ [latzo) | e [l ates) - ey [

0} 0} 0}
ou

t t )
5 =]xo |+ [ a0 -] xo ldzy + [ az || atza) || 5o | deadzy -1
t £ t
8)
Utilisant l'opérateur d'intégration S, on peut mettre 1'égalité (18) sous la forme
[x@ I=CIEN+Sall+SlallSlal+..1x I (19)

Notons par une seule lettre goﬁ"; o] 'opérateur figurant entre crochets. L'égalité

(19) s'écrit alors sous une forme compacte
[x® =50 >0 | 20)

11 est intéressant de souligner.la circonstance suivante. Si les coefficients du
systeme (1) sont constants, nous pouvons écrire, en utilisant la régle permettant
de sortir du symbole désignant la matrice un facteur commun a tous les
¢léments de cette matrice )

t_
S|al=

1

(t-ty)’
Slalslal="——lal"

t
lal

Slals|als]a]

3
S fa, e

Dans le cas des coefficients constants la formule (19) s'écrira

f—t (t—1ty)> (t—ty)"
o= | £+ S0 o+ O . 0

fal™+ = l@

1))

Cette derniére égalité peut s'écrire symboliquement
[xo ] =<1 x |22

* . . AL r N N . . r .
Ici nous laissons de coté le probléme du pasage a la limite pour les opérations
effectuées avec les matrices.
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Exercices

Trouver la matrice de transformation inverse pour la transformation linéaire

-2
Vi = 3.X'1 + 2X2, W= 7.X'1 + 5JC2. Rép 7 3
Trouver la matrice de la transformation inverse y; = x; — X3, y» = X|.
Ré 0
ép.
P -1 1
. ) 1 202 O ) 8 -2
Calculer le produit des matrices . Rép.
3 4|3 -1 18 -4
Calculer les produits AB et BA des matrices
1 2 3 5 0 7 4 4 19
A=|2 0 1| etB=||1 2 3|Rép.|9 0 16]et
3 -1 1 -1 0 2 13 -2 20
26 3 22
14 -1 8
5 -4 -1
1 2 3
SoitA=|5 7 10| E est la matrice unit¢ du 3-iéme ordre. Calculer la
4 3 1
3 2 3
matrice A +2E.Rép||S 9 10].
4 3 3
. 12 o, 7 10
Soit 4 = . Calculer la matrice 4°. Rép.
3 4 15 22
. 1 2 ) 12 20
Soit 4= . Calculer A” + 54. Rép.
3 4 30 42
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10.

11.

12.

13.

1 11
8. Calculer la  matrice inverse A si A=|5 4 3
51

10
11 -4 1
Rép.[-25 9 -2
15 -5 1

Ecrire la solution du systéme d'équations
X1 + 2XQ +X3 = 10,

2.X1 +X2 + X3 = 20,

X1+ 3x; + x3 =30

sous forme matricielle et calculer X1, X2, X3.
X, -2 1 1 10
Rép.[x, |=|[-1 O 1 |-} 20 | x;=30,x=20,x;="-060

X3 5 —=1 =3] | 300
Ecrire la solution du systéme d'équations
X1 + X2 + X3 = 3,

S5x1+4x, +3x3=11,
10)61 + SXZ +.X3 = 11,5
sous forme matricielle et
X 11 -4 1 3
Rép.|[x, =125 9 =2 11 | x;=0,5,x,=1,x3=1,5.
-5 1 11,5
Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice
1 2 -4
2 -2 -2|Rép.h=6,kr=k=-3;ny=mi+2mj—mk, 1, estun
-4 -2 1
vecteur arbitraire vérifiant la condition (tTy) = 0, m est un nombre
arbitraire.

calculer X1, X2, X3.

()]

X3 1

coso,  sino

Trouver les vecteurs propres de la matrice Rép. 1Ils

sinot  cosa

n'existent pas.

Calculer les vecteurs propres de la matrice

S O b

00
4 0| Rép. Tout vecteur
0 4

est un vecteur propre.

14. Trouver la solution matricielle du systéme d'équations différentielles
linéaires
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Valeurs de la fonction ®(x) =

Laplace (iD(x) =O®(px)

X
0,00
0,05
0,10
0,15
0,20
0,25
0,30
0,35
0,40
0,45
0,50
0,55
0,60
0,65
0,70
0,75
0,80
0,85
0,90
0,95
1,00
1,05
1,10
1,15
1,20
1,25
1,30
1,35
1,40
1,45
1,50
1,55
1,60
1,65
1,70
1,75
1,80
1,85
1,90
1,95
2,00
2,05
2,10
2,15
2,20

D(x)
0,0000
0,0564
0,1125
0,1680
0,2227
0,2763
0,3286
0,3794
0,4284
0,4755
0,5205
0,5633
0,6039
0,6420
0,6778
0,7112
0,7421
0,7707
0,7969
0,8209
0,8427
0,8624
0,8802
0,8961
09103
0,9229
0,9340
0,9438
0,9523
0,9597
0,9661
09716
0,9736
0,9804
0,9838
0,9867
0,9891
0,9911
0,9928
0,9942
0,9953
0,9963
0,9970
0,9976
0,9981

A
564
561
555
547
536
523
508
490
471
450
428
406
381
358
334
309
286
262
240
218
197
178
159
142
126
111

98

85

74

64

55

47

41

34

29

24

20

17

14

11

10

7

6
5
4

1

Vo

0,0000
0,0269
0,0538
0,0806
0,1073
0,1339
0,1604
0,1866
0,2127
0,2385
0,2641
0,2893
0,3143
0,3389
0,3632
0,3870
0,4105
0,4336
0,1562
0,4783
0,5000
0,5212
0,5419
0,5620
0,5817
0,6008
0,6194
0,6375
0,6550
0,6719
0,6883
0,7042
0,7195
0,7342
0,7485
0,7621
0,7753
0,7879
0,8000
0,8116
0,8227
0,8332
0,8434
0,8530
0,8622

X

2
J e™" dt et de la fonction de réduite de
0

269
269
268
267
266
265
262
261
258
256
252
250
246
243
238
235
231
226
221
217
212
207
201
197
191
186
181
175
169
164
159
153
147
143
136
132
126
121
116
111
105
102
96
92
87

23
23
24
24
2,5
2,5
2.6
2,6
27
27
2.8
2.8
2,9
2,9
3,0
3,0
3,1
3.1
3.2
3.2
3,3
3,3
34
34
3,5
3,6
3,7
38
3.9
40
4,1
42
43
44
45
46
47
48
49
5.0
5.1
5.2
53
54

D(x)
0,9985
0,9988
0,9991
0,9993
0,9995
0,9996
0,9997
0,9998
0,9998
0,9999
0,9999
0,9999

1,0000

0,8709
0,8792
0,8871
0,8945
0,9016
0,9082
0,9146
0,9205
0,9261
0,9314
0,9364
0,9410
0,9454
0,9495
0,9534
0,9570
0,9603
0,9635
0,9664
0,9691
0,9716
0,9740
0,9761
0,9782
0,9818
0,9848
0,9874
0,9896
0,9915
0,9930
0,9943
0,9954
0,9963
0,9970
0,9976
0,9981
0,9985
0,9988
0,9991
0,9993
0,9994
0,9996
0,9997
0,9997

O = N =N WWh o0

0,00
0,05
0,10
0,15
0,20
0,25
0,30
0,35
0,40
0,45
0,50
0,55
0,60
0,65
0,70
0,75
0,80
0,85
0,90
0,95
1,00
1,05
1,10
1,15
1,20
1,25
1,30

Valeurs de la fonction ®(x) =

J)
0,3989
0,3984
0,3970
0,3945
0,3910
0,3867
0,3814
0,3752
0,3683
1,3605
0,3521
0,3429
0,3332
0,3230
0,3123
0,3011
9,2897
0,2780
0,2661
0,2541
0,2420
0,2299
0,2179
0,2059
0,1942
0,1826
0,1714

1,35
1,40
1,45
1,50
1,55
1,60
1,65
1,70
1,75
1,80
1,85
1,90
1,95
2,00
2,05
2,10
2,15
2,20
2,25
2,30
2,35
2,40
2,45
2,50
2,55
2,60
2,65

Sx)
0,1604
0,1497
0,1394
0,1295
0,1200
0,1109
0,1023
0,0940
0,0863
0,0790
0,0721
0,0656
0,0596
0,0540
0,0488
0,0440
0,0396
0,0355
0,0317
0,0283
0,0252
0,0224
0,0198
-0,0175
0,0154
0,0136
0,0119

3,85
3,90
3,95
4,00

Six)
0,0104
0,0091
0,0079
0,0069
0,0060
0,0051
0,0044
0,0038
0,0033
0,0028
0,0024
0,0020
0,0017
0,0015
0,0012
0,0010
0,0009
0,0007
0,0006
0,0005
0,0004
0,0004
0,0003
0,0002
0,0002
0,0002
0,0001



0,00
0,01
0,05
0,10
0,15
0,20
0,25
0,30
0,35
0,40
0,45
0,50
0,55
0,60
0,65
0,70
0,75
0,80
0,85
0,90

Valeurs de la fonction ®(x) =

0,0000
0,0040
0,0199
0,0398
0,0596
0,0793
0,0987
0,1179
0,1368
0,1554
0,1736
0,1915
0,2088
0,2257
0,2422
0,2580
0,2734
0,2881
0,3023
0,3159

0,95
1,00
1,05
1,10
1,15
1,20
1,25
1,30
1,35
1,40
1,45
1,50
1,55
1,60
1,65
1,70
1,75
1,80
1,85

0,3289
0,3413
0,3531
0,3643
0,3749
0,3849
0,3944
0,4032
04115
0,4192
0,4265
0,4332
0,4394
0,4452
0,4505
0,4554
0,4599
0,4641
0,4678

Vo

X
1.9
2,0

2

X X
! J.e 2 dz
0

0,4713
0,4772
0,4821
0,4861
0,4893
0,4918
0,4938
0,4953
0,4965
0,4974
0,4981
0,49865
0,49931
0,49966
0,499841
0,499927
0,499968
0,499997
0,500000
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Aires planes 192
d'un domaine 245

de surfaces 205
Amplitude complexe 109, 389, 395
Analyse harmonique 386
Application(s)

affine 563

biunivoque (non dégénérée) 563

dégénérée 563

inverse 563

linéaire 557

univoque 562
Approximation

deuxiéme 340

en moyenne 373

nulle 340

premiére 340
Astroide 54

Calcul
de logarithmes 323
du nombre a 323
opérationnel 444
Cas (chances) 483
favorable 482
Causes (hypothéses) 493
Centre 138
de dispersion 540
de la distribution des
probabilités 505, 520
de gravité dune courbe gauche
205
- d'une figure plane 215
Cercle de convergence 338
Chainette 17
Champ
de directions 22
irrotationnel 269
potentiel 269
solénoidal 269
tubulaire 269
Changement de variables dans une
intégrale double 200-205

---triple 223-226
Circulation d'un vecteur 241, 263
Coefficients de Fourier 359
Cofacteur 572
Condition(s)
de convergence des séries 280,
283, 285, 289, 290
aux frontiéres 408, 415
initiales 20, 62, 408, 415
aux limites 408
de Lipschitz 342
suffisantes pour la convergence
d'une série de Fourier 383
Convergence
intervalle de 310
rayon de 311
Convolution 465
transformation de 465
Coordonnées
curvilignes 201
cylindriques 223
sphériques 225
Courbe de distribution 512
intégrale 21, 68, 131
de distribution 515
Critére suffisant pour qu'une
fonction soit développable en
série de Fourier 360

Densité

de probabilité 512, 536

spectrale 395

superficielle 209
Dérivation de 1'image 451
Dérivée a droite (a gauche) 383
Déterminant

fonctionnel 203

de Wronski 77
Développement

en série de Fourier 371

- de Maclaurin arc sin x 323

--chx 320

--cosx 320

--€"319
Développement en série de

Maclaurin Log (1+ x) 323

--sinx 318

--shx 320

--(1+x)m 321
Directions principales de la forme

quadratique 589
Dispersion

centre de 540

ellipse(s) de 540

- totale de 541
Distribution

de masse 209

stationnaire de la température

427

Divergence du vecteur 267
Domaine

de convergence 300

diamétre de 217

fermé 176

d'intégration 177

régulier 179, 193, 217
Ecart(s) 505

maximum 373, 374

médian 529

moyen(s) 507, 520

probables principaux 540

quadratique(s) 373 374
Egalité de Liapounov-Parseval 377
Ellipse 246

de dispersion 540, 541

-, vecteur de 401
Ellipsoide 222
Enveloppe 44
Equation(s)

de Bernoulli 38

de Bessel 331

caractéristique. 84

-, racines de 122

de la chaleur 415

de Clairaut 53

de continuité 429
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des cordes vibrantes 408
aux dérivées partielles 18
aux différences finies 439
différentielle 15, 18
-, intégrale de 19
- - générale de 20, 63
--- particuliére de 21
- linéaires homogeénes 76-90
- - non homogenes 76, 91105
- - du premier ordre 34
- ordinaires 18
-, ordre de 18
- d'ordre n 76, 598
-, solution de 19
Equation(s) différentielle,
solution générale de 20, 62
- particuliére de 21, 63
aux différentielles totales 39
- -, intégration de 39
de Fourier 405
homogénes 29
intégrale 340, 392.
de Lagrange 55
de Laplace 271, 405, 406, 427,
428
- en coordonnées
cylindriques 433
des ondes 403
de la propagation de la
chaleur dans une barre 419
--- I'espace 418
du télégraphe 409
du type elliptique 405
hyperbolique 405
- parabolique 405
a variables séparables
(séparées) 26 (25)
Erreur(s)
arithmétique moyenne 534
de mesure 545
échelle de dispersion des 533
Espace E, 399
des functions ® 400-401
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Espérance mathématique 502 518,
522
Evénement(s) aléatoire(s) 480
certain 482
- compatibles 487
- contraires 486
- équiprobables 482
- impossible 482
incompatibles 482
- indépendant 488
somme des 484
Facteur intégrant 42
Flexion des poutres 64
Flux du champ vectoriel 257, 267
Fonction(s)
de Béssel 333, 335, 398
- de premiére espéce d'ordre p
333
-, racines de 398
- de seconde espece d'ordre n
334
- ---2zéro 335
continue par tranches 377
delta (fonction unité) 475
de Dirac 475
de distribution normale 529
,espace de 400
harmonique 271, 427
homogene de degré n 29

impaire, développement en série

de Fourier de 368, 369

intégrale de la loi de distribution

normale 529
de Laplace 528
linéairement dépendantes
(indépendantes) 89
monotone par tranches 359
original (objet) 445
orthogonale avec un poids p (x)
paire, développement en série
de Fourier de 368, 369
propres 412
réduite de Laplace 531

de répartition 515, 539
spectrale 395
unité de Heaviside o, (f) 446
Formule
d'Adams 149
de Bayes 494
d'Euler 320, 338
de Green 250, 273
de Liouville 78
d'Ostrogradsky 267
d'Ostrogradsky-Gauss 267
des probabilités totales 492
de Stokes 263
de Taylor 317
Foyer stable (instable) 135, 136
Fréquence relative d'un
événement 480

Gradient 267, 268
Grille 438
Groupement 546

Harmonique(s) 388
Histogramme 547

Image(s) 445, 417
des dérivées 4.53
dictionnaire d' 454
de la fonction delta 474

des fonctions a échelle modifiée

de la variable indépendante
447

linéarité de 1' 448

L (transforni¢e de Laplace)
445

- ch ar 450

- cos t 447

-e™ 450

- de Heaviside 446

-.sin ¢ 457

- sh at 450

Image

de la fonction /" 453
Inégalité
de Bessel 377
de Bouniakovsky 214
de Schwarz 214
Intégrale
curviligne 239, 242
dépendant d'un paramétre 229
de Dirichlet 381
double 177 179
- en coordonnées polaires 229
de Fourier 390, 394
générale 20, 63
d'une matrice 592
particuliére 21
de Poisson 198, 425, 437
de probabilité 52.5
singulier 52
- de surface 256
triple 217, 218
-- en coordonnées cylindriques
223
-- sphériques 225
valeur principale de 394
Intégration
des équations différentielles,
applications des séries 327
graphique 74
Intervalle de convergence 310
Isocline 22

Jacobien 203, 226

Ligne
brisée d'Euler 143
de courant 58
équipotentielle 58
de force 59
de niveau 58
Loi
de Coulomb 259
de distribution 495, 512
- binomial, 499
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- normal, 521

- uniform, 516

de Gauss 521

des grands nombres 554

intégrale de distribution 515

normal, de distribution dans
le plan 539

Masse de la figure 216
Matériel statistique 545
Matrice(s) 557, 560

adjointe 572

de l'application 557

carrée 561

colonne 562

dérivée de 591

déterminant de 558, 561

diagonale 561

égales 562

élargie 590

équation caractéristique de 571

de la forme quadratique 588

intégrale de 591

inverse 563, 570

ligne 562

opérations sur 564-569

orthogonale 579, 580

rang de 589

réguliére (singuliere) 590

symétrique 561

transposée 561

unité 561, 568

vecteur propre de 580
Médiane 521, 523
Mesure de précision 535
Meéthode

des différences finies 419-421,

437-440

d'Euler 142

de Fourier 410

de Runge-Kutta 153

de séparation des variables 410
Meétrique
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de l'espace @ 401
quadratique 401
Mineur 589
Mode 496, 521
Moment(s)
centrés de la variable aléatoire
509
d'inertie d'un corps 227
- d'une figure 211
- d'un point matériel 210
d'un systéme de points 210
statique 216
Moyenne
arithmétique des valeurs
de la variable aléatoire 502
pondérée 549
statistique 548

Noeud (s)

de grille 438

stable (instable) 131 (133)
Nombre d'onde 389, 395
Norme de 1'é1ément 400

Opérateur
hamiltonien 268
de Laplace 270, 418, 427
nabla (V) 268
Original (fonction objet) 445
Oscillations 105, 466
amorties 110, 469
amplitude de 108
forcées 107, 110
fréquence de 108
harmoniques 108, 469
libres 107, 469
période de 108
phase initiale de 108

Parabole de stireté 48
Pendule mathématique 70
Point

intérieur du domaine 178
ordinaire 53
singulier 53
Potentiel
du champ d'attraction 265
d'un courant électrique 431
du vecteur 253
des vitesses 58
Probabilité(s) 481-483
d'appartenance d'une valeur de la
variable aléatoire a un
intervalle donné 512, 525
courbe de densité de 512
de la fréquence relative 497
géométrique 487
polygone de distribution de
495
Probléme
de Dirichlet 427
de Dirichlet-Neumann 430
aux limites, premier (deuxiéme)
415,427 (428)
de Neumann 428, 430
des oscillations électriques 408
du tir jusqu'au premier coup au
but 497
Produit
de composition 465
des matrices 566
scalaire des fonctions 400
- des vecteurs 399
Progression géométrique 278
Propagation de la chaleur 413, 421,
425

Rayon 193
de convergence de la série 311
Régle
de Cauchy pour la
convergence d'une série 289
de d'Alembert pour la
convergence d'une série 285
de L'Hospital 475

des trois sigmas 533
Résonance 115, 473

courbes de 112
Ressort, rigidité de 106
Reste de la série 300
Rotation d'angle 558
Rotationnel 262

Schéma a urnes 484
Selle dégénérée 133, 140
Série(s) 277
absolument convergente 298
alternée 294
continuité de la somme de 303,
313
convergente 276
divergente 276
entiére (de puissance) 309, 315
de fonctions 300
de Fourier 359
harmonique 281
intégration et dérivation de 306-
309, 313-315
de Maclaurin 318
majorables 301
numérique 277
semi-convergente 298
de Taylor 316
a termes de signes quelconques
296
trigonométrique 356
uniformément convergente 302
Solution(s)
complexe 109
générale 20, 62
linéairement dépendantes
(indépendantes) 77
particuliére 21, 63
singuliére 52
stables au sens de Liapounov
128
Somme
double 179
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intégrale 176, 217
partielle d'une série 277
d'une série 277
-, continuité de 303
Spectre
continu 395
discret 389
Sphére 208, 223
Spirale logarithmique 61
Stabilité des solutions de systémes
d'équations 128-141
Systéme(s)
autonome 129
d'équations différentielles 115
-, écriture matricielle du 593
exhaustif (complet) 482
normal d'équations
différentielles 115
de polyndmes orthogonaux de
Le Gendre 398
de base 577 de I'espace © 401
module (longueur) 399
orthogonaux 399
propre de la matrice 580
tourbillon 262

Termes de la série 277
Théoréme(s)
d'Abel 309
de Bernoulli 481
des causes 494
de convolution 463
de décomposition 460
du déplacement 449
d'existence des intégrales 177,
217,242,256
d'existence et d'unicité de la
solution de 1'équation
différenticlle 20, 62, 341,
346
des forces vives 264
de Laplace 553
de Leibniz 294
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de Liapounov 550

limite central 550

de Peano 345

du retard 473

de Tchébychev 549

d'unicité 446
Théorie des probabilités 481
Trajectoires

de 1'équation différentielle 131

isogonales 57

orthogonales 57, 60
Transformation (s)

identique 569

linéaires des coordonnées 557

orthogonale 577

de similitude 584

de symétrie 559
Transformée

de Fourier 395

inverse de Fourier 395

de Laplace (image L) 445
Transformée-cosinus de Fourier 392
Transformée-sinus de Fourier 392
Translation dans la direction de I'axe

559
Travail 238, 247

Valeur(s)
observées 545
principale de l'intégrale 394
propres 412, 580
Variable aléatoire
bidimensionnelle 535
centrée (écart) 505
Variable aléatoire
continue 511
discréte 495
Variance (fluctuation)
empirique 549, 552
de la variable aléatoire 506, 507,
520, 524
Vecteur(s)
Vitesse

cosmique, deuxiéme 72
de désintégration du radium 26
Wronskien 77
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